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Satz von Wilks (AT
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¥ Fir sehr groRe Stichproben mit n Datenpunkten x;, n — « gilt:

Wird eine Grundgesamtheit durch die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x;,u)
beschrieben, und legt die Null-Hypothese r=m-m©) der Parameter fest, so
folgt die Testfunktion g = -2 In A einer x? Verteilung mit r Freiheitsgraden.

r = Unterschied in der Anzahl freier Parameter fur H1 und Ho

¥ Ausgangspunkt fir sogenannte asymptotische Verfahren zur Berechnung
des Likelihood-Quotienten A(x). Aber: Anwendbarkeit muss im
allgemeinen mit Monte Carlo Simulationen Uberpruft werden.

W Beispiel: Signal s tiber Untergrund b in Zahlexperiment:

Ax?=—2InA=—2In (ﬁ(zg)b))

Fir n=s+b grofR folgt Ax? einer x?-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad.

FUr gemessene Werte von s und b kann dann der p-Wert fur die

S ig nal sig nifikanz berechnet werden. s.s. Wilks, The large-sample distribution of the likelihood ratio for
testing composite hypotheses. Ann. Math. Stat. 9, 60-62 (1938)
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Beispiel: Likelihood Quotient bei Zahlexperiment

B Haufiger Fall: Suche nach Signal (s) Gber Untergrund (b)

¥ Verteilungsdichte fiir jedes m:
n(m) = s(m) + b(m)

¥ Ho (nur Untergrund): s=0
¥ Anpassung mit freiem Parameter b
W - x2(b)

¥ H1: Signal-Hypothese s#0
W b+s(=Gaul mit festem m und o)

W - x2(stb)
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B Wilks: Falls Ho (nur Untergrund) korrekt, dann folgt Ax? einer x?2 -
Verteilung mit 1 Freiheitsgrad: p(-x?=73) =2 -10-'%, entspricht z=8.5¢0

20. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (2)

5

) = -73 fur diesen Fall
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Beispiel: Zahlexperiment mit Poisson-Statistik A\‘(IT
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® Beobachtung von n Ereignissen mit kleinem Signal s
1
Po(n:b) = —b"e™ Py(nss+b) = — (5 + b))

nl
qg=—2InA=2(nln(1+ g)— S)
B Annahme b bekannt, dannistn=b + s:
q=2(b+s)ln (1+ g) — 25
B Fir s « bist: \/a:S/\/E—I—O((S/b)Z)

¥ In Wilks Naherung gilt fir einen einzelnen Freiheitsgrad N=1:
Signifikanz des Signals s, ausgedruckt durch das Gaulische Quantil z:

z=Ax2=q=s/Vb

Cowan, Cranmer, Gross and Vitelis "Asymptotic formulae for likelihood-based tests of new physics”
https://arxiv.org/abs/1007.1727
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Profile-Likelihood Quotient (AT
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B Verwendet bei Suchen (d.h. Setzen oberer Grenzen oder Entdeckung) am LHC
(z.B. Higgs-Boson) mit Signal-Hypothese p.

W Profile-Likelihood: Bestimmung des Intervalls fiir (wahre) Signalstérke p, fur
optimale Storparameter 8, normiert auf das globale Maximum der Likelihood

B Profile = Scan, d.h bestimme qy, fiir alle

Stérparameter 6,: maximiert £(data|u,8,) fir u

L(data|u, ©,,)

¢ = —2In ——, 0 u<p
E(da% ©) \
Best-fit Werte erzwingt ein-
aller Parameter seitige Grenze

WFirp<0: [p=0 (d.h. = ppest kann nicht negativ werden — u positiv)

WFirg>py  qu=0 (d.h. einseitige Grenze)
CCGV, Absch. 2.5 und CMS+ATLAS 2.1

20. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (2) Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY




6

Profile-Likelihood Quotient

Large Sample Approx. A\‘(IT
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¢ =—2InA(p) = -2AIn L <
(= p)? o 35
N—s

B Im Limit grofRer Statistik folgt g,
einer x?-Verteilung (Parabel)

2.5

B Profile-Likelihood liefert alle
relevanten GrofRen:

—
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Profile Likelihood

95% CL Limit: 7.57

68% CL Interval: 1.08 - 5.
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¥ Bester Schatzwert von p: A
Minimum 0.5~
B Ausschluss der Null-Hypothese: of
Qo= 22= (Signifkanzl? |\ \ | weemsastz
Hier:z~V2.4=1.5 0 1 \2\3 4 5 6 7 8 9
Mes Mbest Mes Mos M

¥ Obere Grenze pos:
—2A1In L(pgs) = 1.645% = 2.71
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llgemein: 2-seitiges Intervall

gu=0 fUr y<p: 1-seitige Grenze

Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY



7

Beispiel: Higgs-Entdeckung

Stand Juli 2012
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W 4.Juli 2012: Bekanntgabe der Entdeckung eines “neuen Bosons” am

CERN
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B Ausschluss von Signalen zwischen 131(128) GeV und 523(600) GeV
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Beispiel: Higgs-Entdeckung Stand Juli 2012 A\‘(IT
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W 4.Juli 2012: Bekanntgabe der Entdeckung eines “neuen Bosons” am
CERN
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¥ Bestimmung der Signalsignifikanz und Bestimmung des lokalen p-
Werts durch Vergleich mit Untergrund-Hypothese

SatLas=5.9 0 Scms=5.0 0
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