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Inhalt der Vorlesung 

● MLP Begriffe und Definitionen.

● Bedeutung der Aktivierungsfunktion. 

● Eine vs. mehrere versteckte Lagen und die Bedeutung von Tiefe.

● MLP training: 

● „Perceptron learning rule“ und Limitierungen. 

● Bedeutung der Aktivierungsfunktion. 
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Recap Perceptron
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● In der letzten Vorlesung haben wir das boolsche Perceptron mit einer einfachen Stufenfunk-
tion diskutiert:

Varianten die Aktivierungslogik zu 
formulieren:
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Aktivierungsfunktionen
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● In der heutigen Vorlesung werden wir die Bedeutung kontinuierlicher Aktivierungsfunktionen 
diskutieren. Beispiele hierfür sind:

Sigmoid:
tanh:

Rectified linear unit:

Softplus:
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5/34

● Wir klären hier nochmal die Begrifflichkeiten des Multilayer Perceptrons (MLP):

Knoten/Einheit 
(node/unit)

Verknüpfung 
(connection)

● Ein MLP bezeichnen wir auch als (neuronales) Netzwerk (NN).

● Die input Lage werden wir im folgenden nicht explizit mitzählen, weil sie keine Perceptrons 
enthält.
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Multilayer Perceptron – Definitionen
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● Für den output des MLP definieren wir die folgenden Größen/Variablen:
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Tiefe
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● Beispiel 1:

Tiefe? – 2 Tiefe? – 3

● Beispiel 2:

● In dieser Vorlesung werden wir nur strikte feed forward Netzwerke diskutieren. 

● In einem solchen Zusammenhang kann man das Netzwerk als gerichteten Graph mit einer 
Tiefe    verstehen.  

● Ein gerichteter Graph hat Quellen und Senken. Die Tiefe eines Graphen ist der längste 
Pfad von einer Quelle zu einer Senke.
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● Beispiel 1:

Tiefe? – 2 Tiefe? – 3

● Beispiel 2:

● In dieser Vorlesung werden wir nur strikte feed forward Netzwerke diskutieren. 

● In einem solchen Zusammenhang kann man das Netzwerk als gerichteten Graph mit einer 
Tiefe    verstehen.  

● Ein gerichteter Graph hat Quellen und Senken. Die Tiefe eines Graphen ist der längste 
Pfad von einer Quelle zu einer Senke.

● Ein Netzwerk mit einer Tiefe von            bezeichnet man als tief (deep). 
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MLP als Repäsentation boolscher Funktionen
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● Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass ein MLP beliebige boolsche Funktionen 
abbilden kann. Frage: Wieviele Lagen benötigt das MLP dafür? – 2 (ohne input layer).
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● Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass ein MLP beliebige boolsche Funktionen 
abbilden kann. Frage: Wieviele Lagen benötigt das MLP dafür? – 2 (ohne input layer).

● Beweis: jede boolsche Funktion läßt sich 
mit Hilfe einer Wahrheitstabelle darstellen.

0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

1 0 0 0 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

Disjunkte Normalform (DNF):

Beliebiges Beispiel
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MLP als Repäsentation boolscher Funktionen
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Ohne Beweis: für N inputs kann die benötigte Anzahl an Knoten in der versteckten Lage 
exponentiell groß werden (exp(N)). Es ist jedoch möglich die Anzahl der Knoten signifikant 
(bis zu log

2
(N)) zu reduzieren, wenn man dem Netzwerk mehr Tiefe erlaubt!

0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

1 0 0 0 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

Disjunkte Normalform (DNF):

Beliebiges Beispiel
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Zusammenfassung
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● Es ist möglich, jede beliebige boolsche Funktion mit einem MLP mit einer einzigen 
versteckten Lage abzubilden.

● Es ist möglich, jede beliebige Kontur im Rahmen eines Klassifikationsproblems mit einem 
MLP mit einer einzigen versteckten Lage abzubilden.

● Das gleiche gilt für die Approximation beliebiger reelwertiger Funktionen (hier nicht disku-
tiert, aber analog zur Kontur). 

● Im allgemeinen benötigt man hierzu jedoch unendlich viele Knoten.

● Die Anzahl der Knoten läßt sich signifikant reduzieren, wenn man dem MLP Tiefe verleiht 
→ depth matters.

● Man sagt tiefe Netzwerke sind i.a. ausdrucksstärker (expressiver), als flache Netzwerke.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Lernen 

● Bisher haben wir uns mit der Frage, wie man die richtigen Gewichte und Schwellen (biases) 
zur Konfiguration der MLPs findet noch nicht beschäftigt. Das passiert im folgenden. 
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Erinnerung Perceptron

● Erinnerung: Das MLP ist eine wohldefinierte multidimensionale Funktion, sowohl der 
Eingangsparameter        als auch der Gewichte          und Schwellen       :

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

INSTITUTE OF EXPERIMENTAL PARTICLE PHYSICS (IEKP) – PHYSICS FACULTY

21/34

Erinnerung Perceptron

● NB: Wir werden im folgenden aus Gründen der Klarheit auch diese strikt äquivalente 
Formulierung des boolschen Perceptrons benutzen in der nur Gewichte vorkommen.

● Erinnerung: Das MLP ist eine wohldefinierte multidimensionale Funktion, sowohl der 
Eingangsparameter        als auch der Gewichte          und Schwellen       :
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Wahrheit vs. Vorhersage 

● Nehmen wir an das MLP solle eine beliebige 
Funktion darstellen (→ blaue Kurve, rechts):

● Nehmen wir weiter an das MLP besäße eine 
geeignete Architektur, um das zu tun. 

● Eine zufällige Wahl der          wird sicher nicht die 
gewünschte Funktion abbilden (→ rote Kurve, 
rechts). 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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● Nehmen wir weiter an das MLP besäße eine 
geeignete Architektur, um das zu tun. 

● Eine zufällige Wahl der          wird sicher nicht die 
gewünschte Funktion abbilden (→ rote Kurve, 
rechts). 

● Der erste Schritt zu einem besseren Ergebnis besteht darin, den Unterschied der darge-
stellten und der gewünschten Funktion zu quantifizieren. Dies ist in diesem Beispiel z.B. 
durch das Integral des Betrages der Differenz beider Funktionen möglich.   

● Auf dieser Metrik handelt es sich bei der Lösung der Aufgabe um ein multidimensionales 
Minimierungsproblem.
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Stichprobe und Training 

● Im Allgemeinen kennen wir die wahre Funktion nicht (siehe Lecture-10 Folie 3). Wir müssen 
sie aus einer Stichprobe bestimmen und hoffen, dass diese Stichprobe repäsentativ für die 
zu Grunde liegende Kontur oder Funktion ist.

● Diesen Prozess bezeichnet man als training.

● Damit die Stichprobe repäsentativ sein kann muss sie alle wesentlichen Eigenschaften der 
wahren Funktion erfassen. Individuelle Eigenschaften der Stichprobe sollten den Minimier-
ungsprozess nicht beeinflussen. Man bezeichnet diesen Komplex als Generalisierungsei-
genschaft.

● Ein MLP mit so vielen Parametern, dass es jeden Punkt der Stichprobe trifft läuft in die 
Gefahr des overfitting (hier auch overtraining genannt). Ein MLP mit zu wenigen Parame-
tern, um alle Eigenschaften der wahren Funktion erfassen zu können wird nicht die opti-
male Performance aufweisen (underfitting).

● Da die wahre Funktion nicht bekannt ist besteht bei der Wahl der MLP Struktur i.a. die 
Tendenz zu viele Parameter zu wählen. Was dann passieren kann ist, dass das MLP (im 
Fall von overtraining) nicht die optimalen Generalisierungseigenschaften aufweist. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Perceptron lerning rule

● Beispiel: Training eines einzelnen boolschen Perceptrons zur Trennung zweier Ereignis-
klassen mit Hilfe gelabelter Stichproben (hier als Punkte dargestellt)(1):

(1) Es handelt sich hier um das historische Beispiel von Frank Rosenblatt aus den 1960er Jahren.

● Aufgabe: Bestimme die Gewichte des 
Perceptrons so, dass die roten Punkte den 
Wert 1 und die blauen Punkte den Wert 0 
erhalten.

● NB: Die Lösung ist nicht eindeutig, weil die 
Stichprobe nicht den gesamten Raum über    
     und      erfasst.
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Beispiel: Perceptron lerning rule  

● Lösung: Hyperebene in Jordan‘scher Normalenform                        d.h.                     in der 
Ebene.

Algorithmus: 

● Initialisiere Gewichte und Schwellen zufällig.

● Aktualisiere nur für Stichproben mit falscher 
Vorhersage.

● Für diese gilt die folgende Lernregel:
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Beispiel: Perceptron lerning rule  

● Lösung: Hyperebene in Jordan‘scher Normalenform                        d.h.                     in der 
Ebene.

Algorithmus: 

● Initialisiere Gewichte und Schwellen zufällig.

● Aktualisiere nur für Stichproben mit falscher 
Vorhersage.

● Für diese gilt die folgende Lernregel:
Done
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Algorithmus: 

● Initialisiere Gewichte und Schwellen zufällig.

● Aktualisiere nur für Stichproben mit falscher 
Vorhersage.

● Für diese gilt die folgende Lernregel:
Done

● NB: Rosenblatt hat gezeigt, dass ein einfaches logisches Perceptron für linear separierbare 
Probleme immer nach endlich vielen Schritten auf eine richtige Lösung konvergiert. Es lässt 
sich sogar eine obere Schranke für die Anzahl der benötigten Schritte angeben. 
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Aktivierungsfunktion – revisited 

● Das Problem der Perceptron learning rule kommt der aus Verwedung der Stufenfunktion als 
Schwellenfunktion: 

● Kleine Änderungen der Gewichte des Perceptron haben keinen Einfluss auf seinen output.

Jede Kurve hier führt 
zum gleichen output. 

● Lösung: Führe eine kontinuierliche Aktivierungs-
funktion ein. 

● Damit ist der output des gesamten Netzwerks 
differenzierbar in jeder Variablen:

● Das ermöglicht es zu überprüfen, welche kleinen 
Änderungen in     zu welchen Änderungen in     
führen.
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Diskussion der Differenzierbarbeit 

● Kontinuierliche Aktivierungsfunktionen erlauben Informationen jenseits der Hyperebene des 
Perceptrons zu erhalten.   

● Graduelle Änderungen der Gewichte führen auf graduelle Änderungen des MLP outputs. So 
ist das Minimierungsproblem grundsätzlich analystisch lösbar!

● Beachten Sie: Zur Lösung des Minimierungsproblems benötigen Sie die zudem Differen-
zierbarkeit der Metrik zum Vergleich von MLP output und Wahrheit (siehe Folie 22).  

● Wäre Ihnen die Wahrheit bekannt wäre die Größe, die Sie minimieren wollen die erwartete 
Varianz. Da Ihnen die Wahrheit i.a. nicht bekannt ist handelt es sich um eine statistische 
Risikoanalyse. 

● Die Risikofunktion wird in diesem Zusammenhang als Verlustfunktion (loss) bezeichnet.

● Die Verlustfunktion muss nicht streng und von allen Seiten differenzierbar sein. Es genügt, 
wenn sie bei graduellen Änderungen der Parameter des MLP zu graduellen Änderungen 
des Wertebereichs führt.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Die NN Aufgabe 

● NNs werden konzipiert, um spezifische Aufgaben (tasks) zu lösen.

● Zu jeder konkreten Realisierung einer solchen Aufgabe gehören:

Formulierung der Auf-
gabe in sinnvoller,  
mathematischer Form 

Bereitstellung einer 
Stichprobe (von gela-
belten Beispielen)

Die Definition einer 
der Aufgabe ange-
messenen Netzwerk-
architektur

Die Definition einer 
der Aufgabe ange-
messenen Verlust-
funktion

Task

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Anmerkung 

● Wir hatten in der letzten Vorlesung darüber gesprochen, dass es sich beim MLP um eine 
universelle Linearisierung nicht-trivialer nicht-linearer Problemstellungen in einem höher-
dimensionalen Dualraum (der MLP Parameter) handelt.  

● Einzelne Perceptrons definieren z.B. Hyperebenen im Raum der Eingangsparameter.

● Diese Aussage erscheint zunächst im Widerspruch dazu, dass in der Wahrnehmung vieler 
eine nichtlineare Aktivierungsfunktion des MLP eine entscheidene Rolle spielt. 

● Beachten Sie jedoch: bisher haben wir zur Diskussion zu keinem Zeitpunkt eine andere 
Aktivierungsfunktion als die Stufenfunktion verwendet.  

● Wie Sie in dieser Vorlesung gesehen haben genügt die Stufenfunktion, um theoretisch alle 
Probleme in beliebiger Präzision zu lösen. Der Aktivierungsfunktion kommt an zwei (eher 
technischen) Stellen eine besondere Rolle zu:

● Bei der Rekonstruktion anderweitig verlorener Information über mehrere Lagen hinweg.

● Beim Training.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Backup 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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