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Vorlesungsprogramm A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Einflihrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (1)
B Einfiihrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (2) A.MEYER
B Zufallszahlen und Monte-Carlo Methoden

® Hypothesentests

B Parameterschatzung

B Parameterschatzung (Goodness-of-fit)

B Optimierungs- und Parametrisierungsmethoden

R.ULRICH

B Konfidenzintervalle (1)

B Konfidenzintervalle (2)

B Klassifikation (Supervised Learning und lineare Methoden)

M Klassifikation (ANN and BDT) A.MEYER
B Klassifikation (SVM and Deep Learning)

@ Messen und Entfalten

B Systematische Unsicherheiten
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Messen und Entfalten A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Einleitung

¥ Faltungsintegrale (Beispiele)

B Exkurs: Charakteristische Funktion
¥ Response Matrix

8.1 Faltung

B Matrix-Inversion

¥ Methoden mit Regularisierung 8.2 Entfaltung
W Iterative Methoden

W Literatur:
B G.Cowan, Statistical Data Analysis (Kap.10 und 11)
® Bohm, Zech, Introduction to Statistics and Data Analysis for Physicists (Kap.8)
B Blobel, Lohrmann, Statistische und numerische Methoden der Datenanalyse (Kap.11)

B G.D’Agostini, A multidimensional unfolding method based on Bayes’ theorem, NIM A
362 (19995)

B S.Schmitt, TUnfold, an algorithm for correcting migration effects in high energy physics,
JINST 7 (2012) T10003.
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Wahre Verteilung

(messbar in perfektem Experiment)

Gemessene Verteilung
(enthalt Detektoreffekte)

Entfaltete Verteilung

(Detektoreffekte herauskorrigiert)

N.B. hier mit Regularisierung
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Messung: Ziel und Durchfluhrung A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

W Ziel experimenteller Messungen:

B Ermittlung und Dokumentation allgemeingultiger Beobachtungen
— unabhéngig von den technischen Eigenschaften des konkreten Experiments

B Vergleich mit anderen Experimenten
B Vergleich mit Experiment-unabhangigen theoretischen Vorhersagen

B Durchfiihrung einer Messung:

B Korrektur von experimentellen, Experiment-spezifischen Effekten (i.a. ermittelt durch
Hilfsmessungen):

B Subtraktion von Untergrund (z.B. falsche Ereignisse und Rauschen)
B Kalibration = Normierung auf universelle Skala (z.B. Lange [m], Energie [GeV])
B Nachweiswahrscheinlichkeit — Verlust oder unvollstdndige Messung von Signalen

B Akzeptanzkorrektur — Korrektur fir Begrenzungen des experimentell
zuganglichen Bereichs

B Auflosungseffekte — Verschmierung (engl. smearing, migration) und Verschiebung
(engl. bias) gegenuber ursprunglicher Verteilung

B Bestimmung der systematischen Unsicherheiten dieser und anderer der Messung
zugrundeliegenden Annahmen

Messung = Bestimmen von Korrekturen und Unsicherheiten

6 18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY



Vergleich von Experimenten und Theorie

W Beispiel: g
Differentieller Wirkungsquerschnitt
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https://twiki.cern.ch/twiki/bin/view/LHCPhysics/LHCTopWGSummaryPlots

Faltung < Entfaltung A\‘(IT

Institut far Technologie

# Faltung (engl. convolution)

¥ Experimentell gemessene Verteilungen konnen als Faltung der all-
gemeingultigen wahren Verteilungen mit Experiment-spezifischen
Detektoreffekten beschrieben werden.

Wahre (In einem Experiment)
Verteilung f(t) — g(s) gemessene Verteilung

¥ Entfaltung (engl. unfolding, deconvolution): Inverse Transformation

G Entfaltet
Verieilung. g(s) = f(t) Verteilung

¥ Entfaltungen gehdren i.a. zu den sogenannten “ill-posed problems”: Kleine
Fluktuationen (z.B. statistische) in der gemessenen Verteilung kbnnen zu
groBen Schwankungen in der wahren Verteilung fihren

B Lésungsansatz: Dampfung der Schwankungen durch Regularisierung, d.h.
Hinzunahme zuséatzlicher Annahmen
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8.1
FALTUNG
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Beispiel: Lebensdauermessung ‘(IT

ut far Technologie

® Wahre Verteilung:

Faltung: Exponentialfunktion und
) 1 : t) 3 GauRfunktion (A =1, 0 = 1)
= —exp(—— ;
T b T _
W Detektorauflésung: o /
1 NN
At =tops — ) = exp(———=
g( obs ) oo p( 202 )
B Gemessene Verteilung: 10'2.1- N B -
(
h(tobS) — / f obs ) t)dt Messung einer Verteilung bei
begrenzter Auflosung: Gewichtung
L . ., der Beitrage von f(t) mit g(fovs-t),
= [ ® g (tobs) Faltung also aus dem Intervall At

g(tovs-t) beschreibt Wahrscheinlichkeit ftops zu messen, wenn t wahr
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Faltung als Summe von Zufallszahlen A\‘(IT
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¥ Die PDF der Summe u zweier zufallsverteilter Grofken x und y mit
PDFs f(x) und g(y) ist gegeben durch das Faltungsintegral:

Mu=z+y) = /OO /OO f(x)-9(y)-o(u —x —y)dedy

~ [ 1@ gtu-ayds

![éfW—y%g@ﬁw

Schreibweise: h=f® g
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Faltungsintegral A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Zwei unabhangige Zufallsvariable x und y, d.h. fy(x,y) = fx(x) fy(y)
Berechne kumulative Verteilungsfunktion fur x+y < u:

uUu—I

Fiw = Plary<w= [ fwde [ g

— OO

1 - [ awar [ e
N

N =Xt 00
T, =T [T e
~ X — 00

= /_ N fo()dyfo(u —y)
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Beispiel: Faltung von zwei Box-Verteilungen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

BMu=x+y<2
fz(z), fy(y) = {

1, furo<z<1

0, sonst

fato) = [ " @) fy(u— o)

1 U
:/ fy(u—:c)da::/ fy(v)dv mitv=u—=x
0 u—1

0<u<l1: fl(u):/ufy(v)dv:/uldv:u
0 0

1 1
1<u<?2: fg(u):/ fy(v)dv:/ ldv=1—(u—1)=2—u
u—1 u—1

Dreiecksverteilung von 0 bis 2
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Beispiel: Faltung von zwei Box-Verteilungen A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

! o | | | T | I I
1= R, ——————yisuns [:]ﬂmeaunderf(r;g(t-r.)‘ :
03_ .......... NS E——— Y A f(x) il 5
: Do : . -t )
| | SR Y. S P o o SAPUU at-x) 1
; o : : (f+gt) =
. .. . - v =
0.4._..: ........ EEIEERRREE O e - sl
. - : : . X . Q.
02._\ ........ ........... R R EEEEE ORI RREREEEEEE ;e Q

0 ! - ! i I l I

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

r &t N.B. Abbildung verwendet
andere Werte von x,y
und Normierung
u u
O<u<l: fi(u)= fy(v)dv = / ldv = u
0 0

1 1
1<u<2: folu)= fy(v)dv:/ ldv=1—(u—1)=2—u
u—1

Dreiecksverteilung von 0 bis 2
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Beispiel: Faltung von zwei Box-Verteilungen A\‘(IT
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= .I | | | | | 1 I |
1 : [ ] #eea under f(xgit-v) []
; ; o)
0.3} - : : TN : f(x) 1 5
sl : : : : gtt-) o
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N.B. Abbildung verwendet
andere Werte von x,y
und Normierung

Dreiecksverteilung von 0 bis 2
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Beispiel: Gleichverteilung ® GauBverteilung ‘(IT

ut far Technologie

L fiira<xz<b 1 Y
s(x) =< b-a - = exp(——=——=
fo(2) {O, sonst fy(y) 2o p( 202)
)= [ (o),
u) = exp | — T
2o Jg4 b—a P 202
1 b—u a—u
“a (n (5) - ()
b—a o o
1.2
t2/2 1 a=0
mit \If / B dt 3 b=1
ol \/ 2T 0.81 0=02
0.65—
Verteilungsfunktion der “standardisierten 04b
Normalverteilung” (d.h. der integrierten -
Gaul-Funktion fur o =1 und p = 0) 0'2;_

1 05 0 05 1 15 2
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Beispiel: Exponentialverteilung ® GauBverteilung A\‘(IT
2

Institut fr Technologie

folw) = Nexp(=Az)  fy(y) = = exp(—5 )

Ursprungl. PDF

fulu) = : /u exp[—k(u—y)—f]dyZ : 'Aexm}

- €XD [] <—'Normierung:

/u - [_(y —2232)2]@

-1 / — 0
10 F \
i verschobener Mittelwert Verschiebung
B dieselbe Steigung fur grol3e x
ol b N Zerfallskonstante kann fir
-1 0 1 2 3 4 S grolRe u direkt abgelesen werden
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Faltung mit der Monte-Carlo Methode A\‘(IT
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® Mit der Monte-Carlo Methode sind Faltungen ganz einfach:
¥ Ziehe x aus PDF f(x) und y aus PDF f,(y)
¥ Bilde Summe u=x+y
B fx(x) ® fy(y) entspricht Haufigkeitsverteilung h(u)=h(x+y)

B Monte Carlo wird insbesondere flir die Simulation des
Detektorverhaltens verwendet

® Kombination (=Summe) vieler einzelner Effekte (zufalliger
Verteilungen)

W Zentraler Grenzwertsatz: Flir groRe Anzahl von Summanden folgt
Summe einer Gaul}-Verteilung unabhangig von der Form der
einzelnen PDF

W Detektorsimulation erfordert viele sukzessive Faltungen: MC |6st
hochdimensionales Faltungsintegral — nur mit MC Methode mdglich
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Vergleich der Methoden A\‘(IT
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Vergleich: analytische und MC-Faltung

¥ Analytische Methoden:

B direktes Ausrechnen
des Faltungsintegrals
(gaf. numerisch)

B Produkt der ’ -1
charakteristischen Funktionen 0

10000 Toy-MC-Ereignisse

B Monte Carlo Methode:

B Summe von Zufallszahlen x,y
aus PDF £«(x), f(y) 5

¥ Normierte Haufigkeits- 10 g
Verteilung Von _l 11 1 I 111 I 1 1 1 1 I 111 I | I 111
u = x+y entspricht f,(u). -1 0 1 2 3 4 5

W Detektorsimulation erfordert viele sukzessive Faltungen: MC [0st
hochdimensionales Faltungsintegral — nur mit MC Methode maglich
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Exkurs: Charakteristische Funktion A\‘(IT
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W Alternative Beschreibung der Eigenschaften von Zufallsvariablen

W Die charakteristische Funktion ¢x(k) fir die Wahrscheinlichkeitsdichte
f(x) ist der Erwartungswert von e’

@)
6o (k) = (exp(ika)) = / ek f (1) da
— O
¥ Eigenschaften:
W dx(k) ist Fourier-Transformierte der PDF f(x) — eineindeutige
Abbildung

M Ricktransformation:

F@) =5 | daliedn

¥ Nutzlich fir analytische Losungen von Problemen:

Summen von Zufallszahlen kbnnen als Produkte von Charakteris-
tischen Funktionen geschrieben werden.
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Exkurs: Charakteristische Funktion A\‘(IT
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B Charakteristische Funktion der Summenverteilung von u=x+y:

bu(k) = (expliku)) = / exp(iku) f (u)du
_ / / exp(ik(z + 1)) o (@)1, (y)dady

_ / exp(ikz) fo(2)da / exp(iky) f, (y)dy

¥ Die Summe von Zufallszahlen u=Zx; mit individuellen PDF fi(x;) ist das
Produkt der charakteristischen Funktionen

¥ Umgekehrt: Losung des Faltungsintegrals durch Produktbildung ®x+,=®x®,
und Fourier-Rucktransformation
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Exkurs: Charakteristische Funktion A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Charakteristische Funktion = Erzeugende der Momente von Verteilungen
¥ n-tes zentrales Moment einer PDF f(x) (vergl. 1.Vorl am 25.4.2017)

= (@) = [ & f(a)do
¥ Vergleich mit partiellen Ableitungen der char. Funktion nach k:

Sn =g " f(x)e dr — 1" u, = ok |,

=> n-te Ableitung entspricht (bis auf Vorfaktor i") dem n-ten Moment

¥ Beispiel n = 2: Varianz
0% (k .
¢ ( ) _ /—$2€kaf($)dilj _ —E[ZBZ]
k=0

= —(V]z] + (z)*)
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k=0
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8.2
ENTFALTUNG
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Faltung < Entfaltung A\‘(IT
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# Faltung (engl. convolution)

¥ Experimentell gemessene Verteilungen konnen als Faltung der all-
gemeingultigen wahren Verteilungen mit Experiment-spezifischen
Detektoreffekten beschrieben werden.

Wahre (In einem Experiment)
Verteilung f(t) — g(s) gemessene Verteilung

¥ Entfaltung (engl. unfolding, deconvolution): Inverse Transformation

G Entfaltet
Verieilung. g(s) = f(t) Verteilung

¥ Entfaltungen gehdren i.a. zu den sogenannten “ill-posed problems”: Kleine
Fluktuationen (z.B. statistische) in der gemessenen Verteilung kbnnen zu
groBen Schwankungen in der wahren Verteilung fihren

B Lésungsansatz: Dampfung der Schwankungen durch Regularisierung, d.h.
Hinzunahme zuséatzlicher Annahmen
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Faltung < Entfaltung A\‘(IT

Institut far Technologie

® Annahme Detektorauflosung: Effekt von 10% Abweichung zwischen
wahrer und angenommener Auflosung
Bohm, Zech Abb. 8.2

falten entfalten
Swahr Ovc

|EVAN

¥ Unsicherheiten in den Annahmen (wie z.B. der Auflésungsfunktion)
werden in den systematischen Unsicherheiten bertcksichtigt

25 18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY



Faltung — Entfaltung

B Faltung: Informationsverlust durch
Verschmierung

¥ Hochfrequente Strukturen (z.B.
schmale Peaks) werden
ausgewaschen.
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Haufigkeit
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Bohm, Zech Abb. 8.1

wahre

f(y)

Verteilungen
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Faltung — Entfaltung

B Faltung: Informationsverlust durch
Verschmierung

¥ Hochfrequente Strukturen (z.B.
schmale Peaks) werden
ausgewaschen.

B Statististische Fehler liefern
Fluktuationen

B Umgekehrt kdnnen in der Entfaltung

Oszillationen nicht ausgeschlossen
werden — “ill-posed problem”
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Haufigkeit
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Bohm, Zech Abb. 8.1

wahre

f(y)

Verteilungen

gefaltete

g(x)

Verteilungen

X
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Faltung — Entfaltung A\‘(IT

Nlésung

fly) | £ g(x) [
; -l Auflosungs- :
600  m alm funktion A 600
L 2
i " Faltung
400 q 400 }+
« Entfaltung
200 Inverse Aufl.- 200 F
funktion A’ ;
0 = &i—ﬂ-: = 0 g ey . X o
0 025 0% 075 y1 B 025 05 075 x’
Wenn wahre Funktion f(x) ... wurde diese durch Verschiebung
Feinstruktur hatte ... (also Faltung mit A) ausgewaschen

B Gemessene Verteilung g(y) enthalt aber zusétzlich auch statistische
Fluktuationen, die vom Effekt einer Feinstruktur nicht zu unterscheiden sind

B Umgekehrt produziert die Anwendung von A-' auf die gemessene
Verteilung Oszillationen
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Wahl der Bin-Breite

W Betrachte periodische
Funktion f(x) = a sin(kx)
W a: Amplitude 6
¥ k: Frequenz

B GauR-formige Detektor-
Auflosung exp(-k?c?/2)

¥ Erwartete Messung:
g(x)~ exp(-k202/2) a sin(kx) ©
~ a sin(kx)

SKIT

Institut far Technologie

Blobel/Lohrmann Abb 11.1

wahre Funktionen

0 1/2@% 7 3/2m1 2w

1 1 1
---------------------
'\\ ” 2\ “\
B N\, \. \u' -’
-
e -” —
2F . ~
s )
’ Y
y N\ d
L . P
) 4
~ ”
~e s’

0O 1/2m 7T 3/2m 21
sin(kx) ® Gaul}

B Gemessene Amplitude ist vermindert um den Faktor a

B Umgekehrt: Transformation auf wahren Parameter: (A)a ~ exp(k?c2/2) (A)a
B Faktor exp(k202/2) sehr grof fiir groRe k — groRes a und Aa

¥ D.h. kleine Bin-Breite fiihrt zu grof3en Fehlern und Korrelationen
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Wahl der Bin-Breite Blobel/Lohrmann Abb 11.2 AIT

100
Faktor \\

B Kleine Bin-Breite Axund

grofl3es o fuhrt zu grol3en \\

Fehlern und Korrelationen

e e —
1O 2 4 6 8 10

B Geeignete Bin-Breite: Vergrolerungsfaktor des statistischen r = Ax/c

Ax =20 Fehlers als Funktion von Intervall-Breite

und Auflésung.

¥ In der Praxis: 20 haufig nicht praktikabel
¥ Verwendung von Zusatzannahmen — Regularisierung
B z.B. Annahme von kontinuierlichem Verlauf
B Unterdriickung hochfrequenter Anteile in f(x)
¥ Flhrt zu Verzerrung (Bias) — Kontrolle
¥ Funktioniert i.a. fir Reinheit und Stabilitat oberhalb von 40-50%
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Entfaltung: Bestimme Auflosungsfunktion A\‘(IT

M Allgemein hangt die Auflésung vom Messwert ab

ola) = [ Aty 1) dy | 5
i r— ®
“Fredholmsche Integralgleichung” ! a[JO 5
0 | e » DLJO ®
.- o o \
@ y: wahrer Wert mit PDF fy < § . . ? ? 9 2
B x: gemessener Wert *6 @ : e @ §
B A(x,y): Auflésungsfunktion Q£ ! : S
.~ ’ RN
(nicht mehr notwendigerweise o= 5, ©
von der Form A(y-x)) : . o
2 (a)
A A A v 3 l e A I .
0 0 S 10
B In diskretisierter Form: cause nr.  (wahr)

Migrationsmatrix Aj beschreibt 2D-Haufigkeitsverteilung:
“wahrer Wert x in Bin i, gemessener Wert y in Bin j”
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. . . V4l
Migrationsmatrix

Migration Matrix - Transition Probability [%)]

500
B Faltung in Matrixschreibweise:

gi =Y Aijfi+0b
i=1

450
400
350
300
250

gemessen

200

g = / g(@)dz;  fi= [  f)dy 150
bin 1

bin 7
J 100

/b dz /b . dy A(zly) e(y) f(y) 50

Az’j — o0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 9

f(y)dy wahr
bin j

B Aj = m x n Migrationsmatrix (auch Antwortmatrix oder Response Matrix)
B Bedingte Wahrscheinlichkeit: P(beobachtet in Bin j | wahrer Wert in Bin /)

B Nebendiagonalelemente: “Verschmierungseffekte” durch Auflésung:
Wenn Auflosung « Binbreite, dann ist Matrix (so gut wie) diagonal
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] ] ] NP4l
Migrationsmatrix

Migration Matrix - Transition Probability [%)]

— 500
W Faltung in Matrixschreibweise: B 450
O 400
e=Af+Db S w0
(o))
300
® 1D Histogramme: 250
B Gemessene Verteilung: g 200
® Untergrund: b 150
B Wahre Verteilung: f 100
¥ 2D Migrationsmatrix Aj 50
(i.a. erzeugt aus MC, enthalt 0 0
Detektorverhalten. Kalibration., 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Aufldsungen etc. aus Hilfsmessungen) wahr

B Aj = m x n Migrationsmatrix (auch Antwortmatrix oder Response Matrix)
B Bedingte Wahrscheinlichkeit: P(beobachtet in Bin j | wahrer Wert in Bin /)

B Nebendiagonalelemente: “Verschmierungseffekte” durch Auflésung:
Wenn Auflosung « Binbreite, dann ist Matrix (so gut wie) diagonal
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Reinheit, Stabilitat

B Wahle Binbreite so, dass Stabilitat und
Reinheit genugend grol} sind

¥ Reinheit: Anteil der gemessenen Eintrage,

die tatsachlich aus dem gleichen Bin
stammen.
i-1 i

NreC I
. gen in i
Pi_ Nrec l
; i

1

Im-Purity

i+1

B Stabilitat: Anteil der korrekt gemessenen
Eintrage in einem Bin

Ngen | In-Sta-blllty
S — i Irecini !
i Ngen #
I |rec i-1 i i+1

34 18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten
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\(IT
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Ul

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

p [GeV]

Empfohlen: 90% — 20

In der Praxis sind 20
haufig nicht erreichbar.

In regularisierter Entfaltung sind i.a.

Werte ab 40-50% akzeptabel.
Muss fur jede Verteilung einzeln
gepruft werden !
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Entfaltung durch Matrix-Inversion A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

True 2 peaks

¥ Inversion der Migrations-Matrix B - Wahre Vertellung
1000:_.....4§ ...................... ...................... . E S UEV  z.410 |
g p— Af —|— b mg RN N

= f=A"'(g—b)

® Anwendung von A-7 auf die
gemessene Verteilung: i.a. starke
Oszillationen, d.h benachbarte
Bins sind antikorreliert

¥ Korrekt bei Betrachtung der vollen
Fehlermatrix V[f] (unanschaulich) o

-80000

Beispiel: fold_main.cxx
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Matrix-Inversion: Rechnung fur zwei Bins A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Gemessen: g Migrationsmatrix: A wahre Verteilung: f
g = g1 A o 1 —e€ € f L fl
g2 € 1 —e€ o

B ¢ = 0: Perfekte Messung, triviales Ergebnis:

0
= A Vigl = (%
g=Af 9] 0 g

¥ Inversion der Matrix zur Bestimmung von fund V/fJ:

f=ATlg  V[f]=ATVg(A)T
B Berechnen von A-7;
A1 _ 1 l—€ —e¢

- 1—2 \ —e 1—e¢

BIobeI/Lohrmann Abschnitt 11.3
36 18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten Statistische Methoden der Datciicneryos-cwr
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Matrix-Inversion: Rechnung fur zwei Bins A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Gemessen: g Migrationsmatrix: A wahre Verteilung: f

(9 (1l —€ ¢ (1
o=(o) a=(c7 %) = ()
f=A""g VIf]=A"Vgl(a= )"

¥ Berechnen von fund V/fJ:

1
hi=rg (=g ] fo=

[—€g1 + (1 = €)g2]

1 — 2e¢
1 (1—€)2g1+ €92 —e(1—€)(g1+ g2)
irl= (1 —2e¢)? (—6(1 —e)(g1+92) (1—e€)?g+eq )

¥ Negative Nicht-Diagonalelemente in V/f:
W Fir € » 0 werden £(1-€) Terme grofl3 — Bins sind antikorreliert
B Fir € = 0.5: vollstandiger Informationsverlust — A singular — keine Messung

Blobel/Lohrmann Abschnitt 11.3
37 18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten Statistische Methoden der Dateiiaaryosco i inuro wvee i+ [rurarsas-wasyo, KIT und DESY
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Losungsansatze ohne Entfaltung A\‘(IT

Institut far Technologie

B Bestimmung von Parametern durch Anpassung an die gemessenen Daten
B Vorteil: vermeidet tatséchliches Entfalten
B Nachteile: erfordert Theorievorhersage
¥ kein Vergleich mit anderen Daten oder Theorien moglich

B “Bin-by-Bin” Korrektur

¥ Verwende einfache Korrekturfaktoren (insbes. wenn Aj hinreichend diagonal)
m

gi =Y Aijfi+bi—gi=cifi +b
J=1
B Korrekturfaktoren aus MC-Simulation

MO = (MO —BMO)[FMC sodass: f; = (gi — bi) e}

7
¥ Eigenschaften:

¥ ci hangen von Form der MC-Verteilungen ab (kann Uberprift werden)
¥ Ergebnis liefert keine Information Gber Korrelationen zwischen Bins
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Entfaltung durch Parametrisierung A\‘(IT

B Betrachte
g=Af 9= D Ail;

¥ Lineares Gleichungssystem (liberbestimmt, falls n>m)
¥ Ermitteln der Losung f durch y2-Minimierung (vergl. Parameterschatzung)

X' =(g—Af) V(g Af)

I V[f]" ist die inverse Kovarianzmatrix der Datenverteilung
=> Gesucht: fo, fur das x? minimal wird.

® Minimierung von x?2 fuhrt zum gleichen Ergebnis wie Matrix-Inversion.

W Regularisierung: Einfihrung eines Penalty-Terms S(f) unterdriickt
unerwunschte Fluktuationen:

Xieg =(g—Af) 'V g—Af)+71-5(f)

TUnfold: S.Schmitt, JINST 7 (2012) T10003
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40

Entfaltung mit Regularisierung A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Tikhonov Regularisierung “Globale Krimmung”

Sk(f) = —/ <d];];(ky))2 dy

B Fir Histogramme (diskret) und nur fir benachbarte Bins:

m—2

So =Y (=fi+2fix1 = fir2)

j=1

B Wahl der Starke t, haufig durch Minimierung der globalen Korrelation,
definiert als Summe uber Korrelationen zwischen allen Bins

1
V1715V

> pi/m  mit  py= /1 -
j
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Beispiel: Transversal-Impulsverteilung von Top-Quarks ﬂ(IT

Karlsruher Institut far Technologie

W Optimale Wahl von T: Reduktion der o Top E
(negativen) Korrelation zwischen s " E
benachbarten Bins auf ein verniinftiges s O E
Niveau 3 8o ;

S 0 R
k] : ]
.. . . O 60} 3

B Starke Regularisierung: Positive Korrelation @ | 5

zwischen benachbarten Bins z 5
40 ! n el 579 | B
10® 102 10" 1 10 10% 10° 10°

Parameter t
7=0.00 T4="1.57 7=25.00

S 500 500 100 — 500 100

8 3 3 w

a o o 400

350

s8868°8385883
Statistical Correlations in %

s 28 AR °B885883

00 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 00 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 00 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

p. [GeV] p. [GeV] p. (GeV]
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Beispiel: Transversal-Impulsverteilung von Top-Quarks A“(IT

Karlsruher Institut far Technologie

19.7fb"at (s =8 TeV

10° 19.7fb"at s =8 TeV %107
g 16x"'l""l""l""l""l""l' ) = 85—..|.]..|.|||..|...|!...||.u||....wn.|..
% 14f ©/u+Jets Combined gemessene > g owrlesCombined o entfaltete
[ . £ salin n - h .
S qof Verteilung: Soe [ = Vasnoin  Verteilung
e 1of Daten (schwarze Punkte) 3 ;% 5 " pownearih Daten (Punkte)
. | S L . . .
und MC (Histogramme) ap= Bsms  Theorie (Linien)
18 3 L E
17 E ]
1% 2r E
15 1F 3
12 ST PP T PO Drieg iy AR DU DO O
i ] L T 5
12 > 14 £ Stat.® Syst. =
E Q 1 B . OS S AT
212 o8 f 218 2 E
s 28 " B
06 | 08 P

E B E N | N | | N K N ) )
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
p‘T (GeV] p’T [GeV]

Eingabe Entfaltung » Ausgabe

Td=7.57

s . 100 500
450

Migrations- 400 . Korrelations-
Matrix (MC) a0 RIS ESRE " matrix

60 300 - -
250
200 :
150
100
50

0
O0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

gen p!_ (GeV] p‘T (GeV]
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Beispiel: Transversal-Impulsverteilung von Top-Quarks

19.7fb'at (s=8 TeV

x10°

L_—l :-l|lllll|ll]l‘llllllllll'llll]ll|lllllllllllllllll'
> e/u + Jets Combined

® * Data ,
S — MadGraph+Pythia

. --- MC@NLO+Herwig

.8 a Powheg+Pythia
v-lt;o .- Powheg+Herwig

----- Approx. NNLO

(arXiv:1210.7813)

AT FEETE FRTNI FRTR] FRAT FERTE FUTEE SRRy I

D a N W A OO N @

|

'Llllllllllillllllllllllllllllll

py [GeV ] (GiF)uc | (G8%)exp | stat. [%] | syst. [%] | tot. [%]
0 to 60 0.003732 | 0.004137 1.2 3.6 3.8
60 to 100 0.006487 | 0.006692 1.3 1.9 2.3
100 to 150 0.005063 | 0.004962 1.1 3.0 3.2
150 to 200 0.002786 | 0.002660 1.3 3.5 3.8
200 to 260 0.001238 | 0.001057 1.6 3.2 3.6
260 to 320 0.000484 | 0.000399 2.2 5.6 6.0
320 to 400 0.000173 | 0.000130 2.8 7.7 8.1
400 to 500 0.000050 | 0.000037 5.5 9.5 11.0

bin [GeV]

400 ..

320 ..

260 ..

200 ..

150 ..

100 ..

60 ..

500

400

320

260

200

150

100

SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

statistical covariance of p‘T

[ [ [ [ [ [ [
68012 | 2.4e-12 | -27e-12 | -4.1e-12 | 3.4e-12 | -5.0e-12 | 1.1e-12 | 4.2e-12
1.7e-11 | 1.8e-11 | -11e-11 | 3.3e-12 | -87e-12 | 1.7e-13 | 1.3e-11 | 1.1e-12
30e-11 | 15e-11 | -1.3e-11 | -6.3e-12 | -2.9e-11 | 7.8e-11 i 1.7e-13 i -5.0e-12
7711 | -1.3e-11 | -6.9e-11 | -1.4e-10 | 2.9e-10 i -2.9e-11 | -8.7e-12 | 3.4e-12
1.26-10 | -3.1e-10 | -6.9e-10 | 1.3e-09 | -1.4e-10 | -6.3e-12 | 3.3e-12 | -4.1e-12
4.96-10 | -1.96-09 | 2.96-09 | -6.9e-10 | -6.9e-11 | -1.3e-11 | -1.1e-11 | -2.7e-12
3.0e-09 | 7.26-09 | -1.9e-09 i -3.1e-10 i -1.3e-11 | 1.5e-11 | 1.8e-11 | 2.4e-12
26609 | -3.06-09 | -49e-10 | -1.26-10 | -7.7e-11 i -3.0e-11 | -1.7e-11 | -6.8e-12

| | | | | | |
0 60 100 150 200 260 320 400
60 100 150 200 260 320 400 500

¥ Ergebnis wird publiziert als: 1d-Diagramm, Tabelle und Kovarianz- oder
Korrelations-Matrix (statistische und systematische Fehler)

Abbildungen aus Doktorarbeit M. Goérner, Uni Hamburg, 2014

18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten

Publiziert in CMS Collab: Eur.Phys.J. C 75 (2015) 542
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Beispiel: Transversal-Impulsverteilung von Top-Quarks

19.7fb'at (s=8 TeV

x10°

L_—l :-l|lllll|ll]l‘llllllllll'llll]ll|lllllllllllllllll'
> e/u + Jets Combined

® * Data ,
S — MadGraph+Pythia

. --- MC@NLO+Herwig

.8 a Powheg+Pythia
v-lt;o .- Powheg+Herwig

----- Approx. NNLO

(arXiv:1210.7813)

AT FEETE FRTNI FRTR] FRAT FERTE FUTEE SRRy I

D a N W A OO N @

|

'Llllllllllillllllllllllllllllll

py [GeV ] (GiF)uc | (G8%)exp | stat. [%] | syst. [%] | tot. [%]
0 to 60 0.003732 | 0.004137 1.2 3.6 3.8
60 to 100 0.006487 | 0.006692 1.3 1.9 2.3
100 to 150 0.005063 | 0.004962 1.1 3.0 3.2
150 to 200 0.002786 | 0.002660 1.3 3.5 3.8
200 to 260 0.001238 | 0.001057 1.6 3.2 3.6
260 to 320 0.000484 | 0.000399 2.2 5.6 6.0
320 to 400 0.000173 | 0.000130 2.8 7.7 8.1
400 to 500 0.000050 | 0.000037 5.5 9.5 11.0

bin [GeV]

400 ..

320 ..

260 ..

200 ..

150 ..

100 ..

60 ..

500

400

320

260

200

150

100

systematic covariance of p‘T

SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

i i i i

-3.0e-10 -2.0e-10 5.7e-11 1.8e-10 9.6e-11

2.4e-08 :

i

4.0e-09

-1.3e-08

-1.2e-08 :

i

i

6.6e-11

i i

i 31e11 | 1.2e-

-3.0e-09

-1.2e-09

-5.5e-10 :

-3.0e-10

0. €0
60 100

100
150

150
200

200
260

260
320

320
400

400
500

bin [GeV]

¥ Ergebnis wird publiziert als: 1d-Diagramm, Tabelle und Kovarianz- oder
Korrelations-Matrix (statistische und systematische Fehler)

Abbildungen aus Doktorarbeit M. Goérner, Uni Hamburg, 2014

18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten

Publiziert in CMS Collab: Eur.Phys.J. C 75 (2015) 542



Beispiel: Transversal-Impulsverteilung von Top-Quarks A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

19.7fb'at (s=8 TeV

x10°
L_—| 8:_]']llllllI]l‘lll]llllllllllllllllllllllllllllllll_:
> F e/u + Jets Combined :
o 7F * Data ] total (stat.+syst.) correlation of p. [%]
S : MadGraph+Pythia : T
. B ---MC@NLO+Herwig - < | [ [ [ | | |
.8 Q. ; Powheg+Pythia ] Q 400.500 | -46  -30 9 46 69 64 76 100
T 5 ~ - Powheg+Herwig 0] AR PR SRR SN S A -
M D Approx. NNLO = 3 — s0.40| 34 33 9 25 53 8 100 76
g (arXiv:1210.7813) ] c -
3: E 0 o L A P L ]
s 1 260..320 | -832 | -31 i 7 | 23 | 46 {100 | 83 | 64
2F - i .. R S -
1k E 200.260 | 53 23 6 54 100 46 53 = 69
n :L Ll L l Ll 1l l Lo L 1 l Lo L L l Ll 1l l el l L ] B S o : T o T : N

150.200 | 77 17 . 25 100 54 @ 23 = 925 46

100..150 | -55 - 25 6 7 9 9

pr [GeV ] (GiF)uc | (G8%)exp | stat. [%] | syst. [%] | tot. [%] 60..100 | 4 . 17 0 23 -31  -33 | -30
0 to 60 0.003732 | 0.004137 | 1.2 36 338 T i P L e

60 to 100 0.006487 | 0.006692 | 1.3 1.9 2.3

100 to 150 0.005063 | 0.004962 | 1.1 3.0 3.2 0o.60| 100 i 4 @ -55 : -77 | -53 | -32 | -34 | -46

150 to 200 0.002786 | 0.002660 | 1.3 35 3.8 i i 2 2 2 2 |

200 to 260 0.001238 | 0.001057 | 1.6 3.2 3.6 O 60 100 150 200 260 320 400

260 to 320 0.000484 | 0.000399 | 2.2 5.6 6.0 60 100 150 200 260 320 400 500

320 to 400 0.000173 | 0.000130 | 2.8 7.7 8.1 )

400 to 500 0.000050 | 0.000037 | 5.5 9.5 11.0 bin [GeV]

¥ Ergebnis wird publiziert als: 1d-Diagramm, Tabelle und Kovarianz- oder
Korrelations-Matrix (statistische und systematische Fehler)

Abbildungen aus Doktorarbeit M. Goérner, Uni Hamburg, 2014
45  18.Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten Publiziert in CMS Collab: EL_Jr.Phys_.J. C75 (2015) 542



lterative Methode zur Entfaltung S—d ] ]

Institut far Technologie

a) Startverteilung

B Beginne mit beliebigem Ansatz fio
z.B. flache oder gemessene Verteilung ‘

¥ Bestimme g(0) = A - fioyund vergleiche in
jedem Bin g ) mit Beobachtung §

B Modifiziere fioy — fi1)y = §/9(0) - fo)

b) gefaltete Starvert.

X2 x1.5
x1.3
W Iterativ bis Abbruchkriterium: X1 !
W Vergleiche A-fj mit §
M Modifiziere: fiy — fir1y= §/90) - i c) beobachtete Daten
B Vorteil des iterativen Ansatz: keine
numerischen Schwierigkeiten mit ‘ ‘ =
Matrixinversion 8)1. Heration

B Im Limit vieler Iterationen erhalt man das
Ergebnis der Matrix-Inversion (also ohne
Regularisierung)
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lterative Methode zur Entfaltung AT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Mogliche Abbruchkriterien:

Bohm/Zech Kap. 8
B 2-Kompatibilitat
zwischen § und g
— meist bereits erfullt, wenn
noch positive Korrelationen
zwischen Bins vorhanden sind

1. Iteration 2. Iteration

|

4. |teration 8. Iteration

B Betrachte Diagonalelemente
der Kovarianzmatrix:
Verlange, dass Fehler gjjin
jedem Bin von g grofer ist

als im entsprechenden Bin o
von § Beispiel hier: Abbruch bereits nach 2.lteration

D e
— i.a. konservativere Wahl (anhand von x* Kriterium)

47 18. Juli 2017 | 8. Messen und Entfalten Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY



Weitere Entfaltungsmethoden A\‘(IT

Institut far Technologie

¥ In Daten mit hoher Statistik sind Signalstrukturen haufig sehr scharf
B Astronomie: Punktformig
B Spektroskopie: scharfe Linien
B Allgemein Mustererkennung

W Prinzip der maximalen Entropie (MaxEnt)

¥ .Shannon-Jaynes Entropie” oder ,Cross-Entropie”:
S ~ log (Anzahl moglicher Anordnungen der Ereignisse), anschaulich:

B Gleichverteilung der Daten Uber alle Bins favorisiert. Unterschiede zwischen
Bins werden unterdrickt, unabhangig vom relativen Abstand der Bins.

¥ Losungen, die scharfe Maxima Uber konstantem Untergrund liefern werden
bevorzugt.

B Kann auch relativ zu Referenzverteilung definiert werden — Bias null, wenn
Daten gleich Referenzverteilung

B In Teilchenphysik meist nicht niitzlich, da Detektorauflésungen Korrelationen
zwischen benachbarten Bins verursachen.
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Beispiel Bildverarbeitung A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Smeared Pixels

unfolded pixels

Beispiel: fold_main.cxx
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I T T T I arlsruher Institut far Technologie
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Zusammenfassung A\‘(IT

Institut far Technologie

¥ Faltung
B beschreibt Verschmierung der Messung durch Auflésungseffekte
B Summe von Zufallszahlen — Monte-Carlo Methoden oder auch:
¥ Produkte von charakteristischen Funktionen

¥ Entfaltung:

B lll-posed Problem, kleine Fluktuationen kénnen zu groRen
Abweichungen fuhren. Hochfrequente Anteile werden verstarkt.

B Matrix-Inversion: i.a. groRe negative Korrelationen zwischen
benachbarten Bins.

¥ Losung ohne Entfaltung: z.B. Bin-by-bin Korrektur

¥ Entfaltung mit Regularisierung
B Durch Parametrisierung und x2-Minimierung (TUnfold)
W Iterative Methoden (D’Agostini)
¥ Cross-Entropie
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