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❚❤✐s ❧❡❝t✉r❡ ✐s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ❛r❡ ✐♥ ♣❛rts ❜❛s❡❞
♦♥ ❧❡❝t✉r❡s ❤❡❧❞ ❜② Pr♦❢✳ ❋r❛♥③ ❳✳ ❑ärt♥❡r✱ Pr♦❢✳ ❯✇❡ ▼♦r❣♥❡r✱ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❏✉❡r❣ ▲❡✉t❤♦❧❞ ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑❛r❧sr✉❤❡ ❛♥❞ ❛t ❑❛r❧sr✉❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❑■❚✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✾✾ ❛♥❞ ✷✵✶✷✳
❚❤❡ ❧❡❝t✉r❡s ♦❢ Pr♦❢✳ ❑ärt♥❡r ❛r❡ ✐♥ t✉r♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡s ♦❢ Pr♦❢✳ ❍❡r♠❛♥ ❆✳ ❍❛✉s✱ Pr♦❢
❊r✐❝❤ ■♣♣❡♥ ❛♥❞ Pr♦❢ ❏✐♠ ❋✉❥✐♠♦t♦ ❛t ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭▼■❚✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡❝t✉r❡
♦❢ ❉r✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❇♦ss❤❛r❞ ❛t ❙✇✐ss ❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❊❚❍✮ ❩✉r✐❝❤✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ t❡①t❜♦♦❦s ❬✶✵✱ ✸✱ ✶✶✱ ✷✽✱ ✷✼✱ ✼❪✳

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ❝♦♥t❡♥ts r❡q✉✐r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❦✐❧❧s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ❛✐♠s ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ❝❛♥♥♦t
r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s t❡①t❜♦♦❦s ❛♥❞ t❤❛t
✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦♦❦s ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣
❧✐t❡r❛t✉r❡✿

❼ ❘✳ ❲✳ ❇♦②❞✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ✷✵✵✸✳

❼ ●✳ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❋✐❜❡r ❖♣t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✷✵✶✸✳

❼ ❇✳ ❊✳ ❆✳ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ▼✳ ❈✳ ❚❡✐❝❤✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✼✳

❼ ❨✳ ❘✳ ❙❤❡♥✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✹✳

❈❤r✐st✐❛♥ ❑♦♦s✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✽

✶



❈❤❛♣t❡r ✶

▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s

◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡✲
❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧
s❤♦rt❧② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ❛♥❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s❡❧❡❝t❡❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r✲♦♣t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

✶✳✶ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s

✶✳✶✳✶ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ❬✶✾❪✿

∇ ·D(r, t) = 0 ✭✶✳✶✮

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t
✭✶✳✷✮

∇ ·B(r, t) = 0 ✭✶✳✸✮

∇×H(r, t) =
∂D(r, t)

∂t
✭✶✳✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡ ✇❡ ✉s❡ ❙■ ✉♥✐ts r❛t❤❡r t❤❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ●❛✉ss✐❛♥ ✉♥✐ts t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
s♦♠❡ ♦❧❞❡r t❡①t❜♦♦❦s ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r r = (x, y, z)❚ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳
■♥ ♦♣t✐❝s✱ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② B ✐s t❤❡♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ❜②

B(r, t) = µ0H(r, t)✱ ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ µ0 = 1.25664 × 10−6 V s /(Am) ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

D(r, t) = ǫ0E(r, t)+P(r, t)✱ ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ ǫ0 = 8.85419×10−12 As /(Vm) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ P ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ P✱ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢

✷



t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ P ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ E✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ a1E1+a2E2

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s E1 ❛♥❞ E2 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ P = a1P1+a2P2 t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s P1 ❛♥❞ P2 ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜② t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐❝s✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❲❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

◆♦♥❧✐♥❡❛r❖♣t✐❝s✿ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ✭♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❛s ◆▲❖✮ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ❜r❛♥❝❤
♦❢ ♦♣t✐❝s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ P r❡s♣♦♥❞s ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✳

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ P ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧✐❣❤t
✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 108❱✴♠✮✳ ❙✉❝❤ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡rs ❛♥❞✴♦r ❢♦✲
❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❆ ❧❡ss ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣✲
t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥t❡r❡st✱ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✶✳✶✳✸ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s

❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ▲❛✉♥❝❤✐♥❣ ❛
♠♦♥❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✇
✇❛✈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t✱ ❡✳❣✳✱ 2ω ♦r 3ω✱ ❋✐❣✳ ✶✳✶ ✭❛✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❍●✮ ❛♥❞ t❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❚❍●✮✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❛ s✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2 ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✱ ❋✐❣✳ ✶✳✶ ✭❜✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❧❡❡❝❤✐♥❣
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
❜② t❤❡ t❡r♠ ✏s❛t✉r❛t✐♦♥✑✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡①✳ ■♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♣❛tt❡r♥s✱ ✶✳✶ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✲♦♣t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮✿ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡
♣❤❛s❡✳ ❙P▼ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s✱ ✶✳✶ ✭❞✮✿ ■❢ ❛ ❢♦❝✉ss❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢
❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲✐♥t❡♥s✐t② ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐❧❧
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✭✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤❡r✮ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇✲✐♥t❡♥s✐t② ♣❡r✐♣❤❡r②✳ ❆t ❤✐❣❤
✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ■♥s❡t ✭✶✮ ♦❢ ✶✳✶ ✭❞✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡
❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ■♥s❡t ✭✷✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❆t ✈❡r②
❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜r❡❛❦s ✉♣ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✜❧❛♠❡♥ts✱ ■♥s❡t ✭✸✮✳

◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙❍●✱ ❚❍●
♦r r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ♦♣t✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❛♥❞
❛♠♣❧✐✜❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❧❡♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡②
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♣❤♦t♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②✳ P❤♦♥♦♥✲❛ss✐st❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛❝♦✉st♦✲
♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❘❛♠❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙P▼ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ❝r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮ ❛♥❞ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮ ❛❧❧♦✇
❢♦r ✉❧tr❛✲❢❛st ❛❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❲✐t❤ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦✇✲❝♦st ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡rs✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐❝s ✐s st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ✭❛✮ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✿ ❆ ♠♦♥❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✇❛✈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
❛t✱ ❡✳❣✳✱ 2ω ✭s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❙❍●✮ ♦r 3ω ✭t❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❚❍●✮✳ ✭❜✮
P♦✇❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❧❡❛❝❤✐♥❣✳ ✭❝✮ ■♥t❡♥s✐t②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮✳ ✭❞✮ ■♥t❡♥s✐t②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s ❝❛✉s❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ s❡❧❢✲❢♦❝✉ss✐♥❣✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

✶✳✷ ▲✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ P ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ t❤❡♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢
❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❡❞✐❛

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P (r0, t0) ❛t t✐♠❡ t0 ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ r0 ❞❡♣❡♥❞s
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E (r, t) ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ r0 ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ❢♦r
t ≤ t0✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

P▲(r, t) = ǫ0

∞̂

−∞

∞̊

−∞

χ(1)(r, r′, t, t′)E(r′, t′) ❞r′❞t′, ✭✶✳✼✮

✹



✇❤❡r❡ χ(1)(r, r′, t, t′) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❜♦t❤ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡rs❝r✐♣t (1)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s❡❝♦♥❞✲ ♦r t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ s✉♣❡rs❝r✐♣ts (2) ❛♥❞ (3)✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ χ(1)(r, r′, t, t′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ (3× 3)✲♠❛tr✐① t❤❛t ❧✐♥❦s ❛ (3× 1)✲✈❡❝t♦r
E(r′, t′) t♦ t❤❡ (3× 1)✲✈❡❝t♦r P▲(r, t)✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✏▲✑ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❢❛❝t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✼✮ ♠❛② ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐❢
✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✿

❚✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t♠❡❞✐❛✿ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t✐♠❡ t✱ ✇❡ ♠❛② s✐♠♣❧✐❢② ❊q✳ ✭✶✳✼✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t ❛♥❞ t′ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r τ = t− t′✱

P▲(r, t) = ǫ0

∞̂

−∞

∞̊

−∞

χ(1)(r, r′, τ)E(r′, t− τ) ❞r′❞τ. ✭✶✳✽✮

❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

▼❡❞✐❛ t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✿ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ❛r❡ ♠♦st❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱
❜✉t ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s ♦❢
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P▲(r, t) ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ ❞✐♣♦❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t ✈✐❝✐♥✐t② ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s E(r′, t′) ❛t
♣♦s✐t✐♦♥s r′ ✈❡r② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ E

❛♥❞ P ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❆ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥
s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

P▲(r, t) = ǫ0

∞̂

−∞

χ(1)(r, τ)E(r, t− τ) ❞τ. ✭✶✳✾✮

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ✉♥❧❡ss
❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✳

■s♦tr♦♣✐❝♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❋♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ (3× 3)✲♠❛tr✐① χ(1) ❝❛♥
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r χ(1)✳ ❋♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥
s♣❛❝❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

P▲(r, t) = ǫ0

ˆ ∞

−∞

χ(1)(r, τ)E(r, t− τ) ❞τ. ✭✶✳✶✵✮

❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s♠❛t❡r✐❛❧s✿ ■♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ r✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❞r♦♣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ χ(1)(r, τ) ♦♥ r✳ ❆ ❧✐♥❡❛r
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

P▲(r, t) = ǫ0

∞̂

−∞

χ(1)(τ)E(r, t− τ) ❞τ. ✭✶✳✶✶✮

✺



✶✳✷✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❞✐❡❧❡❝tr✐❝

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✶✳✶✮ t♦ ✭✶✳✻✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❊qs✳ ✭✶✳✼✮ t♦ ✭✶✳✶✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s Ψ̃(ω) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω✱

Ψ̃(ω) =

+∞
ˆ

−∞

Ψ(t) exp (− jωt) dt ✭✶✳✶✷✮

Ψ(t) =
1

2π

+∞
ˆ

−∞

Ψ̃(ω) exp (jωt) dω ✭✶✳✶✸✮

❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✶✳✶✮ t♦ ✭✶✳✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∇ · D̃(r, ω) = 0 ✭✶✳✶✹✮

∇× Ẽ(r, ω) = − jωB̃(r, ω) ✭✶✳✶✺✮

∇ · B̃(r, ω) = 0 ✭✶✳✶✻✮

∇× H̃(r, ω) = jωD̃(r, ω), ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t✐❧❞❡ ✭˜✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

B̃(r, ω) = µ0H̃(r, ω), ✭✶✳✶✽✮

D̃(r, ω) = ǫ0Ẽ(r, ω)+ P̃(r, ω). ✭✶✳✶✾✮

❋♦r ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P̃▲(r, ω) = ǫ0

∞̊

−∞

χ̃
(1)(r, r′, ω)Ẽ(r′, ω) ❞r′, ✭✶✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✽✮ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛
s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t
✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❊q✳ ✶✳✷✵ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

P̃▲(r, ω) = ǫ0χ̃
(1)(r, ω)Ẽ(r, ω). ✭✶✳✷✶✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ χ̃(1)(r, ω) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ(1)(r, τ)

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t τ ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① q✉❛♥t✐t② χ̃(1)(r, ω) ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s χ(1)(r, ω) ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t✐❧❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤✐s
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t❤❛t t❤❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✮ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥
q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✭r❡❛❧✮ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✳✷✳✸ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ̃(1)(r, ω)
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝❛✉s❛❧ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✻



❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s❝❛❧❛r✱ s♣❛❝❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♠♣❧❡① s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s
χ̃(ω) ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s χ(t) ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ(t) ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✉♣♦♥ ❛ ❉✐r❛❝✲❧✐❦❡ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛t t = 0✳ ❉✉❡ t♦ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ t✐♠❡s✱ ✐✳❡✳✱ χ(t < 0) = 0✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳

❲❡ ♠❛② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ χ̃(ω) ✐♥t♦ ✐ts r❡❛❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐t ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② f = ω/ (2π)✱

χ̃(ω) = χ(ω) + jχi(ω). ✭✶✳✷✷✮

❉✉❡ t♦ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ χ̃(ω)
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠✱

χ(ω) = − 1

π
P
ˆ ∞

−∞

χi(ω0)

ω0 − ω
dω0 ✭✶✳✷✸✮

χi(ω) =
1

π
P
ˆ ∞

−∞

χ(ω0)

ω0 − ω
dω0 ✭✶✳✷✹✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ P
´∞

−∞
. . . dω0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

✐♥t❡❣r❛❧ ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣♦❧❡
❛t ω0 = ω s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱

P
ˆ ∞

−∞

χ(ω0)

ω0 − ω
dω0 = lim

ǫ→0

(
ˆ ω−ǫ

−∞

χ(ω0)

ω0 − ω
dω0 +

ˆ ∞

ω+ǫ

χ(ω0)

ω0 − ω
dω0

)
. ✭✶✳✷✺✮

◆♦t❡ t❤❛t χ(t) ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ χ(ω) = χ(−ω) ❛♥❞ χi(ω) = −χi(−ω)✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s
✐♥ ❊qs✳ ✭✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✹✮✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✿

χ(ω) = − 2

π
P
ˆ ∞

0

ω0 χi(ω0)

ω2
0 − ω2

dω0 ✭✶✳✷✻✮

χi(ω) =
2

π
P
ˆ ∞

0

ω χ(ω0)

ω2
0 − ω2

dω0 ✭✶✳✷✼✮

❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♦r t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✉s❝❡♣✲
t✐❜✐❧✐t② ✐❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❣❛✐♥
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ✐s
❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛r❡
✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞✳
❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❢❡✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✿ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥❧❡ss✷ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧ ♣❛rt χ(ω) = constω ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ✜♥❞ χi(ω) = 0 ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✳✷✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s χ(ω) = 0✱ ❊q✳ ✭✶✳✷✹✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤❡♥❝❡
♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥❧❡ss ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ χ 6= 0✦ ❘❡❛❧ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ χ 6= 0 ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❧♦ss ✭♦r ❣❛✐♥✮ ✐♥ s♦♠❡
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ χ(ω) ≈ constω
❛♥❞ χi ≈ 0 ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✳

✶❆ ❝❛✉s❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❛st ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉ts ❜✉t ♥♦t ❢✉t✉r❡ ✐♥♣✉ts✳
❈❛✉s❛❧✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠✳

✷■♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❛ ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥❧❡ss✑ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲
❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳

✼



✶✳✷✳✹ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s

❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✷✮✱
✇❡ ♠❛② ✉s❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
ψ(t) = A exp (❥ (ω0t+ ϕ)) ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲s✐❞❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ψ(r, t) = A cos (ω0t+ ϕ)✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
r❡s✉❧t ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦rt❧② r❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝
t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧✳

❆♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧

❋♦r ❛ r❡❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ψ(t) ∈ R✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ψ̃(ω) ❤❛s ❍❡r♠✐t✐❛♥ s②♠♠❡tr②✱

ψ̃(ω) = ψ̃⋆(−ω), ✭✶✳✷✽✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ω < 0 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ω ≥ 0✳ ❲❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ̃(ω) ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲s✐❞❡❞ s♣❡❝tr✉♠✱

ψ̃(ω) = ψ̃(ω) + s❣♥✭ω✮ψ̃(ω), ✭✶✳✷✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❣♥✭ω✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

s❣♥✭ω✮ =





1 ❢♦r ω > 0
0 ❢♦r ω = 0
−1 ❢♦r ω < 0

. ✭✶✳✸✵✮

ψ̃(ω) ❤❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ψ̃(ω)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱

ψ̃(ω) =
1

2

(
ψ̃(ω) + ψ̃

⋆
(−ω)

)
. ✭✶✳✸✶✮

❚❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧♦❣♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✷✾✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ψ(t)= ψ(t) + ❥

(
ψ(t) ⋆

1

πt

)
, ✭✶✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ψ(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ψ(t)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ψ(t)
✇✐t❤ 1/ (πt) ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✸✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
r❡❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ψ(t) ✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝ s✐❣♥❛❧ Ψ(t) ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥
s✐❣♥❛❧ ψ(t) ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ❥✉st t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt✱

ψ(t) = ❘❡
{
ψ(t)

}
, ✭✶✳✸✸✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧♦❣♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✸✶✮✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ψ(t) = A cos (ω0t+ ϕ)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ψ(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② A sin (ω0t+ ϕ)✳ ❆s
❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s✐❣♥❛❧✱ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ψ(t) = A exp (❥ (ω0t+ ϕ))
✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲s✐❞❡❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ψ(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❣♦❡s ❢❛r ❜❡②♦♥❞
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

✽



▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω0

❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❞✐✉♠✳ ❆❧❧ r❡❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
ψ(r, t) = ❘❡

{
ψ(r, t)

}
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❛❧②t✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

s✐❣♥❛❧s ψ(r, t) ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠

ψ(r, t)=Ψ (r, ω0) exp (❥ω0t) . ✭✶✳✸✹✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② Ψ (r, ω0) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥
s✐❣♥❛❧ ψ(r, t)✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

ψ̃(r, ω) = Ψ (r, ω0)
1

2
(δ (ω − ω0) + δ (ω + ω0)) , ✭✶✳✸✺✮

✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ♥♦♥③❡r♦ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ω = ±ω0✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦
❊qs✳ ✭✶✳✶✹✮ t♦ ✭✶✳✷✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
Ψ (r, ω0)✱

∇ ·D(r, ω0) = 0, ✭✶✳✸✻✮

∇×E(r, ω0) = − jω0B(r, ω0), ✭✶✳✸✼✮

∇ ·B(r, ω0) = 0, ✭✶✳✸✽✮

∇×H(r, ω0) = jω0D(r, ω0). ✭✶✳✸✾✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

B(r, ω0) = µ0H(r, ω0), ✭✶✳✹✵✮

D(r, ω0) = ǫ0E(r, ω0)+P(r, ω0). ✭✶✳✹✶✮

❋♦r ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ P▲(r, ω0) ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E (r, ω0) ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②

P▲(r, ω0) = ǫ0

∞̊

−∞

χ(1) (r, r′, ω0) E (r′, ω0) ❞r
′, ✭✶✳✹✷✮

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

P▲(r, ω0) = ǫ0χ
(1) (r, ω0)E(r, ω0) ✭✶✳✹✸✮

❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s χ(1) (r, r′, ω0)

❛♥❞ χ(1) (r, ω0) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s✲
❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s✱

χ(1) (r, r′, ω0) = χ̃
(1)(r, r′, ω0) ✭✶✳✹✹✮

χ(1) (r, ω0) = χ̃
(1)(r, ω0) ✭✶✳✹✺✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(1) ❧✐♥❦s t✇♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s P ❛♥❞ E ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ❊qs✳ ✭✶✳✸✻✮ t♦ ✭✶✳✹✸✮ ❛r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❊qs✳ ✭✶✳✶✹✮ t♦ ✭✶✳✷✶✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②t✐❝ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
ω0 ♦❜❡② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω = ω0✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ❤❡♥❝❡
♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s Ψ̃(r, ω) ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡✲
❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Ψ(r, ω0)✳ ❋♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ t❤✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✿ Pr♦❞✉❝ts ♦❢
✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❛t ♦❢t❡♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ s✐♠♣❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳

✾



✶✳✷✳✺ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛

❈♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❯s✐♥❣
❊qs✳ ✭✶✳✹✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱

D(r, ω) = ǫ0E(r, ω) +P(r, ω)

= ǫ0

(
1 + χ(1)(r, ω)

)
E(r, ω) ✭✶✳✹✻✮

= ǫ0ǫr(r, ω)E(r, ω)

= ǫ0n
2(r, ω)E(r, ω).

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫr ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(1) ❜②

ǫr(r, ω) = 1 + χ(1)(r, ω) = n2(r, ω). ✭✶✳✹✼✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ✈❛r✐♦✉s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ǫr ❛♥❞ n✱

n = n− jni, ǫr = ǫr − j ǫri,
ǫr = n2 − n2

i , ǫri = 2nni,

n2 = 1
2ǫr

(
1 +

√
1 + ǫ2ri/ǫ

2
r

)
, ni = ǫri/(2n),

n ≈ √
ǫr (❢♦r |ǫri| ≪ ǫr) ni ≈ ǫri/(2

√
ǫr ),

n ≈
√
|ǫri|/2 (❢♦r |ǫri| ≫ ǫr) ni ≈ sgn(ǫri)

√
|ǫri|/2 .

✭✶✳✹✽✮

◆♦t❡ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ✉♥✉s✉❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✹✽✮ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ni t♦ ❧♦ss② ♠❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ni ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❣❛✐♥✳

❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

❇② r❡s❤❛♣✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✸✻✮ t♦ ✭✶✳✹✶✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✳✹✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱

∇2E(r, ω) +∇
(∇ǫr(r, ω)
ǫr(r, ω)

·E(r, ω)

)
+ k20ǫr(r, ω)E(r, ω) = 0 ✭✶✳✹✾✮

∇2H(r, ω) +
∇ǫr(r, ω)
ǫr(r, ω)

× (∇×H(r, ω)) + k20ǫr(r, ω)H(r, ω) = 0, ✭✶✳✺✵✮

✇❤❡r❡ k0 = ω/c r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❛r❜✐tr❛r② ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ǫr(r, ω)✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣❡♥t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ (∇ǫr/ǫr) ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s
♦❢ ❊qs✳ ✭✶✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✵✮✳ ❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠❛②
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫr(r, ω) ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
♦✈❡r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t|∇ǫr/ǫr| ≪ |nk0|✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❊qs✳ ✭✶✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✵✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱

∇2E(r, ω) + k20ǫr(r, ω)E(r, ω) = 0 ✭✶✳✺✶✮

∇2H(r, ω) + k20ǫr(r, ω)H(r, ω) = 0 ✭✶✳✺✷✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❊qs✳ ✭✶✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✵✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❊qs✳ ✭✶✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✷✮ ❝❛♥ ❡❛❝❤ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡
s❝❛❧❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✶✵



P❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛

❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ǫr(r, ω) = ǫr(ω) ✐s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❊qs✳ ✭✶✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✷✮
❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E(r, t) = ❘❡
{
E(r, ω) e jωt

}
= ❘❡

{
E0 e

j(ωt−kr)
}
, ✭✶✳✺✸✮

H(r, t) = ❘❡
{
H(r, ω) e jωt

}
= ❘❡

{
H0 e

j(ωt−kr)
}
, ✭✶✳✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❡②s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

k
2 = k20ǫr(ω). ✭✶✳✺✺✮

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ♣❤❛s❡ ✭✏♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts✑✮ ❛r❡ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ k✳ P❤❛s❡ ❢r♦♥ts tr❛✈❡❧
✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② vp = c/n (ω)✳

❋♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❊q✳ ✭✶✳✺✸✮✱ ✐♥t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❝✉r❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✶✳✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✮✱ ✇❡ ✜♥❞

H0 =
1

ωµ0
k×E0, ✭✶✳✺✻✮

E0 = − 1

ωǫ0ǫr
k×H0. ✭✶✳✺✼✮

▼❛①✇❡❧❧✬s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✮ ❧❡❛❞ t♦

k ·E0 = 0 ✭✶✳✺✽✮

k ·H0 = 0. ✭✶✳✺✾✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs (k, E0, H0) ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ s②st❡♠✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✱

k = k− ❥ki = k0nek ✭✶✳✻✵✮

✇❤❡r❡ ek ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❡♥❡r❣② ✢✉①
❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r S ❬✶✾❪✱

❘❡ {S} = ❘❡

{
1

2
E(r, ω)×H⋆(r, ω)

}
=

k

2ωµ0
|E0|

2
e−2kir ✭✶✳✻✶✮

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ k = k0nez ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞❡❝❛②s ❛s e−αz✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❜②

α = 2k0ni. ✭✶✳✻✷✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✹✽✮✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ni ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss✱ ✇❤❡r❡❛s
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ni ❛♥❞ α ♦❝❝✉r ❢♦r ♠❡❞✐❛ t❤❛t s❤♦✇ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛✐♥✳

✶✳✸ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
♠❡❞✐❛

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡

✶✶



❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞ ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t p ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥P✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t p✱ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✱

P =Np, ✭✶✳✻✸✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ E =Exex✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s✲

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▲♦r❡♥t③ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✳ ✭❛✮ ❆♥
❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛ s❤✐❢t d ♦❢ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ✭❜✮ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮✳

♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ x✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t p = pxex ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② px = −xe.
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❜❡②s ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉♠
♦❢ ❢♦r❝❡s ✭❞r✐✈✐♥❣ ♣❧✉s r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡✮ ❡q✉❛❧s ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss me t✐♠❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱

me

❞2x

❞t2
= −eEx −meω

2
rx−meγr

❞x

❞t
, ✭✶✳✻✹✮

✇❤❡r❡ γr ≪ ωr✳ ■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ meω
2
rx ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

x ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✳
❙♦❧✈✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✳✻✹✮ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Ex = ❘❡ {Ex exp (jωt)}✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱

χ(ω) = χ0
ω2
r

ω2
r − ω2 + jωγr

, ✭✶✳✻✺✮

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ✭❛✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α, ❛♥❞ ✭❜✮ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♥❡❛r
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ ❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮✳

✇❤❡r❡

χ0 =
Ne2

ǫ0meω2
r

. ✭✶✳✻✻✮

❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❤❡♥❝❡ r❡❛❞

χ(ω) =

(
ω2
r − ω2

)
ω2
r

(ω2
r − ω2)

2
+ ω2γ2r

χ0 ✭✶✳✻✼✮

χi(ω) = − ωγrω
2
r

(ω2
r − ω2)

2
+ ω2γ2r

χ0. ✭✶✳✻✽✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡❞✉❝❡ s♦♠❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛✿

❼ ❲❡❧❧ ❜❡❧♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ω ≪ ωr ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ χ0 ❛♥❞ χi ≈ 0✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②
❧✐♠✐t✱ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛ ❤❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳

❼ ❲❡❧❧ ❛❜♦✈❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ω ≫ ωr ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ χi ≈ 0✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❤❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈❡s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧✐❦❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡❀ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ✏❢♦❧❧♦✇✑ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❝❤❛♥❣❡s t♦♦ ❢❛st✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠♦st ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♣♣❡❛r tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛t ❳✲r❛② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳

❼ ❘✐❣❤t ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ω = ωr ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ 0 ❛♥❞ χi ≈ Qχ0✱ ✇❤❡r❡ Q = ωr/γr✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s str♦♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✻✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✻✽✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥❡❛r ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡
❧✐♥❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✭✶✳✸✮✳ ❋♦r r❡❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
❋✐❣✳ ✭✶✳✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

χ(ω) =
∑

ν

(
ω2
rν − ω2

)
ω2
r

(ω2
rν − ω2)

2
+ ω2γ2rν

χ0ν , ✭✶✳✻✾✮

χi(ω) = −
∑

ν

ωγrνω
2
rν

(ω2
rν − ω2)

2
+ ω2γ2rν

χ0ν . ✭✶✳✼✵✮

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ■♥ r❡❛❧ ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♠
♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✹❪✮✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ▲❡♥s❡s ❢♦r ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❆t ❳✲r❛② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ω ≫ ωr✱ ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ χi ≈ 0
❛♥❞ χ < 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❢♦r t❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ❛♥❞ ❳✲r❛②s ❛r❡
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛t ❳✲r❛② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❳✲r❛② ❧❡♥s❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❛rr❛②s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❧❡♥s ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❋✐❣✳ ✭✶✳✺✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥♦r♠❛❧ ♦♣t✐❝s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❧❡♥s❡s ♠✉st
❤❛✈❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✳

✶✳✸✳✷ ❆♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

■♥ ❊q✳ ✭✶✳✻✹✮✱ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✻✱ ❛♥❞ r❡♣r❡✲
s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s E✳ ❋♦r str♦♥❣ ✜❡❧❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦✲
t✐❝❡❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻
r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝✉❜✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠
−ax2 ✐♥ t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊q✳ ✭✶✳✻✹✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

me

❞2x

❞t2
= −eEx −meγr

❞x

❞t
−meω

2
rx− ax2, ✭✶✳✼✶✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ Ex = ❘❡ {Ex exp (jω0t)} = cos (ω0t− ϕ) ❛s ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t x ♥♦✇ ❢❡❛t✉r❡s ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ω = 0✱ ω = ω0✱ ❛♥❞ ω = 2ω0✱ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❬✷✾❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
♥❡✇ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ω = 0✱ ω = ω0✱ ❛♥❞ ω = 2ω0 ✲ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❝✉❜✐❝ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ t❤❡r❡❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t✱
❡✳❣✳✱ ω = 3ω0✳

✶✳✹ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ t❤❛t ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s
♦♥ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❞❡s♣✐t❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦
✉♥✐t②✱ ❳✲r❛② ❧❡♥s❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡♥s ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ n < 1 ❢♦r ❳✲r❛②
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❧❡♥s❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❛✈❡ s❤❛♣❡s✳ ✭❙♦✉r❝❡✿ ❆✳ ▲❛st✱ ❑■❚✲■▼❚✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❍❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡✮
❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st♦r✲
✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣♦t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t x✳ ❚❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝✉❜✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
■❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮✳

✶✺



♠❡❞✐❛✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ ✐t ❜② ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❱❊❆✮✳

✶✳✹✳✶ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E(r, t) =
1

2

(
∑

l

E(r, ωl) exp (❥ωlt) + ❝✳❝✳

)
. ✭✶✳✼✷✮

■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✏❝✳❝✳✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

P▲(r, t) =
1

2

(
∑

l

P(r, ωl) exp (❥ωlt) + ❝✳❝✳

)
, ✭✶✳✼✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P(r, ωl) ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ E(r, ωl) ❜② ❊q✳ ✭✶✳✹✸✮✱

P▲(r, ωl) = ǫ0χ
(1) (r, ωl)E(r, ωl) ✭✶✳✼✹✮

■❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐✲
❜✐❧✐t✐❡s χ(1) (r, ωl) ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ωl✱

χ(1) (r, ωl) ≈ χ(1) (r) ∈ R. ✭✶✳✼✺✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P▲(r, t) ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❛♥② ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱

P▲(r, t) = ǫ0χ
(1) (r)E(r, t) ✭✶✳✼✻✮

■♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

P(r, t) =P▲(r, t) +P◆▲(r, t), ✭✶✳✼✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱

|P◆▲(r, t)| ≪ |P▲(r, t)| . ✭✶✳✼✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✳✼✼✮ ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✶✳✸✻✮ t♦ ✭✶✳✹✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱

∇×∇×E(r, t) + µ0ǫ0ǫr
∂2E(r, t)

∂t2
= −µ0

∂2P◆▲(r, t)

∂t2
✭✶✳✼✾✮

❋♦r s♠❛❧❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ✇❡ ♠❛② s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ t♦

∇2E(r, t)− n2

c2
∂2E(r, t)

∂t2
= µ0

∂2P◆▲(r, t)

∂t2
. ✭✶✳✽✵✮

❋♦r ❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✳ ❋♦r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐❛✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
t❤❛t ✈❛r② s❧♦✇❧② ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❱❊❆✮ ❛♥❞ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✻



✶✳✹✳✷ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ t♦ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✱

E(r, t) = E(z, t) ex, ✭✶✳✽✶✮

P(r, t) = P (z, t) ex, ✭✶✳✽✷✮

✇❤❡r❡ ex ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(z, t)
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(z, t) =
1

2

(
∑

l

E(ωl) exp (❥ (ωlt− klz)) + ❝✳❝✳

)
. ✭✶✳✽✸✮

■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ kl = nωl/c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❋♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ♠❡♠♦r②✲❧❡ss ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ P (z, t) ✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ♦❢ E (z, t)✱

P (z, t) = ǫ0χ
(1)E (z, t) + ǫ0χ

(2)E2 (z, t) + ǫ0χ
(3)E3 (z, t) + . . . ✭✶✳✽✹✮

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
P▲ (z, t) ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ P◆▲ (z, t)✱

P (z, t) = P▲ (z, t) + P◆▲ (z, t) ✭✶✳✽✺✮

P▲ (z, t) = ǫ0χ
(1)E (z, t) ✭✶✳✽✻✮

P◆▲ (z, t) = ǫ0χ
(2)E2 (z, t) + ǫ0χ

(3)E3 (z, t) + . . . ✭✶✳✽✼✮

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2✱

E(z, t) =
1

2
(E(ω1) exp (❥ (ω1t− k1z)) + E(ω2) exp (❥ (ω2t− k2z)) + ❝✳❝✳) . ✭✶✳✽✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ El = E(ωl)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

P◆▲ (z, t) =
1

4
ǫ0χ

(2)
(
E2

1e
❥2(ω1t−k1z) + E2

2e
❥2(ω2t−k2z) + 2 |E1|

2
+ 2 |E2|

2

+2E1E2e
❥((ω1+ω2)t−(k1+k2)z) + 2E1E

∗
2e

❥((ω1−ω2)t−(k1−k2)z) + ❝✳❝✳
)

✭✶✳✽✾✮

◆♦t❡ t❤❛t |E1|
2 ∈ R✱ ✐✳❡✳✱ |E1|

2
+ ❝✳❝✳ = 2 |E1|

2
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✽✾✮✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P◆▲ (z, t) =
1

2

(
∑

l

P◆▲(ωl) exp (❥ (ωlt− kp,lz)) + ❝✳❝✳

)
, ✭✶✳✾✵✮

✇❤❡r❡ ωl ∈ {2ω1, 2ω2, ω1 + ω2, ω1 − ω2, 0} ❛♥❞ kp,l ∈ {2k1, 2k2, k1 + k2, k1 − k2, 0}✳

✶✳✹✳✸ P❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ s❧♦✇❧②✲✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❱❊❆✮

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✽✵✮ ❛❝ts ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡t ✉s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s t❤❛t

✶✼



❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s❤❛❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ✇❡❛❦ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s❝❛❧❛r ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s E(z, t, ωl)✱

E(z, t) =
1

2

(
∑

l

E(z, t, ωl) exp (❥ (ωlt− klz)) + ❝✳❝✳

)
. ✭✶✳✾✶✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωl t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱

P◆▲ (z, t) =
1

2

(
∑

l

P◆▲(z, t, ωl) exp (❥ (ωlt− kp,lz)) + ❝✳❝✳

)
. ✭✶✳✾✷✮

❲❡ ✐♥s❡rt ❊q✳ ✭✶✳✾✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✾✷✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✶✳✽✵✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t E(z, t, ωl) ✈❛r✐❡s ♦♥❧② s❧♦✇❧② ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡
❛♥❞ ❤❡♥❝❡

∣∣∣∣
∂2E(z, t, ωl)

∂t2

∣∣∣∣≪ ωl

∣∣∣∣
∂E(z, t, ωl)

∂t

∣∣∣∣ , ✭✶✳✾✸✮

∣∣∣∣
∂2E(z, t, ωl)

∂z2

∣∣∣∣≪ kl

∣∣∣∣
∂E(z, t, ωl)

∂z

∣∣∣∣ . ✭✶✳✾✹✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∂E(z, t, ωl)

∂z
+
n

c

∂E(z, t, ωl)

∂t
= −❥ ωl

2ǫ0cn
P◆▲(z, t, ωl)e

✲❥(kp,l−kl)z. ✭✶✳✾✺✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✱

t′ = t− nz

c
, ✭✶✳✾✻✮

z′ = z, ✭✶✳✾✼✮

E(z, t, ωl) = E′(z, t− nz

c
, ωl). ✭✶✳✾✽✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s ✜♥❛❧❧② t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

∂E′(z′, t′, ωl)

∂z′
= −❥ ωl

2ǫ0cn
P ′
◆▲(z

′, t′, ωl)e
✲❥(kp,l−kl)z

′

. ✭✶✳✾✾✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❡s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡
t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❢❡rs t♦ ❛ r❡t❛r❞❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❱❊❆✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✵✮ t♦ ❛
✜rst✲♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✾✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✉r✐♥❣
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ′

◆▲(z
′, t′, ωl) ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲

❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E′(z′, t′, ωl)
t❤❛t ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωl✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ P

′
◆▲(z

′, t′, ωl)
❛♥❞ E′(z′, t′, ωl)✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts✳
Pr♦♣❡r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ ■❢
(kp,l − kl) 6= 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❡♥❣t❤ L ❢♦r ✇❤✐❝❤
(kp,l − kl)L≫ 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣
♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E′(z′, t′, ωl) ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
∂E′(z′, t′, ωl)/∂z

′✳

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❍●✮✳ ✭❛✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✭❜✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳

✶✳✺ ❙✉r✈❡② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ❛s ❛ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ωl ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
■❢ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠❡❞✐✉♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❊q✳ ✭✶✳✽✾✮ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮ ❤❛s t❤❡♥ t♦ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ♦r❞❡r n✱
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛♥② n ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r
♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊qs✳ ✭✶✳✾✻✮ ✲ ✭✶✳✾✽✮✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧
♦♠✐t t❤❡ ♣r✐♠❡s ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

✶✳✺✳✶ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❋♦r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2 ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✶✳✽✾✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✽✾✮
❛♥❞ ✭✶✳✾✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ωp✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r kp✳ ❚❤❡s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s✿

❙❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❍●✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t ωp = 2ω1 ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s
❛ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r kp = 2k1✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P ❙❍● (z, t, 2ω1) =
1

2
ǫ0χ

(2)E2 (z, t, ω1) ✭✶✳✶✵✵✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳✼✳ ■♥ ❙❍●✱ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t✇✐❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❖♣t✐❝❛❧ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❖❘✮

❋♦r ♦♣t✐❝❛❧ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❉❈
✜❡❧❞ ❛t ωp = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ kp = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r
ωp = 0 ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏✰❝❝✑✲t❡r♠✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❙✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❋●✮✳ ✭❛✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✭❜✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳

P❖❘ (z, t, 0) =
1

2
ǫ0χ

(2)E (z, t, ω1)E (z, t,−ω1) ✭✶✳✶✵✶✮

◆♦t❡ t❤❛t E (z, t,−ω1) = −E∗ (z, t, ω1)✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t P◆▲ (z, t, 0) ✐s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ q✉❛♥t✐t②✳

❙✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❋●✮

❋♦r s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❛✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ωp = ω3 =
ω1 + ω2✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ kp = k1+k2✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦r ♦❢ 2 ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✽✾✮✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P ❙❋● (z, t, ω1 + ω2) = ǫ0χ
(2)E (z, t, ω1)E (z, t, ω2) ✭✶✳✶✵✷✮

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✽✳ ■♥
❙❋●✱ ❛ ♥❡✇ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ~ω3 ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ~ω1

❛♥❞ ~ω2✳

❉✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❉❋●✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ωp = ω3 = ω1 − ω2 ❛♥❞ kp = k1 − k2 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P❉❋● (z, t, ω1 − ω2) = ǫ0χ
(2)E (z, t, ω1)E (z, t,−ω2) ✭✶✳✶✵✸✮

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✾✳
❆ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ~ω3 ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ~ω2 ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ~ω1✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t χ(2)

✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✵✵✮ ✕ ✭✶✳✶✵✸✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥✲
t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱
✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ♥♦♥✲
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✳

✶✳✺✳✷ ❚❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱
❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1✱ ω2 ❛♥❞ ω3✱

E(z, t) =
1

2

(
E1e

❥(ω1t−k1z) + E2e
❥(ω2t−k2z) + E3e

❥(ω3t−k3z) + ❝✳❝✳
)
, ✭✶✳✶✵✹✮

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❉❋●✮✳ ✭❛✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✭❜✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳

✇❤❡r❡ El = E(z, t, ωl) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωl✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡
❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s

P◆▲ (z, t) =ǫ0χ
(3)E3(z, t)

=
1

8
ǫ0χ

(3)
(
E1e

❥(ω1t−k1z) + E2e
❥(ω2t−k2z) + E3e

❥(ω3t−k3z) ✭✶✳✶✵✺✮

+ E∗
1e

−❥(ω1t−k1z) + E∗
2e

−❥(ω2t−k2z) + E∗
3e
✲❥(ω3t−k3z)

)3

❲❤❡♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ exp (❥ (ωpt− kpz))✱
✇❤❡r❡ ωp = ωm + ωn + ωo✱ kp = km + kn + ko✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ωm,✱ ωn✱ ❛♥❞
ωo✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ±ω1✱ ±ω2✱ ♦r ±ω3✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦r
D t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② tr✐❛❞ (ω1, ω2, ω3)✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P◆▲ (z, t) =
1

2
ǫ0χ

(3)



1

4
E3

1e
❥(3ω1t−3k1z) + · · ·+ ❝✳❝✳

︸ ︷︷ ︸
❚❍●

+
3

4
E2

1E2e
❥((2ω1+ω2)t−(2k1+k2)z) + · · ·+ ❝✳❝✳

︸ ︷︷ ︸
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❲▼✴ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❙❋●

+
6

4
E1E2E3e

❥((ω1+ω2+ω3)t−(k1+k2+k3)z) + ❝✳❝✳
︸ ︷︷ ︸

♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❲▼ ✴ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❙❋●

/

+
3

4
|E1|

2
E1e

❥(ω1t−k1z) + · · ·+ ❝✳❝✳
︸ ︷︷ ︸

❙P▼

✭✶✳✶✵✻✮

+
6

4
|E2|

2
E1e

❥(ω1t−k1z) + · · ·+ ❝✳❝✳
︸ ︷︷ ︸

❳P▼

+
3

4
E2

1E
∗
2e
❥((2ω1−ω2)t−(2k1−k2)z) + · · ·+ ❝✳❝✳

︸ ︷︷ ︸
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❲▼

+
6

4
E1E2E

∗
3e
❥((ω1+ω2−ω3)t−(k1+k2−k3)z) + · · ·+ ❝✳❝✳

︸ ︷︷ ︸
♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❲▼


 .

✷✶



Pr♦❝❡ss ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ■♥✈♦❧✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❉❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦rD

❚❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❚❍● (+ω1,+ω1,+ω1) ✶
❙❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❙P▼ (+ω1,−ω1,+ω1) ✸
❈r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❳P▼ (+ω2,−ω2,+ω1) ✻

◆♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮ ❋❲▼ (+ω1,+ω2,+ω3) ✻
(+ω1,+ω2,−ω3) ✻

❉❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮ ❋❲▼ (+ω1,+ω1,+ω2) ✸
(+ω1,+ω1,−ω2) ✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ◆♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s (ω1, ω2, ω3) ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤✐r❞✲♦r❞❡r s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✏+❝✳❝✳✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ✏+ . . . ✑ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❜s❝r✐♣ts✱ ✐✳❡✳✱

3

4
E2

1E2e
❥((2ω1+ω2)t−(2k1+k2)z) + · · · =3

4
E2

1E2e
❥((2ω1+ω2)t−(2k1+k2)z)

+
3

4
E2

2E1e
❥((2ω2+ω1)t−(2k2+k1)z)

+
3

4
E2

1E3e
❥((2ω1+ω3)t−(2k1+k3)z) ✭✶✳✶✵✼✮

+
3

4
E2

2E3e
❥((2ω2+ω3)t−(2k2+k3)z)

+
3

4
E2

3E1e
❥((2ω3+ω1)t−(2k3+k1)z)

+
3

4
E2

3E2e
❥((2ω3+ω2)t−(2k3+k2)z)

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✶✵✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦✲
❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❜r❛❝❡s✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✶✳✶✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s s❤❛❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❊q✳✭✶✳✶✵✻✮ ❡①❤✐❜✐t ❛❣❛✐♥
❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P◆▲ (z, t) =
1

2

(
∑

l

P◆▲(z, t, ωl) exp (❥ (ωlt− kp,lz)) + ❝✳❝✳

)
, ✭✶✳✶✵✽✮

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✶✵✻✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✵✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P◆▲(z, t, ωl) t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✳

❚❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❚❍●✮

❚❤❡ t❤✐r❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t ωp = 3ω1 ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s
❛ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r kp = 3k1✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P❚❍● (z, t, 3ω1) =
1

4
ǫ0χ

(3)E3 (z, t, ω1) ✭✶✳✶✵✾✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✭❛✮✳ ■♥ ❚❍●✱ t❤r❡❡
♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❚❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ✭❛✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❚❍●✮✿ ❚❤r❡❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣❤♦t♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡
❡♥❡r❣②✳ ✭❜✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮✿
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ✇❛✈❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φ❙P▼ < 0 t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣♦s❡s ♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ✭❞✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞
✭❡✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❝r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮✿ ❆ str♦♥❣ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 ✐♠♣♦s❡s
❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φ❳P▼ < 0 ♦♥ ❛ ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω2✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❢♦r ❳P▼ ✐s t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❢♦r ❙P▼✱
φ❳P▼ = 2φ❙P▼✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳

❙❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮

❙❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜❡❧❞
♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♠♦❞✉❧❛t❡s ✐ts ♦✇♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙P▼ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp = ω1 ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P ❙P▼ (z, t, ω1) =
3

4
ǫ0χ

(3) |E (z, t, ω1)|2E (z, t, ω1) . ✭✶✳✶✶✵✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✳✶✶✵✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❡s✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3) ∈ R✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∂E(z, t, ωl)/∂z
✭❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ −π/2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(z, t, ωl)✳ ❆s ❛ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
♣❤❛s❡ s❤✐❢t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✸ ❢♦r
❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❙P▼ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳

❈r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮

■♥ ❝r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1

✐♠♣♦s❡s ❛ ♣❤❛s❡ ♦♥t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ω2✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❳P▼ ♦s❝✐❧❧❛t❡s
❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp = ω2 ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P❳P▼ (z, t, ω2) =
6

4
ǫ0χ

(3) |E (z, t, ω1)|2E (z, t, ω2) . ✭✶✳✶✶✶✮

❆❧s♦ ❤❡r❡✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t❤❛t ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❢♦r ❳P▼ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡r
6/4✮ ✐s t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❢♦r ❙P▼ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡r 3/4✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❳P▼ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❙P▼ ❛♥❞ ❳P▼✱
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r e✲❥(kp,l−kl)z

′

♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡

✷✸



✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤❡❞✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s r❡❧② ♦♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❋♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮

■♥ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮✱ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ✇❛✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✱ t❤r❡❡ ✇❛✈❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1✱ ω2✱ ❛♥❞ ω3 ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢♦✉rt❤ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ωp =
ω1+ω2+ω3 ♦r ωp = ω1+ω2−ω3✳ ◆♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s (ω1, ω2, ω3)
✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤✐r❞✲♦r❞❡r s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❜✉t ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❲▼✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P❋❲▼ (z, t, ωp = ω1 + ω2 + ω3) =
6

4
ǫ0χ

(3)E (z, t, ω1)E (z, t, ω2)E (z, t, ω3) . ✭✶✳✶✶✷✮

P❋❲▼ (z, t, ωp = ω1 + ω2 − ω3) =
6

4
ǫ0χ

(3)E (z, t, ω1)E (z, t, ω2)E
∗ (z, t, ω3) ✭✶✳✶✶✸✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2✱

P❋❲▼ (z, t, ωp = 2ω1 + ω2) =
3

4
ǫ0χ

(3)E2 (z, t, ω1)E (z, t, ω2) . ✭✶✳✶✶✹✮

P❋❲▼ (z, t, ωp = 2ω1 − ω2) =
3

4
ǫ0χ

(3)E2 (z, t, ω1)E
∗ (z, t, ω2) ✭✶✳✶✶✺✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❲▼ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✶✳✶✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✏❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✑✮✳ ✭❛✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤✐r❞✲♦r❞❡r s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❝✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❞✮ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡
♠✐①✐♥❣ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ♣❤♦t♦♥s✳ ❋♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠❛①✐♥❣✱ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳

✷✹



✶✳✺✳✸ ■♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❑❡rr ❡✛❡❝t

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ω1✱ ♦♥❧② t❤✐r❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❚❍●✮ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮ r❡♠❛✐♥ ❛s t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✶✵✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✶✵✮ ✐♥
❊q✳ ✭✶✳✾✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ❛t ω1 ❛♥❞ 3ω1✱

∂E(z, t, 3ω1)

∂z
= −❥ 3ω1χ

(3)

8cn (3ω1)
E3 (z, t, ω1) e

✲❥(3k(ω1)−k(3ω1))z, ✭✶✳✶✶✻✮

∂E(z, t, ω1)

∂z
= −❥ 3ω1χ

(3)

8cn (ω1)
|E (z, t, ω1)|2E (z, t, ω1) , ✭✶✳✶✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② k (ω) = ω
c
n (ω)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n (ω1) ❛♥❞ n (3ω1) ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r str♦♥❣❧② ❞✉❡ t♦ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ 3k (ω1)− k (3ω1) 6= 0✱ ✐✳❡✳✱ ❚❍● ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❛✐r❡❞ ❜② ♣❤❛s❡
♠✐s♠❛t❝❤ ✉♥❧❡ss s♣❡❝✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥t❡r❡st✱ ♦♥❧② ❙P▼ r❡♠❛✐♥s ❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✶✶✼✮
❙P▼ ❝❛✉s❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱
✐✳❡✳✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ∆n ♦❢
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ✉s❡ ❊qs✳ ✭✶✳✽✺✮ ✕ ✭✶✳✽✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✶✵✮ t♦ ✜♥❞ ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D (z, t, ω1) ❢♦r ❛
♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱

D (z, t, ω1) = ǫ0

(
1 + χ(1) +

3

4
χ(3) |E (z, t, ω1)|2

)
E (z, t, ω1) ✭✶✳✶✶✽✮

❋r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✶✶✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ (n0 +∆n)
2
= 1 + χ(1) +

3
4χ

(3) |E (z, t, ω1)|2✱ ✇❤❡r❡ n0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❋♦r ∆n ≪ n0✱ ✇❡
✜♥❞

∆n =
3

8n0
χ(3) |E (z, t, ω1)|2 ✭✶✳✶✶✾✮

❋♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜②

I (z, t, ω1) = n0
|E (z, t, ω1)|2

2Z0
, ✭✶✳✶✷✵✮

✇❤❡r❡ Z0 =
√

(µ0/ǫ0) ≈ 376.73Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n = n0 +∆n✱

n (z, t, ω1) =n0 (ω1) + n2I (z, t, ω1) , ✭✶✳✶✷✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❑❡rr ❝♦❡✣❝✐❡♥t n2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

n2 =
3Z0

4n2
0

χ(3). ✭✶✳✶✷✷✮

❋♦r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① s❡❡♥ ❜②
✇❛✈❡ ✷ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❝r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮ ❞✉❡ t♦ ✇❛✈❡ ✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❳P▼
❤❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦r ♦❢ ❙P▼✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✷✶✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

n (z, t, ω2) =n0 (ω2) + n2 (I (z, t, ω2) + 2I (z, t, ω1)) . ✭✶✳✶✷✸✮

❆ t❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3) ❛♥❞ t❤❡ ❑❡rr ❝♦❡✣❝✐❡♥t
n2 ❞✐✛❡r✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✸ ✉s❡❞ ✐♥ ❇♦②❞✬s t❡①t❜♦♦❦ ❬✾❪✳

✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✉s❡❞ ❜② ❇♦②❞ ✭❊q✳ ✶✳✷✳✶ ✐♥ ❬✾❪✮ ❞✐✛❡rs ❜② ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡✱ ❊q✳ ✭✶✳✼✷✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❚❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❊q✳ ✭✶✳✽✹✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❇♦②❞✬s t❡①t❜♦♦❦ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞
❊q✳ ✭✶✳✸✳✷✵✮ ✐♥ ❇♦②❞✱ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✸✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✾❪ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✳

✶✳✻ P❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❡rs✉s ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐s ♦❜s❝✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ t❡r♠ ✏♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss✑ r❡❢❡rs t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢
❧✐❣❤t ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♦r ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞
❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❤♦t♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✱

∑

i

ωi =
∑

f

ωf , ✭✶✳✶✷✹✮

∑

i

ki =
∑

f

kf , ✭✶✳✶✷✺✮

✇❤❡r❡
∑

i ✭
∑

f ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✜♥❛❧✮ st❛t❡✳ ■♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤♦s❡ ❜r✐❡❢
✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✐t r❡s✐❞❡s ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❝❛♥ r❡s✐❞❡ ✐♥ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ∆t = ~/∆E✱ ✇❤❡r❡ ∆E ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ♥❡❛r❡st r❡❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❱✐rt✉❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r♠s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ♦❢ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s t♦ ❊q✳ ✭✶✳✸✳✷✵✮ ✐♥ ❇♦②❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✈❡r②
s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3)✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮ ✐♥ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ❛ ❊q✳ ✭✶✳✸✳✷✵✮
✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✾❪ ❛♥❞ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ s❛❢❡❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤✐s ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

✷✻



s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ❋✐❣s✳ ✶✳✼✱ ✶✳✽✱ ✶✳✾✱ ✶✳✶✵✱ ❛♥❞ ✶✳✶✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✏❧✐❢❡t✐♠❡✑ ∆t
♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ st❛t❡ ✐s s♠❛❧❧✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢❛st❡st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♠❛tt❡r✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❞♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦
❛♥♦t❤❡r ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡❧❛①❡s t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱
❜✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥
♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞
❧✐❣❤t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✈✐❛ ♣❤♦♥♦♥s ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ❧❛tt✐❝❡✮ ♦r ✈✐❛ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳

❚✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❚✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛ ♣✉r❡❧② r❡❛❧ t❤✐r❞✲♦r❞❡r

♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3)✱ ❊q✳ ✭✶✳✼✺✮✱ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❝❛s❡ ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r χ(3)✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✶✶✵✮
❛♥❞ ✭✶✳✶✶✶✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ✶ ❛♥❞
✷ ♦♥ ✇❛✈❡ ✶✱

∂E(z, t, ω1)

∂z
= −❥

3ω1

8cn
χ(3) |E (z, t, ω1)|2E (z, t, ω1) , ✭✶✳✶✷✻✮

∂E(z, t, ω1)

∂z
= −❥

3ω1

4cn
χ(3) |E (z, t, ω2)|2E (z, t, ω1) . ✭✶✳✶✷✼✮

◆♦t❡ t❤❛t t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(3) ❝❛✉s❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ∂E(z, t, ω1)/∂z
t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣❤❛s♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E(z, t, ω1) ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✐❦❡✲
✇✐s❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ χ(3) ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ E(z, t, ω1) ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦ss ♦r ❣❛✐♥✳ ■♥ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ χ(3) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱
❛♥❞ ❊q✳ ✭✶✳✶✷✻✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E(z, t, ω1)✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❚P❆✮✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ s✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡r❡❜② ❝❛✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡♥❡r❣②
st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t✇✐❝❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✭❛✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ χ(3)✱ ❊q✳ ✭✶✳✶✷✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞
ω2 ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞
❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ~ω1 + ~ω2✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✭❜✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝r♦ss✲t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ✭❳❚P❆✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❝r♦ss✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭❙P▼✮✱ ❳❚P❆✱ ❊q✳ ✶✳✶✷✼✱ ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r ❚P❆✱
❊q✳ ✶✳✶✷✻✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ χ(3) ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✭❳✮❚P❆✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②

♣❛rts ♦❢ χ(3) ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❚P❊✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❚P❊ ❤❛s s♦ ❢❛r ♦♥❧②
❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✶✺❪✳

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❚P❆✮✳ ✭❛✮ ❘❡❣✉❧❛r ❚P❆✱ ✇❤❡r❡ t✇♦
♣❤♦t♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡r❡❜② ❝❛✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❜s♦r❜✐♥❣ s②st❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡♥❡r❣② st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t✇✐❝❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥st❛t❡s
♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✳✼✱ ✶✳✽✱ ✶✳✾✱
✶✳✶✵✱ ❛♥❞ ✶✳✶✶ r❡♣r❡s❡♥t s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❝❛♥ r❡s✐❞❡
❢♦r ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥❧②✱ ❛s ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❜② ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ✭❜✮ ❈r♦ss
t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❳❚P❆✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2 ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
~ω1 + ~ω2✳ ❆❢t❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❚P❆ ♦r ❳❚P❆✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✉s✉❛❧❧② r❡❧❛①❡s t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ❜② ❛ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❞✐ss✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ✇✐❣❣❧❡❞ ❛rr❛②✳

✷✽



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t②✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭✶✳✽✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✽✷✮✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝ts ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ tr❡❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❜② ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(r, t) ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
P(r, t) ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✷✳✶ ❋♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
t❡♥s♦r

✷✳✶✳✶ ❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P(r, t) ❛t t✐♠❡ t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(r, τ) ❢♦r τ < t✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✬♠❡♠♦r②✬ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦❢
E ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤❛t
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t✐❡s P (t) ❛♥❞ E (t) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P (t) = ǫ0



ˆ

τ1

χ(1) (τ1)E (t− τ1) ❞τ1 +

¨

τ1,τ2

χ(2) (τ1, τ2)E (t− τ1)E (t− τ2) ❞τ1❞τ2

+

˚

τ1,τ2,τ3

χ(3) (τ1, τ2, τ3)E (t− τ1)E (t− τ2)E (t− τ3) ❞τ1❞τ2❞τ3 + . . .


 ,

✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ χ(n) (τ1, τ2, . . . τn) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❛r❣✉♠❡♥t r ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(r, t)
❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P(r, t)✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥ P
(n)
q0 (t) ,✇❤❡r❡ q0 ∈ {x, y, z} ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡

✷✾



♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤✐s ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛❧❧ n✲t❤ ♦r❞❡r ♣r♦❞✉❝ts
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② s❡t ♦❢ n ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Eq1 (t− τ1)✱ Eq2 (t− τ2)✱. . . ✱
Eqn (t− τn)✱ ✇❤❡r❡ q1, q2, . . . , qn ∈ {x, y, z} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞✲
❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r n✲t❤ ♦r❞❡r ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ❜②

❛ t❡♥s♦r χ
(n)
q0:q1q2...qn (τ1, τ2, . . . , τn) ♦❢ r❛♥❦ n + 1✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r

✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t Eq1 (t− τ1)Eq2 (t− τ2) . . . Eqn (t− τn)✱

P (n)
q0

(t) = ǫ0
∑

q1,...qn

+∞
ˆ

· · ·
ˆ

−∞

χ(n)
q0:q1...qn (τ1 . . . , τn)Eq1 (t− τ1) . . . Eqn (t− τn) dτ1 . . . dτn✳ ✭✷✳✷✮

❚❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✷✮ ❡①t❡♥❞s ♦✈❡r ❛❧❧ ♦r❞❡r❡❞ n✲t✉♣❧❡s (q1, q2 . . . qn) t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡

t❡♥s♦r χ
(1)
q0:q1 ✐s ♦❢ r❛♥❦ 2 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♠❛tr✐①✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✉♠
∑

q1,...qn ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
❊q✳ ✭✷✳✷✮ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜r❡✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦r ✏❊✐♥st❡✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥✑✱ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s s✉♠♠❛t✐♦♥
♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r t✇✐❝❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡r♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝❛✉s❛❧✱ t❤❡ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t χ
(n)
q0:q1q2...qn (τ1, τ2 . . . , τn) ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

❛r❣✉♠❡♥ts (τ1, τ2 . . . , τn) ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

✷✳✶✳✷ ❙❤♦rt✲❢♦r♠ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥

❚♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s E(t) ❛♥❞ P(t)✱ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡
t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✷✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ st❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧② ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❤♦rt✲❢♦r♠ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s ✈❡❝t♦r✐❛❧
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱

P (2)
q (t) = ǫ0

∑

r,s

¨

τ1,τ2

χ(2)
q:r,s (τ1, τ2)Er (t− τ1)Es (t− τ2) ❞τ1❞τ2, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ q, r, s ∈ {x, y, z}✳ ■♥ s❤♦rt✲❢♦r♠ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

P(2) (t) = ǫ0

¨

τ1,τ2

χ(2) (τ1, τ2) : E (t− τ1)E (t− τ2) ❞τ1❞τ2, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐❣♥ ✏ :✑ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✸✮✱ ✐✳❡✳✱

χ(2) : EE =
∑

q,r,s

eqχ
(2)
q:r,sErEs, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ eq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ q✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s✱

χ(n) ✳✳✳E (τ1)E (τ2) . . .E (τn) =
∑

q0,q1...,qn

eq0χ
(n)
q0:q1q2...qn Eq1 (τ1)Eq2 (τ2) . . . Eqn (τn) , ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ q0, q1, . . . qn ∈ {x, y, z}✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr✐♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐❣♥ ✏
✳✳✳✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲

❜②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✷✮✳

✸✵



✷✳✶✳✸ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱

P (2)
q (t) = ǫ0

∑

r,s

¨

τ1,τ2

χ(2)
q:r,s (τ1, τ2)Er (t− τ1)Es (t− τ2) ❞τ1❞τ2, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ q, r, s ∈ {x, y, z}✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞♦♠❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱

P̃ (2)
q (ω) =

1

2π
ǫ0
∑

r,s

ˆ

ω1

χ̃(2)
q:r,s (ω1, ω − ω1) Ẽr (ω1) Ẽs (ω − ω1) ❞ω1 ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ̃
(2)
q:r,s (ω1, ω2) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✇♦✲

st❛❣❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧ χ
(2)
q:r,s (τ1, τ2)✱

χ̃(2)
q:r,s (ω1, ω2) =

¨

τ1,τ2

χ(2)
q:r,s (τ1, τ2) e

−jω1τ1e−jω2τ2❞τ1❞τ2 ✭✷✳✾✮

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ✐♥ ✇♦r❞s✿ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P̃
(2)
q (ω) ❛t ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ω ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

χ̃
(2)
q:r,s (ω1, ω − ω1) Ẽr (ω1) Ẽs (ω − ω1) ❢r♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω − ω1✱ ✇❤✐❝❤ s✉♠

✉♣ t♦ ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t ω ❛♥❞ ω1 ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥s ❛♥❞ t❤❛t ❊q✳ ✭✷✳✽✮ ❝❛♥
❤❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱
❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊q✳ ✭✷✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ n✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ (n− 1)✲ ❢♦❧❞ ✐♥t❡❣r❛❧ t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ s✉♠ ✉♣ t♦ ω✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ω1✱ ω2✱ . . .
ωn−1 ❛♥❞ ω −∑n−1

m=1 ωm✱

P̃ (n)
q0

(ω) =
ǫ0

(2π)
n−1

∑

q1...,qn

+∞
ˆ

· · ·
ˆ

−∞

χ̃(n)
q0:q1,...qn

(
ω : ω1, . . . , ωn−1, ω −

n−1∑

m=1

ωm

)

× Ẽq1 (ω1) . . . Ẽqn−1
(ωn−1) Ẽqn

(
ω −

n−1∑

m=1

ωm

)
❞ω1 . . . ❞ωn−1. ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts χ̃
(n)
q0:q1q2...qn ♦❢ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r χ̃(n) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ n✲st❛❣❡

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧✱

χ̃(n)
q0:q1...qn

(
n∑

m=1

ωm : ω1, . . . , ωn

)
=

+∞
ˆ

· · ·
ˆ

−∞

χ(n)
q0:q1,...qn (τ1, . . . τn) e

− jω1τ1 . . . e− jωnτn dτ1 . . . dτn.

✭✷✳✶✶✮

✷✳✶✳✹ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡
♥♦♥③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✷✳✽✮
❛♥❞ ✭✷✳✶✵✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s

✸✶



❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ Ẽqn (ωn) ❝♦♥t❛✐♥ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲
❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦r s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭❙❱❊❆✮ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐❝s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r✐t② ✐♥ s❤♦rt✲❢♦r♠ ♥♦t❛t✐♦♥✱

P(2) (t) = ǫ0

¨

τ1,τ2

χ(2) (τ1, τ2) : E (t− τ1)E (t− τ2) ❞τ1❞τ2 ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥③❡r♦
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωl t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s E(ωl)✱

E(t) =
1

2

(
M∑

m=1

E(ωm)e❥ωmt + ❝✳❝✳

)
✭✷✳✶✸✮

■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωm, m = 1 . . .M ✱ ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ◆❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t s❧♦♣♣② ✏✰❝❝✑ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ❜②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② t❡r♠s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ t❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✸✮✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r s✉❜s❝r✐♣ts m ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

ω−m = −ωm, ✭✷✳✶✹✮

ω0 = 0 ✭✷✳✶✺✮

E(ω−m) = E∗(ωm). ✭✷✳✶✻✮

❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠ t♦ m = −M . . .M ✱

E(t) =
1

2

M∑

m=−M

E(ωm)e❥ωmt. ✭✷✳✶✼✮

❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❉❈ ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣t m = 0 ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ω0 = 0✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♣✳ ✸✸ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r
♥♦✇✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t E(ω0) = 0✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❛♥② ❉❈
♣❛rt✳

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✶✼✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♠ ✭❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ωl + ωm✱ ✇❤❡r❡ l,m = −M . . .M ❛♥❞ l,m 6= 0✱

P(2) (t) =
1

2
ǫ0

M∑

l,m=−M

χ(2) (ωΣ : ωl, ωm) : E(ωl)E(ωm)e❥(ωl+ωm)t, ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡
✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✱ ωΣ = ωl+ωm✳ ■t ✐s ♦♥❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ωΣ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s ❛t ωl ❛♥❞ ωm✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
χ(2) (ωΣ : ωl, ωm) ✐s ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲

❞♦♠❛✐♥ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧ χ(2) (τ1, τ2)✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✾✮✳
■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✷✳✶✼✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡①

t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s P(ωp) t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωp = ωΣ ✱

P(2) (t) =
1

2

M∑

p=−M

P(2)(ωp)e
❥ωpt. ✭✷✳✶✾✮

✸✷



❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✶✽✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✽✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp = ωl + ωm✱
❡✳❣✳✱ E(ωl)E(ωm) exp ((ωl + ωm) t) ❛♥❞ E(ωm)E(ωl) exp ((ωm + ωl) t)✳ ❚♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡s P(2)(ωp) ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s✉♠
✉♣ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ωp✱

P(2)(ωp) =
1

2
ǫ0
∑

S(ωp)

χ(2) (ωp : ωl, ωm) : E(ωl)E(ωm), ✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❡①t❡♥❞s ♦✈❡r t❤❡ s❡t S (ωp) ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs (l,m) ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp = ωl + ωm✱

S (ωp) = {(l,m) |ωl + ωm = ωp} . ✭✷✳✷✶✮

❚❤✐s s✉♠ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐st✐♥❝t ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

P(3)(ωp) =
1

4
ǫ0
∑

S(ωp)

χ(3) (ωp : ωl, ωm, ωo)
✳✳✳E(ωl)E(ωm)E(ωo) ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡

S (ωp) = {(l,m, n) |ωl + ωm + ωo = ωp} . ✭✷✳✷✸✮

❋♦r n✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s r❡❛❞

P(n)(ωp) =
1

2n−1
ǫ0
∑

S(ωp)

χ(n) (ωp : ωl1 , . . . , ωln)
✳✳✳E(ωl1) . . .E(ωln), ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡

S (ωp) = {(l1, . . . , ln) |ωl1 + · · ·+ ωln = ωp} . ✭✷✳✷✺✮

❘❡♠❛r❦ ♦♥ ③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❉❈ ✜❡❧❞s

❆s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(t) ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P(t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

E(t) =
1

2

M∑

m=−M

E(ωm)e❥ωmt, ✭✷✳✷✻✮

P(t) =
1

2

M∑

m=−M

P(ωm)e❥ωmt. ✭✷✳✷✼✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❉❈ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✉❜s❝r✐♣tm = 0, ω0 = 0✱ s❡❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✼✮✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ E(ω0 = 0) ❛♥❞ P(ω0 = 0) ♠✉st ❜❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱

ω0 = 0, ✭✷✳✷✽✮

E(ω0) ∈ R. ✭✷✳✷✾✮

❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✷✻✮ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ str❛♥❣❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❉❈
✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ E(t) = ❝♦♥st✳ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

✸✸



❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ E(ω0 = 0) = 2E(t)✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ω0 = 0 ✐♥ t❤❡ s✉♠s
♦❢ ❊qs✳ ✭✷✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✼✮ ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r (1 + δl,0) ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱

E(r, t) =
1

2

N∑

l=−N

(1 + δl,0)E(r, ωl)e
❥ωlt, ✭✷✳✸✵✮

P(r, t) =
1

2

N∑

l=−N

(1 + δl,0)P(r, ωl)e
❥ωlt. ✭✷✳✸✶✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ δl,0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛✱ δl,0 = 1 ❢♦r l = 0 ❛♥❞ δl,0 = 0 ❢♦r l 6= 0✳ ❚❤❡

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✇ ✉♣ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ P(n)(ωp)
♦❢ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P(n) (ωp) =
1

2n−1
ǫ0
∑

S(ωp)

(1 + δl1,0) . . . (1 + δln,0)

1 + δp,0
χ(n) (ωp : ωl1 , . . . , ωln)

✳✳✳E(ωl1) . . .E(ωln).

✭✷✳✸✷✮

✷✳✶✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡r✐t✐❡s

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞
t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✿

❙✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❋●✮✿ ❋♦r ❙❋●✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ω1 ❛♥❞ ω2 ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡r❡❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝②
ω3 = ω1 + ω2✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s (ω1, ω2) ❛♥❞ (ω2, ω1)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t ω3✱

P(2)(ω3) = ǫ0χ
(2) (ω3 : ω1, ω2) :E(ω1)E(ω2). ✭✷✳✸✸✮

❖♣t✐❝❛❧ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❖❘✮✿ ❋♦r ❖❘✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ω1 ❛♥❞ −ω1 ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡r❡❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❉❈ ✜❡❧❞ ❛t ③❡r♦
♦✉t♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝② ωp = ω0 = 0✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ✜♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1/ (1 + δp,0) = 1/2 ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s (ω1,−ω1)
❛♥❞ (−ω1, ω1)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉❈ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥✱

P(2)(ω3 = 0) =
1

2
ǫ0χ

(2) (0 : ω1,−ω1) :E(ω1)E
∗(ω1). ✭✷✳✸✹✮

❊❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝❑❡rr ❡✛❡❝t✿ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❑❡rr ❡✛❡❝t✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦✲
♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❞❡♥♦t❡s ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✇❛✈❡ ❛t ω1 ❛♥❞ ❛ ❉❈✲
✜❡❧❞ E(0) ∈ R ❛t ω0 = 0✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛t ω1 ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❉❈ ✜❡❧❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s (ω1, ω0, ω0) t✇♦ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ (1 + δl2,0) (1 + δl3) = 4 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡ (ω1, ω0, ω0)✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡
t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t ω1 t♦ ❜❡✱

P(3)(ω1) = 3ǫ0χ
(3) (ω1 : ω1, 0, 0) :E(ω1)E(0)E(0). ✭✷✳✸✺✮

❋♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♥♦♥③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✱ ❊qs✳ ✭✷✳✷✵✮✱ ✭✷✳✷✷✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✷✹✮ ❛r❡
✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✉s❡❞✳ ■❢ ❉❈ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✷✳✸✵✮
❛♥❞ ✭✷✳✸✶✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮✳

✸✹



✷✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣r✐s❡s ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t
♠✉t✉❛❧❧② r❡❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts✳

✷✳✷✳✶ ❈❛✉s❛❧✐t②

■♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣t✐❝❛❧
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❑r❛♠❡rs ❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠✉st ❛❧s♦ ♦❜❡② t❤❡
❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐✳❡✳

χ(n)
q0:q1q2...qn (τ1, τ2, . . . , τn) = 0 ❢♦r τ1 < 0 ∨ τ2 < 0 · · · ∨ τn < 0. ✭✷✳✸✻✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ✐♥tr✐❝❛t❡✳ ❋♦r s♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦✲
❝❡ss❡s✱ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❋♦r s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s
s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾❪✳

✷✳✷✳✷ ■♥tr✐♥s✐❝ s②♠♠❡tr✐❡s

❙②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✇❛✈❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1✱ ω2✱ ❛♥❞ ω3 = ω1 + ω2✳ ❚♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t✇❡❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡♥s♦rs✱ ♥❛♠❡❧②

χ(2) (ω3 : ω1, ω2) , χ(2) (ω1 : ω3,−ω2) , χ(2) (ω2 : ω3,−ω1) , ✭✷✳✸✼✮

χ(2) (ω3 : ω2, ω1) , χ(2) (ω1 : −ω2, ω3) , χ(2) (ω2 : −ω1, ω3) , ✭✷✳✸✽✮

❛♥❞ s✐① ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡♥s♦rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡♠❡♥ts ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤✐r❞✲r❛♥❦ t❡♥s♦rs ❝♦♠♣r✐s❡s ✷✼ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts
χ(2)
q:r,s

✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ 12× 27 = 324 ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t❤r❡❡ ✇❛✈❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1✱ ω2✱ ❛♥❞ ω3 = ω1 +ω2✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡② ♣♦ss❡ss ❝❡rt❛✐♥ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠♠❡tr② r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ χ(2)✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳
❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ωΣ =

∑n
m=1ωm ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❘❡❛❧✐t② ♦❢ ✜❡❧❞s

❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❛❧✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✸✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲
❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ E(ωl) = E∗(−ωl) ❛♥❞ P(ωl) = P∗(−ωl) ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

χ(n)
q0:q1q2...qn

(ωΣ : ω1, ω2, . . . , ωn) =
[
χ(n)
q0:q1q2...qn

(−ωΣ : −ω1,−ω2, . . . ,−ωn)
]∗
. ✭✷✳✸✾✮

✸✺



■♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr②

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥✱

P (2)
q (ωp) =

1

2
ǫ0
∑

r,s

∑

(l,m)∈S(ωp)

χ(2)
q:r,s

(ωp : ωl, ωm) : Er(ωl)Es(ωm). ✭✷✳✹✵✮

❚❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ t❤❡ t❡r♠ χ(2)
q:r,s

(ωp : ωl, ωm) :

Er(ωl)Es(ωm) ❛♥❞ χ(2)
q:s,r

(ωp : ωm, ωl) : Es(ωm)Er(ωl)✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❡r♠s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✲

✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧✱

χ(2)
q:r,s

(ωp : ωl, ωm) = χ(2)
q:s,r

(ωp : ωm, ωl) . ✭✷✳✹✶✮

❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ✇❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② s✇❛♣ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✐♥❞✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❡t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts χ(2)

q:r,s
(ωp : ωl, ωm) ❛♥❞ χ(2)

q:s,r
(ωp : ωm, ωl)

t♦ ③❡r♦ ✇❤✐❧❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉♠ ✐♥
❊q✳ ✭✷✳✹✵✮ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥✲t❤ ♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✱

χ(n)
q0:q1...qiqj ...qn

(ωΣ : ω1, . . . , ωi, ωj , . . . , ωn) = χ(n)
q0:qn...qjqi...q1

(ωΣ : ωn, . . . , ωj , ωi, . . . , ω1) ✭✷✳✹✷✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✐♥❞✐❝❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωΣ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✐♥❞❡① q0✳

❙②♠♠❡tr✐❡s ❢♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛

❋♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛✱ ♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ♠❡❞✐❛ t❤❛t ❛r❡ ❧♦ss❧❡ss ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s✱ t✇♦ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♣♣❧②✳ ❋✐rst✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
t❡♥s♦r ❛r❡ r❡❛❧✱

χ(n)
q0:q1...qiqj ...qn

(ωΣ : ω1, . . . , ωi, ωj , . . . , ωn) ∈ R ✭✷✳✹✸✮

❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ χ(1) ❧❡❛❞s
t♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✺✮✳ ❋♦r
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢ t❤❛t χ(1) ✐s r❡❛❧ ❢♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱
❬✾❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✹✷✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωΣ ✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✱ s✐❣♥s ♠✉st ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r
❛r❣✉♠❡♥t✱

χ(n)
q0:q1...qi...qn

(ωΣ : ω1, . . . , ωi, . . . , ωn) = χ(n)
qi:q1...q0...qn

(ωi : −ω1, . . . , ωΣ , . . . ,−ωn) ✭✷✳✹✹✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❬✾❪✳

✸✻



❑❧❡✐♥♠❛♥✬s s②♠♠❡tr②

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r ❧♦✇❡st
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ♥♦t ♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦ss❧❡ss✱ ❜✉t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣❡r♠✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ ✐✳❡✳✱

χ(n)
q0:q1...qiqj ...qn

(ωΣ : ω1, . . . , ωi, ωj , . . . , ωn) = χ(n)
q0:q1...qiqj ...qn

(ωΣ : ω1, . . . , ωj , ωi, . . . , ωn) ✱ ✭✷✳✹✺✮

❢♦r ❛♥② t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωi ❛♥❞ ωj ✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❑❧❡✐♥♠❛♥✬s s②♠♠❡tr②✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥❝②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✽✹✮✳

❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❜② s②♠♠❡tr② r❡✲
❧❛t✐♦♥s

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st❛t❡❞ t❤❛t ✸✷✹ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢✉❧❧②
s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r χ(2)

q:r.s
(ω3 : ω1, ω2)✳ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s②♠♠❡tr② r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r✿

❼ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❛❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❧② ❤❛❧❢✱ ✐✳❡✳✱ ✶✻✷✱ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❼ ■♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❛❧❧♦✇s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✇❛♣ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ✐♥❞✐❝❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ 2✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✽✶ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳

❼ ❋♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛✱ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❢r❡❡❧② ♣❡r♠✉t❡ ❛❧s♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡
t❡♥s♦r ✐s t❤❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✷✼ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳

❼ ■❢ ❑❧❡✐♥♠❛♥✬s s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ♦♥❧② ✶✵ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ❛ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ✐♥ ❛ (3× 6)✲♠❛tr✐①✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❋✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✬s ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✷✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s s♣❛t✐❛❧ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ❝r②st❛❧ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥② ♦❢
✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡
st❛t❡❞✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♦♥ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
(x, y, z) t♦ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (x′, y′, z′)✱



E′

x′

E′
y′

E′
z′


 =



Tx′x Tx′y Tx′z

Ty′x Ty′y Ty′z

Tz′x Tz′y Tz′z





Ex

Ey

Ez


 . ✭✷✳✹✻✮

✸✼



❯s✐♥❣ ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱

E′
q′ = Tq′qEq, ✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ q ∈ {x, y, z} ❛♥❞ q′ ∈ {x′, y′, z′} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r q ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Eq =
(
T−1

)
qq′
E′

q′ . ✭✷✳✹✽✮

❋♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥s✱ ♦r r♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①✱

T−1 = TT
(
T−1

)
qq′

= Tq′q. ✭✷✳✹✾✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋♦r
♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✮ ♦❜s♦❧❡t❡✳ ❙❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❊✐♥st❡✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P (n)
q0

= ǫ0χ
(n)
q0:q1...qnEq1 . . . Eqn . ✭✷✳✺✵✮

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ Eq = Tq′qE
′
q′ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Tq′0q0

t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱

χ
′(n)
q′0:q

′

1...q
′

n
= Tq′0q0Tq′1q1 . . . Tq′nqnχ

(n)
q0:q1...qn . ✭✷✳✺✶✮

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ♦❢ r❛♥❦ n+1 tr❛♥s❢♦r♠s ❛s t❤❡ (n+ 1)✲❢♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❛♣♣❧② ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝r②st❛❧
❧❛tt✐❝❡s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛s
t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥ T✱ t❤❡♥ t❤❡ n✲t❤ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠✉st
❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

χ
(n)
q′0:q

′

1...q
′

n
= Tq′0q0Tq′1q1 . . . Tq′nqnχ

(n)
q0:q1...qn . ✭✷✳✺✷✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ❈❡♥tr♦✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr②✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤
r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Tq′q = −δq′q, ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡ δq′q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛✱ ✐✳❡✳✱ δq′q = 0 ❢♦r q′ 6= q ❛♥❞ δq′q = 1 ❢♦r q′ = q✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
t❡♥s♦r ♠✉st r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱

χ(n)
q0:q1...qn = (−1)

n+1
χ(n)
q0:q1...qn . ✭✷✳✺✹✮

❋♦r ❡✈❡♥ ♦r❞❡rs n t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛❧❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ✈❛♥✐s❤✳ ❈❡♥tr♦✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❞✐❛
❞♦ ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥② s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♠♦r♣❤♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❢✉s❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss✿ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♥♦t ❝❡♥tr♦✲s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❞♦ ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✸✽



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❝✉❜✐❝ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s ❝❛♥
❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ❜② t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪✮

❈r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥ ✸✷ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❊❛❝❤ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ✸✷ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡
s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✺ ❝✉❜✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✷✼ ♥♦♥✲❝✉❜✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ s❡❡ ❋✐❣s✳ ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ ❢♦r ❣r❛♣❤✐❝❛❧
✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚✇♦ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ t❤❡ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ ❛r❡ ✐♥ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜❣✉r❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ Cn ✐♥ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ♥♦t❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ n✲❢♦❧❞ r♦t❛t✐♦♥
❛①✐s ❛♥❞ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② n ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ s❡❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ Cnv ✐♥ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ♥♦t❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❤❛s ❛♥ n✲❢♦❧❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✱
❛ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤✐s ❛①✐s✱ ♣❧✉s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡s ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ n✲❢♦❧❞
r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s✱ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ Cnh ✐♥ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
n✲❢♦❧❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤✐s ❛①✐s✱ t❤✐r❞ r♦✇ ♦❢
❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡s ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡❀
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻❪✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇❤✐❝❤
❢♦r♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦rs ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✳

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷✼ ♥♦♥✲❝✉❜✐❝ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✇✱ ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✱
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪✮

✹✵



✷✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

✷✳✸✳✶ ❈♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r ❧♦✇❡st
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s✉❝❤ t❤❛t ❑❧❡✐♥♠❛♥ s②♠♠❡tr② ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
♣❡r♠✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❲❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r χ(2)

q:r,s
✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ ✐ts ❧❛st t✇♦ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❞✐❝❡s✱

✐✳❡✳ χ(2)
q:r,s

= χ(2)
q:s,r

✳ ❲❡ ♠❛② t❤❡♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥

χ(2)
q:r,s

7→ dql =
1

2
χ(2)
q:r,s

✭✷✳✺✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛✐r (r, s) ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡① l ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿

rs xx yy zz yz, zy xz, zx xy, yx
l 1 2 3 4 5 6

. ✭✷✳✺✻✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥
❛s ❛ (3× 6)✲ ♠❛tr✐①✱

d =



dx1 dx2 dx3 dx4 dx5 dx6
dy1 dy2 dy3 dy4 dy5 dy6
dz1 dz2 dz3 dz4 dz5 dz6


 ✭✷✳✺✼✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❑❧❡✐♥♠❛♥ s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✿ ❋♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts χ(2)

q:r,s
(ωp : ωl, ωm)✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡

♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ωl ≈ ωm✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❢r❡❡❧② ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐♥❞✐❝❡s r ❛♥❞ s✱ t❤❡r❡❜② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ t♦ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r
s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥♣✉t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❑❧❡✐♥♠❛♥ s②♠♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ❡✳❣✳✱ dx2 = 1

2χ
(2)
x:y,y

= 1
2χ

(2)
y:x,y

= dy6✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣

❛❧❧ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t d ❤❛s ♦♥❧② ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✱

d =



dx1 dx2 dx3 dx4 dx5 dx6
dx6 dy2 dy3 dy4 dx4 dx2
dx5 dy4 dz3 dy3 dx3 dx4


 ✭✷✳✺✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❜② ❛
♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥



P (2)

x (2ω1)

P (2)
y (2ω1)

P (2)
z (2ω1)


 = ǫ0



dx1 dx2 dx3 dx4 dx5 dx6
dx6 dy2 dy3 dy4 dx4 dx2
dx5 dy4 dz3 dy3 dx3 dx4







E2
x (ω1)

E2
y (ω1)

E2
z (ω1)

2Ey (ω1)Ez (ω1)
2Ex (ω1)Ez (ω1)
2Ex (ω1)Ey (ω1)



. ✭✷✳✺✾✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②
❢❛❝t♦r ♦❢ 2 ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ (ω1, ω2)✱



P (2)

x (ω3)

P (2)
y (ω3)

P (2)
z (ω3)


 = 2ǫ0



dx1 dx2 dx3 dx4 dx5 dx6
dx6 dy2 dy3 dy4 dx4 dx2
dx5 dy4 dz3 dy3 dx3 dx4







Ex (ω1)Ex (ω2)
Ey (ω1)Ey (ω2)
Ez (ω1)Ez (ω2)

Ey (ω1)Ez (ω2) + Ez (ω1)Ey (ω2)
Ex (ω1)Ez (ω2) + Ez (ω1)Ex (ω2)
Ex (ω1)Ey (ω2) + Ey (ω1)Ex (ω2)



.

✭✷✳✻✵✮
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✷✳✸✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s

❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ♠❛②
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✈❛♥✐s❤❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s t♦
✶✶ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✸✷ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❇② ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✶ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥③❡r♦
❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❋♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦
t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮ ❛♥❞ ♦❢ ❣❛❧❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡
✭●❛❆s✮ ❙✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮ ❛♥❞ ❣❛❧❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡ ✭●❛❆s✮ ❜♦t❤ ♣♦ss❡ss ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❚❤❡
❞✐❛♠♦♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ m3m = Oh ❛♥❞ ✐s ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✭❛✮✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ③❡r♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ③✐♥❝❜❧❡♥❞❡
❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ●❛❆s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ 4̄3m = Td ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣♦ss❡ss ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr②✳ ●❛❆s
❤❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐ts ♥♦♥③❡r♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts✱ s❡❡ ❋✐❣s✳ ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✺✳

✷✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

❆s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛❧s♦ r❡str✐❝ts t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♥♦♥③❡r♦ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠✉t✉❛❧
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✼✱ ✷✳✽✱ ❛♥❞ ✷✳✾ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✷ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❢♦r
✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

✹✷



❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✷ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r t❤❡
✶✶ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣
t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✶ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❈❛rt❡s✐❛♥ ✐♥❞✐❝❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮

✹✸



❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ✐♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✷✶ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr②✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✱ t❤❡s❡ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✭❛✮ ❜✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧
❝❧❛ss❡s✱ ✭❜✮ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❢♦r ❛ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❙♠❛❧❧ ❞♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❧❛r❣❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② sq✉❛r❡s ❛r❡ ③❡r♦ ✐❢ ❑❧❡✐♥♠❛♥ s②♠♠❡tr② ❛♣♣❧✐❡s✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ s②♠❜♦❧s
r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts❀ ♦♣❡♥✲s②♠❜♦❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♥ s✐❣♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❧♦s❡❞✲s②♠❜♦❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❉❛s❤❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❑❧❡✐♥♠❛♥
s②♠♠❡tr② ♦♥❧② ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝r②st❛❧s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡♥s♦r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬✾❪✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t✇♦ ❝✉❜✐❝ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✳ ✭❛✮
❉✐❛♠♦♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ m3m = Oh✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ❢❡❛t✉r❡s
✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤♦✉r✐♥❣
❛t♦♠s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠✉st ✈❛♥✐s❤✳
✭❜✮ ❩✐♥❝❜❧❡♥❞❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣❛❧❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡ ✭●❛❆s✮✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ 4̄3m = Td✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡s ✐s ♥♦♥✲❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ♥♦♥③❡r♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r
❡❧❡♠❡♥ts ✭xyz = xzy = yzx = yxz = zxy = zyx✮ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮

✹✺



❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞
❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✾❪✮

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❈♦♥t✐♥✉❡❞✿ ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝r②st❛❧
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮

✹✼



❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❈♦♥t✐♥✉❡❞✿ ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝r②st❛❧
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮

✹✽



❈❤❛♣t❡r ✸

❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P♦❝❦❡❧s ❡✛❡❝t✮✱ s✉♠ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①✐st ✐♥
♥♦♥✲❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳

✸✳✶ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛

✸✳✶✳✶ P❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦rs ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛

❆ ❧✐♥❡❛r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ǫr

D = ǫ0ǫrE, ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ D ❛♥❞ E ❞❡♥♦t❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❊qs✳ ✭✶✳✸✻✮ t♦ ✭✶✳✹✶✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts (r, ω0) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ǫr ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ (3× 3)✲♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❜②

ǫr = I+ χ, ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ s✉❝❤ t❤❛t ǫij = ǫ∗ji✳
■♥ ❛ ❧♦ss❧❡ss ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ǫr ❛r❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱
ǫij = ǫji ∈ R✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✱



Dx

Dy

Dz


 = ǫ0



ǫxx 0 0
0 ǫyy 0
0 0 ǫzz





Ex

Ey

Ez


 = ǫ0



n2
1 0 0
0 n2

2 0
0 0 n2

3





Ex

Ey

Ez


 , ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ n1✱ n2✱ ❛♥❞ n3 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ t❤❛t ✐s
❡♥t✐r❡❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✱ y✱ ♦r z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
t❡♥s♦r ❛ss✉♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧✳ ■♥ ♠❛♥②
❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r η = (ǫ0ǫr)

−1
✱

E =
1

ǫ0
ηD. ✭✸✳✹✮

✹✾



❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛①❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✱



Ex

Ey

Ez


 =

1

ǫ0



ηxx 0 0
0 ηyy 0
0 0 ηzz





Dx

Dy

Dz


 =

1

ǫ0




1
n2
1

0 0

0 1
n2
2

0

0 0 1
n2
3






Dx

Dy

Dz


 . ✭✸✳✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s✱ ❊q✳ ✭✸✳✺✮ ❤❛s t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡
✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥② ♠♦r❡✳

❇✐❛①✐❛❧✱ ✉♥✐❛①✐❛❧✱ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧s

❈r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s t❤❛t t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❢♦r ❧✐❣❤t ♣♦❧❛r✐③❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s✳

❇✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s ❡①❤✐❜✐t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ n1 6= n2 6= n3 ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✸✮✳

❯♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s ❢❡❛t✉r❡ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❞✐❝❡s no = n1 = n2✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t❤✐r❞ ✐♥❞❡① ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✐♥❞❡① ne = n3✳ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐♥❣❧❡
❛①✐s ✇✐t❤ t❤r❡❡❢♦❧❞✱ ❢♦✉r✲❢♦❧❞✱ ♦r s✐①✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ z✲❛①✐s ✭❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
✐♥❞❡①✮ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❆ ❝r②st❛❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧
❢♦r ne > no ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❢♦r ne < no✳

■s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧s ❢❡❛t✉r❡ ❤✐❣❤❡r s②♠♠❡tr②✱ ❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝✉❜✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧
t❤r❡❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♦♣t✐❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✳

❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✳

■♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞

❖♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r η = (ǫ0ǫr)

−1
❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

∑

i,j

ηijXiXj = 1, ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ i, j ∈ {1, 2, 3} ❛♥❞ ✇❤❡r❡ X1✱ X2✱ ❛♥❞ X3 ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ x✱ y✱ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐① ❛ss✉♠❡s t❤❡
s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

X2
1

n2
1

+
X2

2

n2
2

+
X2

3

n2
3

= 1, ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n1✱ n2✱ ❛♥❞ n3 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳

✸✳✶✳✷ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧s ✐s ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐♥❣s ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇
t♦ tr❡❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✻❪ ❛♥❞ ❬✽❪✳

✺✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ✭❛✮ ●❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ǫr ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ǫr ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✳
❋♦r tr✐❝❧✐♥✐❝ ❛♥❞ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❝r②st❛❧s✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✭❜✮
❍✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❢♦r t❤❡ s❡✈❡♥ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛tr✐① ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠
✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❛①❡s X1✱ X2✱ ❛♥❞ X3 ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s n1✱ n2✱ ❛♥❞ n3 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❡❛r❧②
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s✳
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✺✶



◆♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s

■❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s Xi ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛♥♦t❤❡r
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s Xj ✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❧✐❦❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nj t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s✱ kj = njk0✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡s
❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s❀ t❤❡② ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs
❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✸ ✭❛✮✳

P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ z✲❛①✐s✱ ❜✉t ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ (x, y)✲♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ tr❛✈❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs
k1 = k0n1 ❛♥❞ k2 = k0n2✱ t❤❡r❡❜② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱

∆Φ = −k0 (n2 − n1) z. ✭✸✳✽✮

❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❤❛s❡ r❡t❛r❞❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ t♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r
❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡✱ s❡❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✭❜✮✳

✸✳✶✳✸ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ✏♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✑ ❞❡♥♦t❡s ❛♥
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ❛r❡ ♣❧❛♥❡s✳ ■♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✱
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ❧✐❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤✐s ❜❡tt❡r✱ ❧❡t ✉s ✜rst r❡✈✐s✐t s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s
❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❲❛✈❡❢r♦♥ts ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt ✈❡❝t♦r

■♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
E ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② B ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H✳
❚❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r S = 1

2 (E×H∗)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ♣♦✇❡r ✢✉①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡ H ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ s②st❡♠✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ D ❛♥❞ E ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ D = ǫ0ǫrE, ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐s ♦♥❧②
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D✱ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ k
✐s ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r S = 1

2 (E×H∗)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❖♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✐s ♥♦t✱ ❛♥❞
♦♥❧② t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦✇❡r ✢✉① S ✐s ♥♦t✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s (k, D, H) ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ s❡t✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st
❛❣❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥t♦ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤♦✉t
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

✺✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ①✲✱ ②✲✱ ❛♥❞ ③✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s X1✱ X2✱ ❛♥❞ X3 ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✭❛✮ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s Xi ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s Xj ✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❡①♣❡✲
r✐❡♥❝❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nj t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✭❜✮ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ (x, y)✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣
❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs
k1 = k0n1 ❛♥❞ k2 = k0n2✱ t❤❡r❡❜② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥tD ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E

❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❛♥❞ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r S✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② B ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s (k, D, H) ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧②
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ s❡t✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✺✸



✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❝✉r❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ E✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

E = E0e
✲❥kr H = H0e

✲❥kr D = D0e
✲❥kr. ✭✸✳✾✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

✲❥k×E = − jωµ0H, ✭✸✳✶✵✮

✲❥k×H = jωD. ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ D ❛♥❞ E ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜②

E =
1

ǫ0
ηD. ✭✸✳✶✷✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✮ ✐♥ ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✶✷✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

−k×
(
k×

(
ηD
))

= k20D. ✭✸✳✶✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② A ×B ×C = B
(
ATC

)
−C

(
ATB

)
✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ DT

❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t DTk = kTD = 0✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

DTηD =
k20
kTk

DTD. ✭✸✳✶✹✮

❲❡ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ η ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✺✮ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s

X2

n2
1

+
Y 2

n2
2

+
Z2

n23
= 1 ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s X✱ Y ✱ ❛♥❞ Z ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

X =
k

k0

Dx

D
, Y =

k

k0

Dy

D
, Z =

k

k0

Dz

D
, ✭✸✳✶✻✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ k =
√
kTk ❛♥❞ D =

√
DTD ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐✲

t✐❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥
t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r D t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t k = nk0✱
✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇❛✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k✱ ♦♥❧② ❞✐st✐♥❝t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛❦❡s s❡♥s❡✳

■❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ u = k/ |k| ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
E✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ✢✉① S

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ✭❛✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ u✱ ❞r❛✇ ❛ ♣❧❛♥❡
♥♦r♠❛❧ t♦ u t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❤❛❧❢✲❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s na ❛♥❞ nb ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s❀ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢ ❛①❡s
❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs Da ❛♥❞ Db✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs Da ❛♥❞ Db ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s Ha ❛♥❞ Hb ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t (k, D, H) ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧②
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ s❡t ❡✈❡♥ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✶✼❪✳

✺✹



❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ✭❛✮ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ u = k/ |k| ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k✿ ❋✐rst ✇❡ ❞r❛✇ ❛ ♣❧❛♥❡
♥♦r♠❛❧ t♦ u t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞
❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s❡✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❤❛❧❢✲❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s na ❛♥❞ nb ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs Da ❛♥❞ Db✳ ✭❜✮ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r E ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡✿
❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✺✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✶✺✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X✱ Y ✱ ❛♥❞ Z ✐s ❤❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✲♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✶✻✮ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ n✱

n = ❣r❛❞

(
X2

n21
+
Y 2

n2
2

+
Z2

n2
3

)
= 2




X
n2
1

Y
n2
2
Z
n2
3


 =

2k

k0D




Dx

n2
1

Dy

n2
2

Dz

n2
3


 =

2kǫ0
k0D

E. ✭✸✳✶✼✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ✭❜✮ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ❋♦r ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s n1 = n2 = no ❛♥❞ n3 = ne✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❞❡①
❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✳ ❋♦r ne < no✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❢♦r ne > no✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧✳ ❋♦r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ Z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡
✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✻ ✭❛✮✳ ❋♦r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r k ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ (Y, Z)✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ✇✐t❤ t❤❡ Z✲❛①✐s✱ ❋✐❣✳ ✸✳✻ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡①
❡❧❧✐♣s❡ ❤❛s t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲❛①✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ no✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ θ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ne (θ) ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❛①✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ θ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

1

n2
e (θ)

=
cos2 (θ)

n2o
+

sin2 (θ)

n2e
. ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s na = no ❛♥❞ nb = ne (θ)✳ ❚❤❡ ✜rst
♠♦❞❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ✇❛✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✇❛✈❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✐♥❞❡① ne ♦❢

✺✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s✳ ✭❛✮ ❋♦r ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s n1 = n2 = no ❛♥❞
n3 = ne✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s ✭✏♦♣t✐❝❛❧
❛①✐s✑✮✳ ❋♦r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✱ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ✭❜✮ ❋♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥
❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❧✐❡s
✐♥ t❤❡ (Y, Z)✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① no✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne (θ)✳
❚❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne (θ) s❡❡♥ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐✳❡✳✱ no < ne (θ) < ne ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧
❝r②st❛❧s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✐♥❞❡① ne (θ)✱ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s
❜❡t✇❡❡♥ ne ❛♥❞ no✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t Da❂Do ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r Ea ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❛①✐s ✭Z✲❛①✐s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ (Y, Z)✲♣❧❛♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
♠♦❞❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t Db❂De ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ k ❛♥❞ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ (Y, Z)✲♣❧❛♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ Eb ✐s ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ Db✳

❚❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ❛♥❣❧❡ ρ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ Eb ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t Db ♦❢ t❤❡
❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❛♥❞ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r
Sb =

1
2 (Eb ×H∗

b) ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

cos (ρ) =
ET

b Db

|Eb| |Db|
=

n2
e cos

2 (θ) + n2o sin
2 (θ)√

n4e cos
2 (θ) + n4o sin

2 (θ)
. ✭✸✳✶✾✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s

ρ = ∓θ ± arctan

(
n2
o

n2
e

tan (θ)

)
, ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❣♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝②rst❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❣♥s ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡
✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s✳

✸✳✷ ▲✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t ✭P♦❝❦❡❧s ❡✛❡❝t✮

✸✳✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

■❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛ st❛t✐❝ ♦r ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E (t)✱ t❤❡ ✐♥❞❡①
❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞

✺✻



❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

(
1

n2

)

1

X2 +

(
1

n2

)

2

Y 2 +

(
1

n2

)

3

Z2 + 2

(
1

n2

)

4

Y Z + 2

(
1

n2

)

5

XZ + 2

(
1

n2

)

6

XY = 1,

✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r η ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ηij =
(
1/n2

)
h
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❛ss✐❣♥♠❡♥t

ij 11 22 33 23, 32 13, 31 12, 21
h 1 2 3 4 5 6

. ✭✸✳✷✷✮

■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ηij ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣♦✇❡r
s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ek (t) ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱

ηij = η
(0)
ij +

∑

k

rijkEk +
∑

k,l

sijklEkEl + . . . ✭✸✳✷✸✮

■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♥s♦r rijk ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t✱ ✇❤❡r❡❛s sijkl
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❋♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛✱ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ηij ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❛r❡ r❡❛❧ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r
rijk ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ ✐ts ✜rst t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡ t❤✐r❞✲r❛♥❦ t❡♥s♦r rijk ♠❛② t❤❡♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① rhk ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❡t
❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✷✮✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥✱




∆
(
1/n2

)
1

∆
(
1/n2

)
2

∆
(
1/n2

)
3

∆
(
1/n2

)
4

∆
(
1/n2

)
5

∆
(
1/n2

)
6




=




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33
r41 r42 r43
r51 r52 r53
r61 r62 r63






E1

E2

E3


 . ✭✸✳✷✹✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s rhk ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ❤♦✇ str♦♥❣❧② t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r rhk ✐s r❡str✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡
❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦rs ❢♦r ❛ ❢❡✇ s❡❧❡❝t❡❞ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✾❪✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ t❡♥s♦r ❢♦r♠s ❢♦r
❛❧❧ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr② ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✷❪✳

✸✳✷✳✷ ❊❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs

❊❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❡①♣❧♦✐t s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ❆ ✈♦❧t❛❣❡ u (t) ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
E♠♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E♠♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✱ E♠♦❞ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
♠♦❞✉❧❛t♦rs ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❜❡ st❛t✐❝
✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ E♠♦❞ ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦r
❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ✈❡❝t♦r ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞✳

✺✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ✭❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r rhk ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ✭❜✮
❊❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❩✐♥❝ t❡❧❧✉r✐❞❡ ✭❩♥❚❡✮ ♣♦ss❡s❡s ❛ ❝✉❜✐❝
❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ r❡❝❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ n = 2.99✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✱ r41 = r52 = r63✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✈❛♥✐s❤ ❬✸✷❪✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✾❪✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❇❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✭❛✮✱ ✭❜✮ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✿ ❚❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E♠♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✭❝✮✱ ✭❞✮
❚r❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✿ E♠♦❞ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡s
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✺✽



▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦rs

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣♦t❛ss✐✉♠ ❞✐❤②❞r♦❣❡♥ ♣❤♦s♣❤❛t❡
✭❑❍✷P❖✹✮✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❑❉P ✭❑❛❧✐♠✉❞✐❤②❞r♦❣❡♥♣❤♦s♣❤❛t✮✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❑❉P ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ 4̄2♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ♦t❤❡r
♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦t❛ss✐✉♠ ❞✐❞❡✉t❡r✐✉♠ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭❑❉✷P❖✹❀ ❉ ❞❡♥♦t❡s
❞❡✉t❡r✐✉♠❀ s❤♦rt ♥❛♠❡ ❑❉✯P✮ ♦r ❛♠♠♦♥✐✉♠ ❞✐❤②❞r♦❣❡♥ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭◆❍✹❍✷P❖✹❀ s❤♦rt ♥❛♠❡
❆❉P✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

r =




0 0 0
0 0 0
0 0 0
r41 0 0
0 r41 0
0 0 r63




✭✸✳✷✺✮

❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

η =




1
n2
o

0 0

0 1
n2
o

0

0 0 1
n2
e


 , ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ no ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ne t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❋♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞
♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ E♠♦❞✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

X2 + Y 2

n2
o

+
Z2

n2e
+ 2r41ExY Z + 2r41EyXZ + 2r63EzXY = 1, ✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ Ex✱ Ey✱ ❛♥❞ Ez ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ E♠♦❞✱

E♠♦❞ =



Ex

Ey

Ez


 . ✭✸✳✷✽✮

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛tr✐① ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❜✐❛①✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ t♦ ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✱ ✇❡ ❜r❡❛❦ ✐ts s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t✉r♥ ✐t ✐♥t♦ ❛ ❜✐❛①✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣
✜❡❧❞ ♦♥❧② ❤❛s ❛ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭Ex = Ey = 0✮✱ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

X2 + Y 2

n2
o

+
Z2

n2e
+ 2r63EzXY = 1. ✭✸✳✷✾✮

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡❦ ❢♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ (X,Y, Z) t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
(X ′, Y ′, Z ′) t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✷✾✮✳
❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (X ′, Y ′, Z ′) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r

η (Ez) =




1
n2
o

r63Ez 0

r63Ez
1
n2
o

0

0 0 1
n2
e


 , ✭✸✳✸✵✮

❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ (X,Y, Z) ❜②

X =
1√
2
(X ′ + Y ′) ,

X =
1√
2
(−X ′ + Y ′) , ✭✸✳✸✶✮

Z = Z ′.

✺✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧✿ ▲✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ z✲
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✱
E♠♦❞ = Ezez✱ ✇❤❡r❡ Ez = U/L ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ez ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✉♥✐❛①✐❛❧
❝r②st❛❧s ♦❢ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ 4̄2♠ s✉❝❤ ❛s ❑❉P✱ ❑❉✯P✱ ❛♥❞ ❆❉P✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧②
s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ z✲❛①✐s ❢♦r ③❡r♦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ U ✳ ❋♦r ♥♦③❡r♦ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr② ✐s ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❜✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ♠❛✐♥ ❛①❡s x′ ❛♥❞ y′ t❤❛t
❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❜② ✹✺➦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛①❡s x ❛♥❞ y ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ (X ′, Y ′, Z ′) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ (X,Y, Z) ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❜②
✹✺➦ ❛❜♦✉t t❤❡ z✲❛①✐s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s
X ′✱ Y ′✱ ❛♥❞ Z ′ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✸✶✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✷✾✮✱

nx′ = no

(
1 +

1

2
r63n

2
oEz

)
, ✭✸✳✸✷✮

ny′ = no

(
1− 1

2
r63n

2
oEz

)
, ✭✸✳✸✸✮

nz′ = ne. ✭✸✳✸✹✮

■♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
x′✲ ❛♥❞ y′✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ z′✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝r②st❛❧ ♦❢
❧❡♥❣t❤ L✱ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ♦❢

∆Φ = r63n
3
oEzk0L = r63n

3
ok0U, ✭✸✳✸✺✮

✇❤❡r❡ U = EzL ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧
❤❡♥❝❡ ❛❝ts ❛s ❛ ✇❛✈❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❛ P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❆ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❤❛❧❢✲✇❛✈❡✲✈♦❧t❛❣❡ ♦r π✲✈♦❧t❛❣❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ ∆Φ = π ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱

Uπ =
λ

2r63n3
o

, ✭✸✳✸✻✮

∆Φ = π
U

Uπ

✭✸✳✸✼✮

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ t❤❡ π✲✈♦❧t❛❣❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❋♦r ❑❉P ✇✐t❤ r63 = 10.5 ♣♠✴❱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ = 632.8 ♥♠✱ ❛ π✲✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ 8750❱
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ✭❛✮ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✿ ❋♦r ③❡r♦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ U ✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ z✲
❛①✐s✳ ❋♦r ♥♦③❡r♦ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❜✐❛①✐❛❧
❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ♠❛✐♥ ❛①❡s x′ ❛♥❞ y′ t❤❛t ❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❜② ✹✺➦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛①❡s x ❛♥❞ y ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ z✳✭❜✮ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ x′ ❛♥❞ y′✳ ❋♦r ③❡r♦
✈♦❧t❛❣❡ U = 0✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
st❛t❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋♦r U = Uπ/2✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ♦❢
π/2✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r U = Uπ✱ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞❡❧❛② ❛♠♦✉♥ts t♦ π✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ Ey′ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
Ex′ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② ✾✵➦✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧✳ ✭❛✮ ■♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡r ❜❡❢♦r❡
❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ U ✳ ✭❜✮ ■♥s❡rt✐♥❣ ❛
q✉❛rt❡r✲✇❛✈❡ ♣❧❛t❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✳

✐s ❢♦✉♥❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ❛t s✉❝❤ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡s✱
P♦❝❦❡❧s✲❝❡❧❧ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ∆Φ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ✸✳✶✵ ✭❜✮✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
✇❛✈❡ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r♦t❛t❡❞
❜② ✹✺➦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ x′✲ ❛♥❞ t❤❡ y′✲❛①❡s✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ♦♥ s❧✐❞❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ x′✲ ❛♥❞ y′✲ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡q✉❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❋♦r ∆Φ = 0✱
t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ∆Φ = π✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s
r♦t❛t❡❞ ❜② 90➦✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✭❜✮✳ ■❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡r ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧✱ t❤✐s r♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳ ■❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞
❢r♦♠ ✵ t♦ Uπ t❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r✱ t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝✱
❝✐r❝✉❧❛r✱ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜❛❝❦ t♦ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ U ✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✭❛✮✱
U = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ③❡r♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s U = Uπ ❧❡❛❞s t♦ ❢✉❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r
tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ T (U) = P♦✉t/P✐♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

T (U) = sin2
(
π

2

U

Uπ

)
. ✭✸✳✸✽✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ♣❧❛t❡ ❛❢t❡r
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ❝r②st❛❧✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✭❜✮✳ ❋♦r ❛ q✉❛rt❡r✲✇❛✈❡ ♣❧❛t❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

T (U) = sin2
(
π

2

U

Uπ

+
π

4

)
. ✭✸✳✸✾✮

❚r❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞✉❧❛t♦rs

■♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E♠♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣❛rt✐❛❧❧② t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ L ❢r♦♠ t❤❡

✻✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭❛✮ ▲✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✲
✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ✐t ✭❜✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥✲❝❤✐♣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

s♣❛❝✐♥❣ d ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙t✐❧❧✱ ❢♦r ✏❜✉❧❦✑ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❜❡❛♠✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s♣❛❝✐♥❣ d ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ L ❛r❡
❤❡♥❝❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠
❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦✇ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s✱ ✐t ✐s ❤❡♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✲❜❛s❡❞
❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s♣❛❝✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❛ ❢❡✇
❝❡♥t✐♠❡t❡rs ✐♥ r❛♥❣❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✭❜✮✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦r t②♣❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡
✭▲✐◆❜❖3✮ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✛✉s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✿
■♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t✐t❛♥✐✉♠ ❚✐ ♦r ♣r♦t♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✳ ❋♦r ✐♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❚✐✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✭❛✮✱ t❤❡
♠❡t❛❧ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❢❡r ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❜② ❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❡t❝❤✐♥❣✳ ❆ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ❛r♦✉♥❞ 1000− 1050➦❈ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❚✐ ✐♥t♦
t❤❡ ▲✐◆❜❖3 s✉❜str❛t❡✱ t❤❡r❡❜② ❝❛✉s✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ∆n ≈ 0.002 . . . 0.01✳
❚②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❞t❤s ❛r❡ 10µ♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ❝r②st❛❧✱ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✇s ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋♦r
♣r♦t♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✭❜✮✱ ❛♥ ❆❧✲♠❛s❦ ✐s ♣❛tt❡r♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡
✇❛❢❡r ✐s t❤❡♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❜♦✐❧✐♥❣ ❜❡♥③♦✐❝ ❛❝✐❞ ✭200 − 240➦❈✮ ❢♦r ✷✲✹ ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ▲✐+✲ ❜② ❍+✲✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▲✐1−x❍x◆❜❖3 ❤❛s
❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▲✐◆❜❖3 ❜② ∆n ≈ 0.02 . . . 0.05✱
✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞❡① no ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ∆n ≈ −0.04✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤✐s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❧❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ▲✐◆❜❖3 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ✸♠✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

r =




0 −r22 r13
0 r22 r13
0 0 r33
0 r42 0
r42 0 0
−r22 0 0



, ✭✸✳✹✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ ✭❛✮ ■♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t✐t❛♥✐✉♠ ✭❚✐✮ ✉♥❞❡r
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s❀ ✭❜✮ ✏Pr♦t♦♥✲❡①❝❤❛♥❣❡✑✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ▲✐+ ❜② ❍+✲✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②✮ ❛♥❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭♦r❞✐♥❛r②✮✳

✇❤❡r❡

r13 = 9.6
♣♠

❱

r22 = 6.8
♣♠

❱

r33 = 30.9
♣♠

❱

r42 = 32.6
♣♠

❱

❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ 0.5µ♠✳ ■❢ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡
✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

η =




1
n2
o

0 0

0 1
n2
o

0

0 0 1
n2
e


 , ✭✸✳✹✶✮

✇❤❡r❡ no = 2.3410 ✐s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ne = 2.2457 ✐s t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❜♦t❤
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ 0.5µ♠ ❬✾❪✳ ❆t 1.55µ♠✱ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✐♥❞✐❝❡s
❛r❡ no = 2.2111 ❛♥❞ ne = 2.13756 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✸✸❪✳

■♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✱ ❡✣❝✐❡♥t ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦r✐❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡
❧❛r❣❡ r33 ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r42 ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥t η23 = η32 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛✛❡❝t t❤❡ y✲ ❛♥❞ t❤❡ z✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❋♦r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
✇❛✈❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❧✐❣❤t ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ E♠♦❞ = Ezez✱ t❤❡
✐♥❞✐❝❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

(
1

n2
o

+ r13Ez

)
X2 +

(
1

n2o
+ r13Ez

)
Y 2 +

(
1

n2e
+ r33Ez

)
Z2 = 1. ✭✸✳✹✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭▲✐◆❜❖3✮ ♠♦❞✉❧❛t♦r✿ ▲✐❣❤t
♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✭E♦♣t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣
✜❡❧❞ ✭E♠♦❞✮ ❛r❡ ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r33✲❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳

❋♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡

∆n = −1

2
n3
er33Ez. ✭✸✳✹✸✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ L ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

∆Φ =
1

2
n3
er33Ezk0L, ✭✸✳✹✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ Ez ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ U ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ d✱

Ez =
U

d
. ✭✸✳✹✺✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ π✲✈♦❧t❛❣❡ ♦❢

Uπ =
d

L

λ0
r33n3e

. ✭✸✳✹✻✮

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s♣❛❝✐♥❣ d✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚✇♦ ❞✐st✐♥❝t t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ▲✐◆❜❖3 ♠♦❞✉❧❛t♦rs✱ s❡❡ ✜❣✉r❡s ♦♥ s❧✐❞❡s✿

③✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr② ■♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ③✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧♦♥❣ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦r✐✲
❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❚▼✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ❛❧s♦ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✹✹✮✱ ✇❤❡r❡ Ez ❞❡♥♦t❡s t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❆ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ♦❢ ❆❧✷❖✸ ♦r ❙✐❖✷ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢r♦♠
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss✳

①✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr② ■♥ t❤❡ ①✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭▲✐◆❜❖3✮ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ✭❛✮ z✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✿
❚❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❡r♣❡❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✮✱
❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡
♠✉st ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ✭❜✮
x✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❡r♣❡❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❛ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ♦❢ ❆l2O3

♦r ❙✐O2 ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss✳ ✭✏❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡r ♠✐t ❡✐♥❞✐✛✉♥❞✐❡rt❡♠ ❚✐t❛♥✑ ❂ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜②
✐♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t✐t❛♥✐✉♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✮

❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❚❊✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ❛❧s♦ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ❛❣❛✐♥
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✹✹✮✱ ✇❤❡r❡ Ez ❞❡♥♦t❡s t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ ❢❛r ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❝t ❛s ❛ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s
❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✭❜✮✳ ❆ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ▼♦❞✉❧❛t♦r ✐s s❛✐❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥
♣✉s❤✲♣✉❧❧ ♠♦❞❡ ✐❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❛r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱
✐✳❡✳✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ❛r♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ ∆Φ✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t −∆Φ
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝❤✐r♣✲❢r❡❡✳ ❆♣❛rt
❢r♦♠ ♣✉s❤✲♣✉❧❧ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✐♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✉❛❧✲❞r✐✈❡ ♦r ❞✉❛❧✲❡❧❡❝tr♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥ ❡❛❝❤ ❛r♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✭❝✮✳ ❚❤❡s❡
❞❡✈✐❝❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♦r ♠✐❣❤t ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❤✐r♣✳

❉❡✈✐❝❡s ✐♥ ♣✉s❤✲♣✉❧❧✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤
❝♦♣❧❛♥❛r ❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❝✉t t❤❡♥ ❛✛❡❝ts ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r
❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❝❤✐r♣✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ z✲❝✉t ▲✐◆❜❖3 ♠♦❞✉❧❛t♦r ✐s t❤❡
❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❚❤✉s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ x✲❝✉t ❞❡✈✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ z✲❝✉t ♠♦❞✉❧❛t♦r ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ❡❧❡tr♦❞❡ ✭✏❤♦t ❡❧❡❝tr♦❞❡✑✮ ✐s
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ♦♥❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤✐s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ✭❛✮✳ ❆t

✻✻



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ▲✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭▲✐◆❜❖3✮ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ✭❛✮ P✉r❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t♦r✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ str❛✐❣❤t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ s❤✐t✳ ✭❜✮ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✲
✉❧❛t♦r ✐♥ ♣✉s❤✲♣✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛r♠s
❛r❡ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ❛r♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ ∆Φ✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t −∆Φ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞
♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤✐r♣✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧✳ ✭❝✮ ❉✉❛❧✲❞r✐✈❡ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r✿
❊❛❝❤ ❛r♠ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜② t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧s ✭❙✐❣✳ ✶✱ ❙✐❣✳ ✷✮✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞
❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❢♦r t❤❡ ③✲❝✉t str✉❝t✉r❡
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝❤✐r♣✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ①✲❝✉t ❤❛s ❛❧♠♦st ③❡r♦ ❝❤✐r♣ ❞✉❡ t♦ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡✱
❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ z✲❝✉t ♣✉s❤✲♣✉❧❧ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✉❛❧✲❞r✐✈❡
❡❧❡❝tr♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✭❛✮✿ ❋♦r t❤✐s ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❘❋ ✜❡❧❞ s❤♦✇s ✈❡r②
❣♦♦❞ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ π✲✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡
♣✉s❤✲♣✉❧❧✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡✱ t✇♦ t✇♦ ❘❋✲s✐❣♥❛❧s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❛r❡
♥❡❡❞❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ z✲❝✉t ❞❡✈✐❝❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛t t❤❡ ♣✉s❤✲♣✉❧❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✐♥
x✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✭❜✮✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ✜❡❧❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❧❡❛❞s t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s t❤❛t ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤♦s❡ ♦❢ x✲❝✉t ❞❡✈✐❝❡s✳

▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t✐♠❡t❡r
r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❘❋ ✜❡❧❞ ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛✈❡❧❧✐♥❣✲✇❛✈❡
❞❡✈✐❝❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❘❋ ♠♦❞❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ❛t ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ t❤✐❝❦ ❝♦♣❧❛♥❛r ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r t❤❛t
s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ s✉❜str❛t❡✱ s❡❡ ❬✸✶❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✸✳✸ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❱❊❆✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦❧② t✐♠❡✲ ❛♥❞ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ ❊q✳ ✭✶✳✾✾✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥

✻✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ▲✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭▲✐◆❜❖3✮ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✐♥ ♣✉s❤✲♣✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ✭❛✮
z✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✿ ❊❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ r✐❣❤t ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣
✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❡♥t❡r ❡❧❡❝tr♦❞❡
✭✏❤♦t ❡❧❡❝tr♦❞❡✑✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥❝❡tr❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ str♦♥❣
♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❘❋ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❤✐❣❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦r t❤❡
❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ❛r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t ❝❤✐r♣✲❢r❡❡✳ ✭❜✮ x✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✿ ❖♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ z✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧②
❞❡❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❛r♠s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❛r♠s✱ t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣❡r❢❡❝t ♣✉s❤✲♣✉❧❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✉♥❝❤✐r♣❡❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠❬✸✵❪✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❚✇♦ ♠♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭▲✐◆❜❖3✮ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ✭❛✮
❉✉❛❧✲❞r✐✈❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✐♥ z✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ✜❡❧❞ s❤♦✇s ✈❡r②
❣♦♦❞ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ π✲✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❋♦r ♣✉s❤✲
♣✉❧❧✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t✇♦ ❘❋✲s✐❣♥❛❧s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ✭❜✮ P✉s❤✲♣✉❧❧
♠♦❞✉❧❛t♦r ✐♥ x✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✿ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ♣❡r❢❡❝t ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣✉s❤✲
♣✉❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❋ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❘❋ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ z✲❝✉t ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ z✲❝✉t ❞❡✈✐❝❡s✳

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P◆▲(z, t, ωl) ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(z, t, ωl)✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ Pr♦♣❡r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❋●✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❍●✮✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤❡s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✲ ❡✐t❤❡r ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✱ ♦r ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ (z′, t′) ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊qs✳ ✭✶✳✾✻✮ ✲ ✭✶✳✾✽✮✱ ❜✉t ♦♠✐t t❤❡ ♣r✐♠❡s ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

✸✳✸✳✶ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦♥ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝
❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❧❡t ✉s ✜rst
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t✇♦ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2✱ ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t E (z, t, ω3) ❛❧♦♥❣ z✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦rs E (z, t, ω1) ❛♥❞ E (z, t, ω2)
❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊qs✳ ✭✶✳✾✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✵✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
E (z, t, ω3) ❜②

∂Eq (z, t, ω3)

∂z
= −❥ ω3

2cn (ω3)

∑

r,s

χ(2)
q:r,s

(ω3 : ω1, ω2)Er (z, t, ω1)Es (z, t, ω2) e
−❥∆kz ✭✸✳✹✼✮

✇❤❡r❡ q, r, s ∈ {x, y, z} ❛♥❞ ✇❤❡r❡

∆k = k1 + k2 − k3 ✭✸✳✹✽✮

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✳

✻✾



❊✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ d❡✛ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ✜①❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦rs E (z, t, ωi) ❜②

E (z, t, ωi) = E (z, t, ωi) ei, ✭✸✳✹✾✮

✇❤❡r❡ ei ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ωi ✐s
♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱

∂E (z, t, ω3)

∂z
= −❥

ω3

cn (ω3)
d❡✛E (z, t, ω1)E (z, t, ω2) e

−❥∆kz, ✭✸✳✺✵✮

✇❤❡r❡✱ ei,q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ q✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ei✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊q✳ ✭✷✳✺✺✮✱

d❡✛ =
1

2

∑

q,r,s

e3,qχ
(2)
q:r,s

(ω3 : ω1, ω2) e1,re2,s ✭✸✳✺✶✮

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ω1 ❛♥❞ ω2✱

∂E (z, t, ω1)

∂z
= −❥

ω1

cn (ω1)
d❡✛E (z, t, ω3)E

∗ (z, t, ω2) e
❥∆kz, ✭✸✳✺✷✮

∂E (z, t, ω2)

∂z
= −❥

ω2

cn (ω2)
d❡✛E (z, t, ω3)E

∗ (z, t, ω1) e
❥∆kz. ✭✸✳✺✸✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ d❡✛ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

P❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ str♦♥❣ ✇❛✈❡s ❛t
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2 ❛t z = 0✱ ✇❤❡r❡❛s E (z = 0, t, ω3) = 0✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦✈❡r s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦♥❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞s E (z, t, ω1)
❛♥❞ E (z, t, ω2) t♦ t❤❡ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ✜❡❧❞ E (z, t, ω3) ✐s s♠❛❧❧✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✺✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏✉♥❞❡♣❧❡t❡❞ ♣✉♠♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✭✏♣✉♠♣✑✮ ✇❛✈❡s t♦ t❤❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤❡r❡ ∆k = 0✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
E (z, t, ω3) ♦❢ t❤❡ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ L✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧②✱

E (L, t, ω3)|∆k=0 ≈ −❥
ω3

cn (ω3)
d❡✛E (0, t, ω1)E (0, t, ω2)L. ✭✸✳✺✹✮

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ∆k 6= 0✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❝♦♥✈❡rt❡❞ ♣♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱

E (L, t, ω3)|∆k 6=0 = −❥
ω3

cn (ω3)
d❡✛E (0, t, ω1)E (0, t, ω2)

2

∆k
sin

(
∆kL

2

)
e✲❥

∆kL
2 . ✭✸✳✺✺✮

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❍●✮✱ ω1 = ω2✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

I (z, t, 2ω1) = |E (z, t, 2ω1)|2 / (2Z0) ❛❧♦♥❣ z ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾ ✭❛✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦
❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ∆kL≫ 1✱

∣∣∣∣
E (L, t, ω3)|∆k 6=0

E (L, t, ω3)|∆k=0

∣∣∣∣
2

=
sin2

(
π
2

L
L❝♦❤

)

(
π
2

L
L❝♦❤

)2 . ✭✸✳✺✻✮

✼✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✭❙❍●✮✳ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t② I (z, t, 2ω1) ❛t s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭∆k = 0✮ ❛♥❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛❝❤✱ ✭∆k 6=0✮✳ ❋♦r ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ♣♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❛❝❦ ❛♥
❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❋♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆k✱ ❜♦t❤ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡✳ ✭❜✮ ❉❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭❝r②st❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✮ L ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆k✳
❋♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ∆kL≪ 1✳

✇❤❡r❡ L❝♦❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❧❡♥❣t❤

L❝♦❤ =
π

∆k
. ✭✸✳✺✼✮

❈❛r❡❢✉❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s❡❡
❋✐❣ ✸✳✶✾ ✭❜✮✳

✸✳✸✳✷ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡

P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✹✽✮ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❋♦r s✉♠
❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ω3 = ω1 + ω2✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

ω1n (ω1) + ω2n (ω2)− ω3n (ω3) = 0, ✭✸✳✺✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ω1 = ω2✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

n (ω1) = n (2ω1) . ✭✸✳✺✾✮

✼✶



❙✐♥❝❡ ♠♦st ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡②
❡①❤✐❜✐t ♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✶✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②
✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥❡✐t❤❡r ❊q✳ ✭✸✳✺✽✮ ♥♦r ❊q✳ ✭✸✳✺✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✉♥❧❡ss
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥♦t❤❡r str❛t❡❣② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈✐❛❜❧❡✿ ❚❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈❡
❥✉st ❧✐❦❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥ ❛ ❜✉❧❦ ♠❡❞✐✉♠✱ ♦r t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐t ❛ ✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✸✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s
❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

❋♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

n (2ω1) = n (ω1) . ✭✸✳✻✵✮

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡
✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❋♦r ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✇❤❡r❡ ne (ω) < no (ω)✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝✱

ne (2ω1) = no (ω1) [oo→ e] , ✭✸✳✻✶✮

✇❤❡r❡ [oo→ e] r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❤♦rt✲❢♦r♠ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ❛t t❤❡ ♦r✲
❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭oo✮ ✐♥t❡r❛❝t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛t t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✭e✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s ❛♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❤❛s ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

no (2ω1) = ne (ω1) [ee→ o] , ✭✸✳✻✷✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s

ω3ne (ω3) = ω1no (ω1) + ω2no (ω2) ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [oo→ e] ✭✸✳✻✸✮

ω3no (ω3) = ω1ne (ω1) + ω2ne (ω2) ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [ee→ o] ✭✸✳✻✹✮

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳
❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛r❡

❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦♥❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s✳ ❋♦r ♥♦♥❝r✐t✐❝❛❧
♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛❧❧ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ✭❜✮ ❛♥❞
❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ✭❜✮✳ ◆♦♥❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥❧②✳ ❚♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚✇♦ ✇❛②s
♦❢ t✉♥✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤❛❧❧ ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✶◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ t❡r♠ ✏♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t②✑ ❛♥❞ ❥✉st
t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥♦t❡❞✳

✼✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✭ne (ω) < no (ω)✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣
♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❞ne,o/❞ω > 0✮✳ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭[oo→ e]✮
s✉❝❤ t❤❛t ne (2ω1) = no (ω1)✳ ✭❜✮ ❇♦t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡s r❡♣r❡s❡♥t
♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞
❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♠❛✐♥ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦♥❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾✱ ✷✻❪✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✭ne (ω) > no (ω)✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣
♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❞ne,o/❞ω > 0✮✳ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭[ee→ o]✮
s✉❝❤ t❤❛t no (2ω1) = ne (ω1)✳ ✭❜✮ ❆s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝
✇❛✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❛①✐s ♦❢
t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♠❛✐♥ ❛①✐s ✭♥♦♥❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾✱ ✷✻❪✮

✼✸



❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ t✉♥✐♥❣

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ t✉♥✐♥❣ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ❝r②st❛❧s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐s str♦♥❣❧②
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ P❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧✳ ▲✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❤✐❜✐ts ❛ str♦♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥✲
❣❡♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t✉♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✇❛✈❡s✱
s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❆♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣

❆♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❝✐s❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ r❛②s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❢♦r s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✷✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ Θ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ k✲✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡✲
❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① no (ω1)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✷ ne′ (2ω1, Θ)✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Θ ✐s ❝❤♦s❡♥
s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛✈❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ne′ (2ω1, Θp) = no (ω1)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧s✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s ❛♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne′ (ω1, Θ)✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❤❛r♠♦♥✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① no (ω1)✱ s❡❡
❋✐❣✳ ✸✳✷✷✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ Θ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛✈❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳

❋♦r ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡①
❡❧❧✐♣s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ✭❜✮ ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✱ t❤❡ ❧♦♥❣ ❤❛❧❢✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
no (2ω1) ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt ❤❛❧❢✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①tr❛r♦❞✐♥❛r② ✐♥❞❡① ne (2ω1)✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✶✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Θp✱

tanΘp =
ne (2ω1)

no (2ω1)

√
n2
o (2ω1)− n2

o (ω1)

n2
o (ω1)− n2

e (2ω1)
. ✭✸✳✻✺✮

❆❞❥✉st✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜② ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡
❛ttr✐❜✉t❡ ✏❝r✐t✐❝❛❧✑ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❜❡❛♠s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ✇❤❡r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇♦r❦s✱
❛♥❞ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✇❛✈❡s
♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❛♠
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣
❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬✶✸❪✳

❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ♥♦t
♣❛r❛❧❧❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❛②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ Θ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ 0➦ ♦r 90➦✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❛②s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❛s t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✳ ❋♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✱ t❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ❛♥❣❧❡ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✸✳✶✾✮✱

cos (ρ) =
n2
e (2ω1) cos

2 (Θp) + n2o (2ω1) sin
2 (Θp)√

n4
e (2ω1) cos2 (Θp) + n4

o (2ω1) sin
2 (Θp)

. ✭✸✳✻✻✮

✷◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ne (ω)✱ ✇❤❡r❡❛s ne′ (ω,Θ) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥❞❡①
s❡❡♥ ❜② ❛♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♥❞❡r ❛♥ ❛♥❣❧❡ Θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ne (ω) =
ne′ (ω,Θ = 90➦)✳ ❖❢t❡♥✱ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne′ (ω,Θ = 90➦) ✐s
♦♠✐tt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐s s✐♠♣❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✑✳

✼✹



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✭ne (ω) <
no (ω)✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❞ne,o/❞ω > 0✮✳ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛①✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne′ (2ω1, Θp) ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r❞✐♥❛r②
✐♥❞❡① no (ω1) ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭[oo→ e]✮✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne′ (2ω1, Θ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ Θ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
k✲✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ r❡❞✮ ♣r♦♣❛❣❛t❡s
❛s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✉♥❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① no (ω1)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝
✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne′ (2ω1, Θ)✳
❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✑ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥❣✉❧❛r ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛s
♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾✱ ✷✻❪✮

❋♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤✐s ✇❛❧❦✲♦✛ ❧✐♠✐ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ω3 = ω1+ω2✱
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

ω3ne (ω3, Θp) = ω1no (ω1) + ω2no (ω2) ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [oo→ e] ✭✸✳✻✼✮

ω3no (ω3) = ω1ne (ω1, Θp) + ω2ne (ω2, Θp) ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [ee→ o] ✭✸✳✻✽✮

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚②♣❡✲✷ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Θp ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✿ ■♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚②♣❡✲✷ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❛t
❢♦r s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧✱ ♦♥❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦r❞✐♥❛r②
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s

ne (2ω1, Θp) =
1

2
( no (ω1) + ne (ω1, Θp)) ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [oe→ e] ✭✸✳✻✾✮

no (2ω1) =
1

2
(no (ω1) + ne (ω1, Θp)) ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [oe→ o] ✭✸✳✼✵✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺✳ ❚②♣❡✲■■ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠✐s♠❛t❝❤✱ ❤❡♥❝❡
♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ t②♣❡✲■ s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

ω3ne (ω3, Θp) = ω1no (ω1) + ω2ne (ω2, Θp) ♥❡❣❛t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [oe→ e] ✭✸✳✼✶✮

ω3no (ω3) = ω1no (ω1) + ω2ne (ω2, Θp) ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧✱ [oe→ o] . ✭✸✳✼✷✮

✼✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❚②♣❡✲✶ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✭ne (ω) >
no (ω)✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❞ne,o/❞ω > 0✮✳ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛①✐s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne′ (ω1, Θp) ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭[ee→ o]✮✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡
Θ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ k✲✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ r❡❞✮ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠♦❞❡ ✉♥❞❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① no (ω1)✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ne′ (2ω1, Θ)✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✑ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥❣✉❧❛r ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✇❛✈❡s
♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾✱ ✷✻❪✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❲❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❛② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡ t✉♥✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡
❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ✇❛✈❡✱ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ρ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② r❛② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs
❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✼✻



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t②♣❡✲✷ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ◆❡❣❛t✐✈❡✲
✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✭[oe→ e]✮✿ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s no (ω1) ❛♥❞ ne (ω1, Θ)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r✲
♠♦♥✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne (2ω1, Θp)✱
✇❤✐❝❤ ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❊q✳ ✸✳✻✾✳ ✭❜✮ P♦s✐t✐✈❡✲
✉♥✐❛①✐❛❧ ❝r②st❛❧ ✭[oe→ o]✮✿ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐s ❛❣❛✐♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s no (ω1) ❛♥❞ ne (ω1, Θ)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❤❛r♠♦♥✐❝ ♥♦✇ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① no (2ω1)✱
✇❤✐❝❤ ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❊q✳ ✸✳✼✵✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

✸✳✸✳✸ ◗✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✭◗P▼✮

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧
❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿ ❙♦♠❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✳ ●❛❧✲
❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡✱ ❡✳❣✳✱ ✐s ♥♦♥❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜✉t ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥❞ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❤❡♥❝❡
✈❛♥✐s❤❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♥❡❛r❧② ❝♦♥✲
st❛♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t②♣❡✲✶ ❛♥❞ t②♣❡✲✷ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦
♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ d33 ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡♥s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② str♦♥❣ ✐♥
s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡q✉✐r❡s ❛ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❇✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✭◗P▼✮✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

✼✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❲❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s str♦♥❣❧②✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱ ❙❍● ♦r ❙❋●✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ q✉❛s✐ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱

∂E (z, t, ω3)

∂z
= −❥

ω3

cn (ω3)
d❡✛E (z, t, ω1)E (z, t, ω2) e

−❥∆kz. ✭✸✳✼✸✮

❋♦r ③❡r♦ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ ∆k = 0✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
z✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② s❦❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ∆E (z, t, ω3) = ∂E(z,t,ω3)
∂z

∆z ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ z✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✭❛✮✳ ❆
♥♦♥③❡r♦ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ ∆k 6= 0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ E (0, t, ω3) = 0 ❛t z = 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst
♦❜s❡r✈❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡✱ ✉♥t✐❧ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ ∆kz = π ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t
♦♥✇❛r❞s✱ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡s✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✭❜✮✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ∆kz = 2π✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡♣❡❛ts✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲
♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦✇ t♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ π ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✭❝✮✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ✐s
s✇✐t❝❤❡❞ ❛❢t❡r r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ π/∆k✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✭❞✮✳

❚❤❡ z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I (z, t, ω3) = |E (z, t, ω3)|2 ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡
✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✽✳ ❋♦r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ∆k = 0✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ z✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ sin2 (∆kz/2)✲
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡✱ ❜✉t st❡❛❞② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ I (z, t, ω3)
✇✐t❤ z✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

❋♦r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❧❡t ✉s st❛rt ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✼✸✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② d❡✛ (z + Λ) = d❡✛ (z)✳ ❲❡ ❡①♣❛♥❞ d❡✛ (z) ✐♥ ❛ ❋♦✉r✐❡r
s❡r✐❡s✱

d❡✛ (z) =
∑

m

dme
❥m 2π

Λ
z, ✭✸✳✼✹✮

✇❤❡r❡ dm ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠s ❊q✳ ✭✸✳✼✸✮ ✐♥t♦

∂E (z, t, ω3)

∂z
= −❥

ω3

cn (ω3)

∑

m

dmE (z, t, ω1)E (z, t, ω2) e
−❥(∆k−m 2π

Λ )z, ✭✸✳✼✺✮

✼✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣✳ ✭❛✮ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ∆k = 0✱

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ∆E (z, t, ω3) =
∂E(z,t,ω3)

∂z
∆z t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E (z, t, ω3) ❞♦

♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♣❤❛s❡ ❛❧♦♥❣ z✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❘❡ ❛♥❞ ■♠ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❦❡t❝❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❢❛❝t♦r
−❥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✸✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E (z, t, ω3) ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ −π

2 r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
♣r♦❞✉❝t E (z, t, ω1)E (z, t, ω2)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ♣❧♦t✮✳ ✭❜✮ ❋♦r ♥♦♥③❡r♦ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ∆k 6= 0✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ∆E (z, t, ω3) t♦ t❤❡
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E (z, t, ω3) ❞❡❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ ♣❤❛s❡ ❛❧♦♥❣ z✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✱
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐✳❡✳✱ ♣♦✇❡r
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡✳ ✭❝✮ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
♦❢ π ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✳ ✭❞✮ ◗✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ❛❢t❡r r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ π/∆k✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✼✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I (z, t, ω3) = |E (z, t, ω3)|2 ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ ③✳
✭❛✮ ❋♦r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ∆k = 0✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ z✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ sin2 (∆kz/2)✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ✭❜✮ ❋♦r q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✭◗P▼✮✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s r❡✈❡rs❡❞
❛❢t❡r L❝♦❤ = π

∆k
✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ st❡❛❞② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ I (z, t, ω3) ✇✐t❤ z✳

✽✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾✿ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡✳ ❆♥ ✐♥t❡♥s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❛♣♣r♦①✳
✷✷ ❦❱✴♠♠✮ ❝❛♥ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ✢✐♣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
❡❧❡❝tr♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✇❛❢❡r t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

◗✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ m✲t❤ ♦r❞❡r ❋♦✉r✐❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ∆k − m 2π

Λ
= 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

t❡♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r m✱ ✐t ✐s ♠♦st ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r (m = 1) ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❣r❛t✐♥❣ ✐s t❤❡♥
❣✐✈❡♥ ❜②

Λ =
2π

∆k
, ✭✸✳✼✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛❢t❡r ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ♦❢ π

∆k
= Λ

2 ✳

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝
❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛ str♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐♥s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝r②st❛❧✬s ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝r②st❛❧s s✉❝❤ ❛s ▲✐❚❛O3✱ ❑❚P✱ ❛♥❞ ▲✐◆❜O3✳

❚❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭PP▲◆✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✾✳ ▲✐t❤✐✉♠
◆✐♦❜❛t❡ ✐s ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝r②st❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✐♦❜✐✉♠ ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠ ❛t♦♠s
✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❆♥ ✐♥t❡♥s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ✢✐♣ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭❛♣♣r♦①✳ ✷✷ ❦❱✴♠♠✮ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛r❡ t❤❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♠♣r✐♥t❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ♣r♦❞✉❝❡ PP▲◆✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡❧❡❝tr♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✇❛❢❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡✲❛r❡❛
❡❧❡❝tr♦❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✾✳ ❆ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❝r②st❛❧ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳
❚♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ PP▲◆ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉♠✲ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✱ ❡✳❣✳✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡❞
♣❤♦t♦♥ ♣❛✐rs ❜② ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

✸✳✹ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜② s✉♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝②

✽✶



❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ▼❛♥❧❡②✲❘♦✇❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ✇❛✈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ω1✱ ω2✱ ❛♥❞ ω3 = ω1 + ω2✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❊qs✳ ✭✸✳✺✵✮✱ ✭✸✳✺✷✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✺✸✮

∂E (z, t, ω3)

∂z
= −❥ ω3

cn (ω3)
d❡✛E (z, t, ω1)E (z, t, ω2) e

−❥∆kz, ✭✸✳✼✼✮

∂E (z, t, ω1)

∂z
= −❥ ω1

cn (ω1)
d❡✛E (z, t, ω3)E

∗ (z, t, ω2) e
❥∆kz, ✭✸✳✼✽✮

∂E (z, t, ω2)

∂z
= −❥ ω2

cn (ω2)
d❡✛E (z, t, ω3)E

∗ (z, t, ω1) e
❥∆kz. ✭✸✳✼✾✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❛✈❡s ❧❡t ✉s st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱

I (z, t, ωi) =
1

2
ǫ0cn (ωi) |E (z, t, ωi)|2 . ✭✸✳✽✵✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂I (z, t, ωi)

∂z
=

1

2
ǫ0cn (ωi)

(
E (z, t, ωi)

∂E∗ (z, t, ωi)

∂z
+ E∗ (z, t, ωi)

∂E (z, t, ωi)

∂z

)
. ✭✸✳✽✶✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✳✼✼✮✱ ✭✸✳✼✽✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✼✾✮✱ ✇❡ ✜♥❞

∂I (z, t, ω3)

∂z
= −ǫ0ω3d❡✛ ■♠

{
E∗ (z, t, ω1)E

∗ (z, t, ω2)E (z, t, ω3) e
❥∆kz

}
✭✸✳✽✷✮

∂I (z, t, ω2)

∂z
= ǫ0ω2d❡✛ ■♠

{
E∗ (z, t, ω1)E

∗ (z, t, ω2)E (z, t, ω3) e
❥∆kz

}
✭✸✳✽✸✮

∂I (z, t, ω1)

∂z
= ǫ0ω1d❡✛ ■♠

{
E∗ (z, t, ω1)E

∗ (z, t, ω2)E (z, t, ω3) e
❥∆kz

}
. ✭✸✳✽✹✮

❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∂I (z, t, ω1) /∂z ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ∂I (z, t, ω2) /∂z ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ∂I (z, t, ω3) /∂z ✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✸✳✽✷✮✱ ✭✸✳✽✸✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✽✹✮ t❤❛t
t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ z✱

∂

∂z
(I (z, t, ω1) + I (z, t, ω2) + I (z, t, ω3)) = 0. ✭✸✳✽✺✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✷✮✱ ✭✸✳✽✸✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✽✹✮ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

∂

∂z

(
I (z, t, ω1)

~ω1

)
=

∂

∂z

(
I (z, t, ω2)

~ω2

)
= − ∂

∂z

(
I (z, t, ω3)

~ω3

)
. ✭✸✳✽✻✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❛♥❧❡②✲❘♦✇❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② I (z, t, ωi) /~ωi ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ωi✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✻✮ ❤❡♥❝❡ st❛t❡s t❤❛t ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛t ω1 ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛t ω2 ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛t ω3 ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❡
❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋✐❣✳ ✶✳✾✳

✽✷



■t ♠✐❣❤t ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ♦♣t✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❢❡❛t✉r❡s ❢✉❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞
t❤❛t ✇❡ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t d❡✛ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✸✳✼✼✮✱ ✭✸✳✼✽✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✼✾✮✳ ❋✉❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ s❡❡ ❬✾❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳

✸✳✹✳✷ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

■♥ ❧♦ss❧❡ss s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❤♦t♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω3 ❛❧✇❛②s
✐♠♣❧✐❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜rst ♣❤♦t♦♥ ❛t s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝②
ω2 = ω3 − ω1✳ ■❢ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ∆k = k1 + k2 − k3 = 0 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♠♣❧✐❢② ❛ s✐❣♥❛❧ ❛t ω1 ❜② ♣✉♠♣✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✇❛✈❡ ❛t ω3✳ ❚♦
❛♥❛❧②③❡ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ✉s❡ ✉♥❞❡♣❧❡t❡❞✲♣✉♠♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉♠♣ s✐❣♥❛❧
E (z, t, ω3) ✐s ✈❡r② str♦♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡
E (z, t, ω3) = E (0, t, ω3) t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ z✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝♦✉♣❧❡❞✲✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r E (z, t, ω1) ❛♥❞ E (z, t, ω2) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂E (z, t, ω1)

∂z
= −❥

ω1

cn (ω1)
d❡✛E (0, t, ω3)E

∗ (z, t, ω2) , ✭✸✳✽✼✮

∂E (z, t, ω2)

∂z
= −❥

ω2

cn (ω2)
d❡✛E (0, t, ω3)E

∗ (z, t, ω1) . ✭✸✳✽✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✽✽✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r E (z, t, ω1) ♦♥❧②✱

∂2E (z, t, ω1)

∂z2
= κ2E (z, t, ω1) , ✭✸✳✽✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t κ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

κ2 =
ω1ω2d

2
❡✛

c2n (ω1)n (ω2)
|E (0, t, ω3)|2 . ✭✸✳✾✵✮

❊q✳ ✭✸✳✽✾✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜②

E (z, t, ω1) = Ea cosh (κz) + Eb sinh (κz) , ✭✸✳✾✶✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r E (z, t, ω2) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✽✼✮

E (z, t, ω2) = −❥

√
ω2n (ω1)

ω1n (ω2)

E (0, t, ω3)

|E (0, t, ω3)|
(E∗

a sinh (κz) + E∗
b cosh (κz)) ✭✸✳✾✷✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❧❛✉♥❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱

E (0, t, ω1) = E1, E (0, t, ω2) = 0. ✭✸✳✾✸✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

E (z, t, ω1) = E1 cosh (κz) , ✭✸✳✾✹✮

E (z, t, ω2) = −❥

√
ω2n (ω1)

ω1n (ω2)

E (0, t, ω3)

|E (0, t, ω3)|
E∗

1 sinh (κz) . ✭✸✳✾✺✮

❇♦t❤ ✜❡❧❞s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❣r♦✇t❤ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱ ❛♥❞ ❢♦r κz ≫ 1✱ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❣r♦✇s ❛s eκz✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡ ❛t ω1 ♣r❡s❡r✈❡s ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐s ❥✉st ❛♠♣❧✐✜❡❞✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐❞❧❡r ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω2 ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵✿ ✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❖P❆✮✿ ❆ str♦♥❣ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω3 ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞
✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1✳ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ω2 = ω3 − ω1✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 ❛♥❞ t♦ ❝r❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐❞❧❡r ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω2✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❖P❆
✐s t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭❖P❖✮ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s
R1 ❛♥❞ R2 ❛t ω1 ❛♥❞✴♦r ω2 ❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ s❡❧❢✲s✉st❛✐♥❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t❤❛t st❛rts ❢r♦♠ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

❛t ω1✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ E (z, t, ω1) ❛♥❞ E (z, t, ω2) ❛❧♦♥❣ z ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✸✵✮ ✭❛✮✳ ❚❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❖P❆✮ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭❖P❖✮ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ♠✐rr♦rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s ❛t ω1 ❛♥❞✴♦r
ω2 ❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✵ ✭❜✮✳ ❚❤❡
❖P❖ st❛rts ❢r♦♠ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖P❖ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❜r♦❛❞❜❛♥❞ t✉♥❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❧❛s❡rs✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥✲♣❤♦♥♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝s ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♦♣t✐❝s t❤❛t st✉❞✐❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s
s✉❝❤ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❜② ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s✳ P❤♦t♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✱
✇❤✐❧❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♣❤♦♥♦♥s ❝❛♥ ❜❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s
♠❛② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ♣❤♦♥♦♥✲❛ss✐st❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r
♣❤♦t♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✳

✹✳✶ ❊❧❛st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t

■❢ str❛✐♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❧♦❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❙tr❛✐♥
♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u = (u1, u2, u3) ♦❢ ❛
✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t (❞x, ❞y, ❞z) ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (x1, x2, x3) = (x, y, z)✳ ❚❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞
❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts

σkl =
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
✭✹✳✶✮

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts σ11✱ σ22✱ ❛♥❞ σ33 ❞❡♥♦t❡ t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲✱ y✲✱ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts σ23 = σ23✱ σ13 = σ31✱ ❛♥❞ σ12 = σ21 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❤❡❛r
str❛✐♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ❢♦r ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢
str❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str❛✐♥✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r η ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚♦ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ∆ηij ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱

ηij (σkl) = ηij (0) +
∑

kl

pijklσkl, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ pijkl ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢♦✉rt❤✲r❛♥❦ ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ ♦r ♣❤♦t♦✲❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ηij ❛♥❞
σkl ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s (i, j) ❛♥❞ (k, l) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ t♦ ❛
s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✸✳✷✷✮✱

ij/kl 11 22 33 23, 32 13, 31 12, 21
I/K 1 2 3 4 5 6

. ✭✹✳✸✮

❚❤❡ ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r ❝❛♥ t❤❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s 6× 6✲♠❛tr✐① pIK ✱

∆ηI = pIKσK ✭✹✳✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ✐♥ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♠❡❞✐✉♠ ✭U ❛♥❞ V ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ u1 ❛♥❞ u2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ✭❛✮ ❚❡♥s✐❧❡ str❛✐♥ ✭σ11 > 0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u1 = U t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x1✳ ✭❜✮ ❙❤❡❛r str❛✐♥ ✭σ12 > 0✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ st❡❛❞✐❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❡❛r
str❛✐♥✱ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts u1 = U ❛♥❞ u2 = V ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧❛t❡r❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts u1 = U ❛♥❞ u2 = V ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ str❛✐♥✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼❪✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✱ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pIK ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ t❤❛t ♦t❤❡rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳ ❊❧❛st♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦rs ♦❢ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ❛♥❞ ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼❪✳

✹✳✷ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝s

❚❤❡ ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❛✐♥✳ ■❢ t❤❡ str❛✐♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s t❤❡ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω
♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱

Λ =
2πvs
Ω

, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ vs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✹✳✷✳✶ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❧✐❣❤t ❞❡✢❡❝t♦r

❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ②✲❝✉t t❡❧❧✉r✐✉♠ ❞✐♦①✐❞❡ ✭❚❡❖2✮✳ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❡①❤✐❜✐t ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
❜✉t ✐s ❛❧s♦ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❆❈ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❀
t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✭❙❆❲✮ ❧✐❣❤t ❞❡✢❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❧✐❣❤t ✐s ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧✐❣❤t ❞❡✢❡❝t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥
❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❧✐❣❤t ❞❡✢❡❝t♦r✳

❋♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞
✐♥ ✭①✱③✮✲♣❧❛♥❡✳ ■❢ ❚❡❖2 ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❞❡✈✐❝❡✱ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t❤❡
❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❧❛r❣❡ p13 ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭σ3 6= 0✮ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲ ♦r t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② str❛✐♥✱ ❚❡❖2 ✐s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0 ❢♦r ❛❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥✐❛①✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡

✽✻



❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊❧❛st♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈r②st❛❧ s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pIK ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ t❤❛t ♦t❤❡rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳ ✭❚❛❜❧❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼❪✮

✽✼



✐♥❞✐❝❡s

nx = ny = n0 −
1

2
n3
0p13σ3, ✭✹✳✻✮

nz = n0 −
1

2
n3
0p33σ3. ✭✹✳✼✮

❚❤❡ ✐♥❞❡① ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭❜✮✳

✹✳✷✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞✲✇❛✈❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s ❛t t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ t❤❛t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❋♦r ❚❡❖2✱ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♦♣t✐❝ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥t
p13 = 0.340✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✱ σ3 ≪ 1✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧ ∆ny ≪ ny✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡
❛ ✇❛✈❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t y ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❋♦r ❛ ❜❛s✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡t ✉s ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ t✐♠❡✲ ❛♥❞ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦
❛ ❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥❞❡① n0 ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆n t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡ s♦✉♥❞
✇❛✈❡✱

n (r, t) = n0 +∆n (r, t) , ✭✹✳✽✮

∆n (r, t) = ∆n0 cos (Ωt− qr) . ✭✹✳✾✮

❍❡r❡✱ Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ q ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✱

|q| = Ω

vs
, ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ vs ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ✉s❡ ❊qs✳ ✭✹✳✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✾✮ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛s

D(r, t) ≈ ǫ0
(
n2
0E(r, t) + 2n0∆n (r, t) E(r, t)

)
. ✭✹✳✶✶✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✮ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❛t ♦❢ ❊q✳ ✭✶✳✽✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱

∇2E(r, t)− n2
0

c2
∂2E(r, t)

∂t2
=

2n0

c2
∂2 (∆n (r, t)E(r, t))

∂t2
. ✭✹✳✶✷✮

❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳
❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❧❡❛❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ❛t ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r✐s❡
❢r♦♠ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E(r, t) ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆n (r, t) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✹✳✾✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✶✷✮ ❝❛♥♥♦t
❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❜✉t ❤❛s t♦ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❙❧♦✇❧②✲✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❱❊❆✮

❚♦ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛♥s❛t③ t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωl✱

E(r, t) =
∑

l

E(r, ωl) el e
❥(ωlt−klr). ✭✹✳✶✸✮

✽✽



❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ②✲❝✉t t❡❧❧✉r✐✉♠ ❞✐♦①✐❞❡ ✭❚❡❖2✮✳ ✭❛✮ ❉❡✈✐❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✿
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♣✐❡③♦✲❡❧❡tr✐❝✱ ❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧
❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❆❈ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ✐s ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡
str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧✐❣❤t ❞❡✢❡❝t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❧✐❣❤t
❞❡✢❡❝t♦r ♦r ❛♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✭❙❆❲✮ ❧✐❣❤t ❞❡✢❡❝t♦r✳ ✭❜✮ ❆♥❛❧②s✐s✿ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥②
str❛✐♥✱ ❚❡❖2 ✐s ❛ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0 ❢♦r ❛❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥✐❛①✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p13 = p23✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ str♦♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❢r❡❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼❪✮

✽✾



■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r el ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝②
ωl✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛❣❛t♦r
exp (❥ (ωlt− klr))✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇❡❛❦❧② s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s E(r, ωl) ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❜② t❤❡ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆n (r, t)✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜② |kl| = ωln0

c
✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωl✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E ✐s ❤❡♥❝❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✳

❲❡ ✐♥s❡rt ❊q✳ ✭✹✳✶✸✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✮✱ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ∇2 (ΦΨ) =
Φ∇2Ψ + 2∇Φ · ∇Ψ + Ψ∇2Φ✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇❧②✲✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t E(r, ωl) ✈❛r✐❡s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ s♣❛❝❡✱

∣∣∇2E(r, ωl)
∣∣≪ |kl · ∇E(r, ωl)| .

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s E(r, ωl)✱

∑

l

[−2❥kl · ∇E(r, ωl)] el e
❥(ωlt−klr) =

2n0
c2

∑

l

∂2

∂t2

(
∆n (r, t) E(r, ωl) el e

❥(ωlt−klr)
)
. ✭✹✳✶✹✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✹✳✾✮ ❧❡❛❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω±1 =
ω0 ± Ω✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E(r, ω1) ❛t
❢r❡q✉❡♥❝② ω1✱

k1 · ∇E(r, ω1) = −❥1
2
(e1 · e0)

ω2
1

c2
n0∆n0E(r, ω0)e

✲❥(k0+q−k1)r. ✭✹✳✶✺✮

❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ❛t
❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ❛♥❞ ω1 = ω0 + Ω✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✉♣✲s❤✐❢t❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞♦✇♥s❤✐❢t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ω0 t♦ ω−1 = ω0−Ω✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ✐s ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✺✮✳

P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❊✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② q✉✐❝❦❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✺✮ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♣✲s❤✐❢t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

k1 = k0 + q. ✭✹✳✶✻✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
Ω/ω0 ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r

|q|
|k0|

=
c

vs

Ω

ω
. ✭✹✳✶✼✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r
r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱

|k0| ≈ |k1| , ✭✹✳✶✽✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ 2ΘB ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

sinΘB =
|q|

2 |k0|
=
λ/n0

2Λ
. ✭✹✳✶✾✮

✾✵



❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ΘB ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❇r❛❣❣✶ ❛♥❣❧❡✿ ❆t t❤✐s ❛♥❣❧❡✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♦♣t✐❝❛❧
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇❛✈❡❢r♦♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛②
♦❢ 2π ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✲ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ s❡❡ ❋✐❣s✳ ✹✳✹ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ❜❡❛♠s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣❧❛♥❡
♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ■❢ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡
♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❧✐❣❤t
❤❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ✭❛✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❛♥❣❧❡s δΘ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❜❡❛♠✱ ❡✈❡r② ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✜♥❞s
❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❤❡♥❝❡
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❜❡❛♠✱ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ✭❜✮✳

◗✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

■♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣✐❝t✉r❡✱ ❧✐❣❤t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛♥❞ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r k✱ ✇❤❡r❡ |k| = ω/c✱ ✐s r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ str❡❛♠ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ~ω ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ~k✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡
♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ❛♥❞ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r q✱ ✇❤❡r❡ |q| = Ω/vs ❛♥❞ ✇❤❡r❡ vs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ str❡❛♠ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ~Ω ❛♥❞ ♠♦♠❡♥✲
t✉♠ ~q✳ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥s✱ ✇❤❡r❡❜② ♥❡✇
♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs ❛♥❞ ✇❛✈❡✈❡❝t♦rs ks ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡

ωs = ω +Ω, ✭✹✳✷✵✮

ks = k+ q. ✭✹✳✷✶✮

❋♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ω ≪ ω✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

✹✳✷✳✸ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❞❡✈✐❝❡s

❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ❢❡✇ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝♠♦❞✉❧❛t♦rs ■❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❛❦✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞
❧✐❣❤t ✐s ♣♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞
❛s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r t❤❛t tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ✭❛✮✳ ❆t ❤✐❣❤ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✢❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐s ♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥s
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛✱ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ✭❜✮✳ ❋♦r ❛
❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ♠✉st
✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❤❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦
❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❇❡❛♠ s❝❛♥♥❡rs ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ s❝❛♥♥❡rs r❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ 2ΘB ♦❢ ❞❡✢❡❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✹✳✶✾✮✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜②

2ΘB =
c

vs

ω

Ω
. ✭✹✳✷✷✮

✶❇r❛❣❣ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ s❡♥❞✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t ❳✲r❛② ❜❡❛♠s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞✿ ❋♦r s✉✐t❛❜❧❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡s ✐♥t❡r❢❡r❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧②
❛♥❞ ❢♦r♠ r✐♥❣✲ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳

✾✶



❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠s ✐♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ▼♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
k1 = k0 + q✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❝♦✉♥st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t Ω ≪ ω ❛♥❞
❤❡♥❝❡ |k0| ≈ |k1|✳ ✭❛✮ ❯♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐s ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜②
❛ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 = ω + Ω✳ ♦❢ t❤❡
❞✐✛r❛❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ k1 = k0 + q ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ sinΘB = |q| / (2 |k0|) . ✭❜✮ ❉♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❜❡❛♠ ✐s ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❧✐❣❤t✱ ω1 = ω − Ω✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ k1 = k0 + q ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ sinΘB = |q| / (2 |k0|) . ✭❝✮ ❆ st❛♥❞✐♥❣ ❛❝♦s✉t✐❝ ✇❛✈❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✉♣✲s❤✐❢t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦♥❡♥t ω +Ω ❛♥❞ ❛ ❞♦✇♥✲s❤✐❢t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ω − Ω✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✾✷



❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ❜❡❛♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣❧❛♥❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts✳ ✭❛✮ ■❢
❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❤❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳
✭❜✮ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s δΘ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❜❡❛♠✱ ❡✈❡r② ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✜♥❞s ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✾✸



❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ✭❛✮ ❆♥❛❧♦❣✉❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✿ ❋♦r ✇❡❛❦ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✱ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✳ ✭❜✮ ❆❝♦✉st♦✲
♦♣t✐❝ s✇✐t❝❤✿ ❆t ❤✐❣❤ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✢❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬✷✻❪✮

❍❡♥❝❡✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ s❝❛♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✳ P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ♣❤❛s❡❞ ❛r✲
r❛② ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ❛s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ✭❛✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ s♦✉♥❞ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥
❛ ♣❧❛♥❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ✭❜✮✳

❙♣❛❝❡ s✇✐t❝❤❡s ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❜❡❛♠ s❝❛♥♥❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ s♣❛❝❡ s✇✐t❝❤❡s✱ s❡❡
❋✐❣✳ ✹✳✽ ✭❛✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝ ❞r✐✈❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦✉♥❞✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❋✐❣✳ ✹✳✽ ✭❜✮✳

❋r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡rs ■♥ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ❇r❛❣❣✲r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ✐s s❤✐❢t❡❞ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥ ❜②
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t✉♥❛❜❧❡
❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡r✳ ❙✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ❤❡t❡r♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ❛ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❤✐❢t❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✈✐❜r♦♠❡t❡r
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ✭❜✮✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✈✐❜r♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✶❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❜❡❛♠ s❝❛♥♥❡rs✳ ✭❛✮ P❤❛s❡❞ ❛rr❛② ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs✿ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣❤❛s❡
♠❛t❝❤✐♥❣✳ ✭❜✮ ❉✐✈❡r❣✐♥❣ s♦✉♥❞ ❜❡❛♠✿ ■♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ s♣❛❝❡ s✇✐t❝❤❡s ✭❛✮ ❇② ❝❤❛♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥
❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣♦rt t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ✭❜✮ ❯s✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝ ❞r✐✈❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡❛♠ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❛❝♦✉st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s❦❡t❝❤❡s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳
✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✾✺



❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ s♣❛❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡r✳ ✭❛✮ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ s♦✉♥❞
❛♥❞ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♣✲s❤✐❢t ✐♥ ❢r❡q❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❜②
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✳ ❋♦r ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦✇♥✲
s❤✐❢t❡❞✳ ✭❜✮ ❇❛✐s❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✈✐❜r♦♠❡tr②✿ ▲✐❣❤t r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞
✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❤✐❢t❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
❛ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❜❡❛t♥♦t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦r ❝✉rr❡♥t✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❜❡❛t♥♦t❡✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❝✉rr❡♥t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✈✐❜r❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻✱ ✶❪✮

✾✻



✹✳✸ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s

❚❤❡ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦
♠♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s✿ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❛♥❞ ❘❛✲
♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛❝♦✉s✲
t✐❝ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏❛❝♦✉st✐❝
♣❤♦♥♦♥✑ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s ♠♦✈❡ ✐♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❋♦r ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s✱ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❛t♦♠s ♠♦✈❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
♣❤♦♥♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s
❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤♦t♦♥✲♣❤♦♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❧✐❣❤t
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s ✐s ✐♥✈♦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣
✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t✐♥② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t ❛r❡ ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s❡✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❞♦❡s
❤❡♥❝❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❛♥❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❧❡❛❞ t♦ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♥❡✇ ♣❤♦♥♦♥✱ ♦r t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦♥❡♥✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ❧♦♦s❡s ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❆♥t✐✲❙t♦❦❡s ♣r♦❝❡ss✳ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❛♥❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤
t❤❡ ❙t♦❦❡s ❛♥❞ t❤❡ ❆♥t✐✲❙t♦❦❡s ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t
♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✱ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❤✐❢t✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
❛♥❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆ ♠♦r❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❛♥❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧
✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺❪✳

✹✳✸✳✶ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♣✉♠♣✲✇❛✈❡ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ ❛♥
❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✳ ❋♦r ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ = 1.55µ♠✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡r ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
1.45.❲❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t
✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❆s ❜♦t❤ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ ❊qs✳ ✭✹✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✶✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fB =
ΩB

2π
= 2n

vs
c
f, ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ vs ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢
t❤❡ ✜❜❡r✳ ❯s✐♥❣ vs = 5.96 ❦♠✴s ❢♦r s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ s✐❧✐❝❛✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❤✐❢t ♦❢ ❛ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡r
t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✶●❍③✳ ❋♦r ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ fB ≪ f ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t✇✐❝❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥✳ ❋♦r ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞✳
❋♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❆❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✜❡❞ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❧✐♥❡❛r✲❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ♠❡❞✐✉♠✿ ❚❤❡
❝r②st❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛✐♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s♣r✐♥❣s ♦❢
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ str❡♥❣t❤s ✭✏●✲s♣r✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏❑✲s♣r✐♥❣✑✮✳ ❋♦r ❧♦♥❣✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛t♠♦s ♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❑✲✈❡❝t♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❈♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ✭❜✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s ♠♦✈❡
✶✽✵➦ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✳ ❖♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛♥❞ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❛t♦♠s✳ ✭❝✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✭❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✭❖✮ ♣❤♦♥♦♥s
♦❢ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛✐♥✳ ❖♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥❡r❣② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❑✲✈❡❝t♦r
✭♠♦♠❡♥t✉♠✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s ❜② ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ✭❛✮
❙♣❡❝tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐✐❣❤t ❜❡❛♠ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ❊❧❛st✐❝
❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❊♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s❡✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❞♦❡s ❤❡♥❝❡ ♥♦t
❝❤❛♥❣❡✳ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝
♣❤♦♥♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❤♦♥♦♥✱ ♦r t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦♥❡♥✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❧♦♦s❡s ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧s♦
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❆♥t✐✲❙t♦❦❡s ♣r♦❝❡ss✳ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❙t♦❦❡s ❛♥❞ t❤❡ ❆♥t✐✲❙t♦❦❡s ❝❛s❡✱
❜✉t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲
❡♥❡r❣② ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s✳ ✭❜✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡
❞❛s❤❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ❋♦r ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ♦♥❧② t❤❡ ❙t♦❦❡s
❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ ❙t♦❦❡s ❛♥❞ ❆♥t✐✲❙t♦❦❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✾✾



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ●❛✐♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❢♦r ❛ ♣✉♠♣
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✺✷✺ ♥♠✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♥❛t✉r ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
♠♦❞❡s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✳ ✭✶✮ ❙✐❧✐❝❛✲❝♦r❡ ✜❜❡r❀ ✭✷✮ ❉❡♣r❡ss❡❞✲❝❧❛❞❞✐♥❣
✜❜❡r❀ ✭✸✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✲s❤✐❢t❡❞ ✜❜❡r ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

❝❤❛♥❣❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳ ❆s ❛ ❝♦♥sq✉❡♥❝❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②✳ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡r❢♦r❡ ♦❝❝✉r
❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳

❖♥❝❡ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✇❛✈❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐t ✐♥t❡r❢❡r❡s
✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣ ✇❛✈❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜❡❛t s✐❣♥❛❧ ❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ΩB ✳ ❚❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ✈✐❛ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥✷✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❝ts ❛s ❛ s♦✉r❝❡s
❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✱ s❡❡ ❬✾❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧❡❛❞s t♦ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❇❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

d Ip
d z

= −gBIpIs − αIp, ✭✹✳✷✹✮

d Is
d z

= gBIpIs − αIs, ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Is ❛♥❞ Ip ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❙t♦❦❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ gB (Ω) = gB (ωp − ωs) ✐s
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❡♥t ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ α ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✜❜❡r ❧♦ss✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❣❛✐♥ s♣❡❝✲
tr❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣❡r♠❛♥✐❛ ✭●❡❖✷✮ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦r❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❧✐❣❤t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❤✐❢t ♦❢ ✶✶●❍③✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇✐❞t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✱ t❤❡ ❙❇❙ ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♥ ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✺✵▼❍③✱
❜✉t ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❜❡②♦♥❞ ✶✵✵▼❍③ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❙❇❙ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜❜❡r ❡①❝❡❡❞s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦
❜② ❙❇❙✳ ❚❤✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s♦✉r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✳ ❙❇❙ t❤r❡s❤♦❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐✇❛tts ❢♦r ❛ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❦✐❧♦♠❡t❡rs✱ s❡❡ ❬✹❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✹✳✸✳✷ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ❛t♦♠s✳
❚❤❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✐✛❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ✐st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥

✷❊❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

✶✵✵



t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s ✐s ❤❡♥❝❡ ❧❛r❣❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ♦❝❝✉rs ❜♦t❤ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞
❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦r ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐❢ ♥♦ ✜❜❡r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✱ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❝❛rr② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r t❤❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✳
❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❤❡♥❝❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
s❤✐❢t✳

❏✉st ❧✐❦❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡rr✐♥❣✱ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❘❙✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡
t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✿ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❜❡❛t
s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❙❘❙ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱

d Is
d z

= gRIpIs − αsIs, ✭✹✳✷✻✮

d Ip
d z

= −ωp

ωs

gRIpIs − αpIp, ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ Is ❛♥❞ Ip ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❙t♦❦❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ gR (Ω) = gR (ωp − ωs)
✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❡♥t ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ αs ❛♥❞ αp ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✜❜❡r ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ ❙t♦❦❡s ❛♥❞
♣✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
s❤✐❢t ♦❢ ✶✸❚❍③ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ωp/ωs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✷✼✮ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❙✐♥❝❡ s✐❧✐❝❛ ✐s ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ s✐❧✐❝❛
♠♦❧❡❝✉❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✲
st❛t❡s ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ✲
t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡①❝❡❡❞ ✶✵❚❍③✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❛t✱ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝♦♥ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❇❙✱ ❙❘❙ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✳ ❋♦r ❙❘❙✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❇❙✱
❜✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠❛② st✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❙❘❙✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐✈✐s✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❲❉▼✮ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ s❡❡ ❬✹❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❘❛♠❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛♥❞ ❘❛♠❛♥ ❧❛s❡rs

■❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❙❘❙ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡r❡❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ s❡❡ ❬✹❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞✲♣✉♠♣❡❞ ❘❛♠❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ❞♣✐❡❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✳ ❲❡ ❝❛♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ✜❜❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ▲ ❜② ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✹✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✼✮✳ ■❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s
♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣✉♠♣✱ ✇❡ ♠❛② ♥❡❣❧❡❝t ♣✉♠♣ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥
r❡❛❞✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ❊q✳ ✭✹✳✷✼✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✱

Ip (z) = Ip (0) e
−αpz. ✭✹✳✷✽✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭✹✳✷✻✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

Is (L) = Is (0) e
−αsLGR, ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ GR ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

GR = egRIp(0)L❡✛ . ✭✹✳✸✵✮

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ L❡✛ ✐s s❧✐❣❤t❧② s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ L ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❞✉❡ t♦
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✱

L❡✛ =
1− e−αpL

αp

. ✭✹✳✸✶✮

❲❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t②✱ ❙❘❙ ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❧❛s❡r ❡♠✐s✲
s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤❛s✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛❧❧✲s✐❧✐❝♦♥ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡s ❬✷✺❪✳

✶✵✶



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ✭❛✮ ❊♥❡r❣②✲❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛
✜❜❡r✳ ❙✐❧✐❝❛ ✐s ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s✐❧✐❝❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❞✐✛❡r
s❧✐❣❤t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ✭❜✮ ❘❛♠❛♥ ❣❛✐♥
s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡①❝❡❡❞ ✶✵❚❍③✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬✹❪✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❋✐❜❡r✲❜❛s❡❞ ❘❛♠❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ ❢♦r✇❛r❞✲♣✉♠♣✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆ str♦♥❣ ♣✉♠♣
✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ωp ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ωs < ωp✳ ❚❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ωp − ωs ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② st✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❘❙✮✳ ❆ ✜❧t❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❜❧♦❝❦s r❡s✐❞✉❛❧ ♣✉♠♣ ❧✐❣❤t✳ ■♥ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧✐❣❤t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✭❜❛❝❦✇❛r❞
♣✉♠♣✐♥❣✮✱ t❤❡r❡❜② ❡①♣♦t✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬✹❪✮

✶✵✷



❈❤❛♣t❡r ✺

❚❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts

■♥ ♠❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ ✇❡❛❦✱ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✛❡❝ts ✐❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❡✳❣✳✱ tr✉❡
✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❝♦♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦✈❡r ♠❛♥② ❦✐❧♦♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✜♥❡❞
t♦ ❛ t✐♥② ♠✐❝r♦♠❡t❡r✲s❝❛❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✳ ■❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡② ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r
s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ✭❡✳❣✳✱ ❙P▼ ❛♥❞ ❳P▼✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t❤✐r❞✲♦r❞❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐st✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ st✉❞② ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✳

✺✳✶ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✺✳✶✳✶ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❢♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s

❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

n (r) = n (x, y) . ✭✺✳✶✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❧♦ss❧❡ss ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣♦ss❡ss❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡ s❤❛♣❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✷✷❪✳
❋♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

E(r, t) = E(x, y, ω) e❥(ωt−β(ω)z), ✭✺✳✷✮

H(r, t) = H(x, y, ω) e❥(ωt−β(ω)z). ✭✺✳✸✮

❚❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s E(x, y, ω) ❛♥❞ H(x, y, ω) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ β (ω) ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥✲
s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✺✳✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✮ ✐♥t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ∇× (ΦF) = Φ (∇× F) +
(∇Φ× F)✱ ❊q✳ ✭✶✳✷✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

(∇× E(x, y, ω))− ❥β (ω) ez×E(x, y, ω) = −❥ωµ0H(x, y, ω). ✭✺✳✹✮

❆ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✳✹✮✱

(∇×H(x, y, ω))− ❥β (ω) ez×H(x, y, ω) = ❥ωǫ0n
2E(x, y, ω). ✭✺✳✺✮

✶✵✸



❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ◆♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s E(x, y, ω) 6= 0 ❛♥❞
H(x, y, ω) 6= 0 ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β = β (ω)✳ ❋♦r ♠♦st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥✳

❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱

E(r, t) =
∑

µ

AµEµ(x, y, ω) e
❥(ωt−βµ(ω)z), ✭✺✳✻✮

H(r, t) =
∑

µ

AµHµ(x, y, ω) e
❥(ωt−βµ(ω)z), ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ βµ (ω) ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♠♦❞❡ µ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① q✉❛♥t✐t✐❡s✶

Aµ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡ µ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ✷✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥
✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥s E(r, t) ❛♥❞H(r, t)✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✱

1

4

¨ ∞

−∞

(
Eµ(x, y)×H⋆

ν(x, y) + E⋆
ν(x, y)×Hµ(x, y)

)
· ez dx d y =Pµδνµ, ✭✺✳✽✮

✇❤❡r❡ δνµ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Pµ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱

Pµ =
1

2

¨ ∞

−∞

❘❡
{
Eµ(x, y)×H⋆

µ(x, y)
}
· ez dx d y. ✭✺✳✾✮

▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ❋✐❜❡rs
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ❬✷✷❪✳

✺✳✶✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡s

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❢♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ s✐❣♥❛❧s✱ ✐✳❡✳
s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦
❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❆♥② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❊❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β (ω)✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♠♦st
❡❛s✐❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉s❡ ❛ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❡❝tr❛ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈❡❧♦♣❡ A (z, t) ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞

✶◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤❡r❡
∣

∣

∣
A

µ

∣

∣

∣

2

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ✭✐♥ ❲❛tts✮ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ A
µ
❤❡♥❝❡ ❤❛s t❤❡ ✉♥✐t

√

❲✳
✷◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✉♠ ♦❢ ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐st✐♥❝t ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❧② ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥ ❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦s❡ ❡♥❡r❣②
❜② r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥ ❧♦♦s❡s ❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛♥②
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉♠ ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✐♥t❡❣r❛❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡
❡①♣❛♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ❋✐❜❡rs ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ❬✷✷❪✳

✶✵✹

http://www.ipq.kit.edu/lectures_OWF.php
http://www.ipq.kit.edu/lectures_OWF.php


❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❧♦ss❧❡ss ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡
s❤❛♣❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✳

tr② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ z✳

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s st✐❧❧ ❧✐♥❡❛r✱ ❜✉t ❞✐s♣❡rs✐✈❡✳ ■♥
❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡✱ t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥s❛t③❡s
❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

E(r, t) = A (z, t) E(x, y, ωc) e
❥(ωct−β(ωc)z), ✭✺✳✶✵✮

H(r, t) = A (z, t)H(x, y, ωc) e
❥(ωct−β(ωc)z), ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ωc ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ β (ωc) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ A (z, t) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❊qs✳ ✭✺✳✶✵✮
❛♥❞ ✭✺✳✶✶✮ ❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✼✮✳ ❯s✐♥❣
❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ∇× (ΦF) = Φ (∇× F) + (∇Φ× F)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Ã (z, ω − ωc) (∇× E(x, y, ωc)) ✭✺✳✶✷✮

+

(
∂Ã (z, ω − ωc)

∂z
− ❥β (ωc) Ã (z, ω − ωc)

)
ez × E(x, y, ωc)

= −❥ωµ0H(x, y, ωc).

❲❡ ♥♦✇ ♠✉❧t✐♣❧② ❊q✳ ✭✺✳✹✮ ✇✐t❤ Ã (z, ω − ωc) ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✶✷✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ Ã (z, ω − ωc) ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥❧② ❢♦r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱ E(x, y, ω) ≈ E(x, y, ωc) ❛♥❞ H(x, y, ω) ≈ H(x, y, ωc)✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
s✐♠♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ A (z, t) ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱

∂Ã (z, ω − ωc)

∂z
+ ❥ (β (ω)− β (ωc)) Ã (z, ω − ωc) = 0 ✭✺✳✶✸✮

❚❤❡ ❡①❛❝t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ β (ω) ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦
❡①♣❛♥❞ β(ω) ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc✱

β(ω) ≈ β(0)
c + (ω − ωc)β

(1)
c +

(ω − ωc)
2

2!
β(2)
c +

(ω − ωc)
3

3!
β(3)
c + . . . , ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡

✶✵✺



β(i)
c =

diβ(ω)

dωi

∣∣∣∣∣
ω=ωc

. ✭✺✳✶✺✮

❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∂Ã (z, ω − ωc)

∂z
+ ❥

(
β(1)
c (ω − ωc) +

1

2
β(2)
c (ω − ωc)

2 + . . .

)
Ã (z, ω − ωc) = 0, ✭✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦ts . . . ❞❡♥♦t❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❛❝❦ ✐♥t♦
t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱

∂A (z, t)

∂z
+ β(1)

c

∂A (z, t)

∂t
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2A (z, t)

∂t2
+ . . . = 0. ✭✺✳✶✼✮

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ β
(1)
c

∂A(z,t)
∂t

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❧❡❛❞s t♦ t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②

τ = β(1)
c z. ✭✺✳✶✽✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊qs✳ ✭✶✳✾✻✮ ✲ ✭✶✳✾✽✮✱

t′ = t− β(1)
c z, ✭✺✳✶✾✮

z′ = z, ✭✺✳✷✵✮

A (z, t) = A′(z, t− β(1)
c z). ✭✺✳✷✶✮

❊q✳ ✭✺✳✶✼✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∂A′ (z′, t′)

∂z′
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2A (z′, t′)

∂t′2
+ . . . = 0. ✭✺✳✷✷✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ ♣r✐♠❡s ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❢❡rs t♦ ❛
r❡t❛r❞❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳

❊①❛♠♣❧❡✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❚r❛♥s✲
❢♦r♠✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✷✷✮ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

Ã (z, ω) = Ã (0, ω) e−❥ 12β
(2)
c ω2z. ✭✺✳✷✸✮

■❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ✜❜❡r ✐♥♣✉t✱

A (0, t) = A0e
− t2

2σ2
t , ✭✺✳✷✹✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✱

A (z, t) = A0

√√√√ 2πσ2
t

2π
(
σ2
t − ❥β

(2)
c z

)e
− t2

2(σ2
t +❥β

(2)
c z) . ✭✺✳✷✺✮

❆ ✏❝❤✐r♣❡❞✑ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ✐s ❛ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝②✸✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❣♥❛❧ a (0, t) = A (0, t) exp (jωct) ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱

ω (t) =
❞

❞t
arg {A (z, t)} = ωc +

β
(2)
c z

σ4
t +

(
β
(2)
c z

)2 t ✭✺✳✷✻✮

✸t♦ ❝❤✐r♣ ❂ ③✐r♣❡♥✱ ③✇✐ts❝❤❡r♥

✶✵✻



❋♦r β
(2)
c > 0✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✏r❡❞ s❤✐❢t✑✮ t❤❛♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣

❡❞❣❡ ✭✏❜❧✉❡ s❤✐❢t✑✮❀ ❢♦r β
(2)
c < 0✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡

t❤❛t β
(2)
c ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② β

(1)
c z✿ ❋♦r β

(2)
c > 0✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱ ✏❜❧✉❡✑ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❞❡❧❛② t❤❛♥ ✏r❡❞✑

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ❤❡♥❝❡ r❡❞✲s❤✐❢t❡❞✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❢♦r β
(2)
c < 0✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡

✐s ❜❧✉❡✲s❤✐❢t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ s❧✐❞❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ β
(2)
c > 0 ✐s ❛❧s♦

r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✭●❱❉✮✱ ✇❤❡r❡❛s β
(2)
c < 0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞

❛♥♦♠❛❧♦✉s ●❱❉✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭❛✮ ❋♦r ♥♦r♠❛❧

❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮✱ β
(2)
c > 0 ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② β

(1)
c z ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱

✏❜❧✉❡✑ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❇✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❞❡❧❛② t❤❛♥ ✏r❡❞✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❘✮✳ ✭❜✮ ❋♦r

❛♥♦♠❛❧♦✉s ●❱❉✱ β
(2)
c > 0 ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② β

(1)
c z ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱ ✏❜❧✉❡✑ ❢r❡q✉❡♥❝②

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❇✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❡❧❛② t❤❛♥ ✏r❡❞✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❘✮✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✺✳✷ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✺✳✷✳✶ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❑❡rr✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✶✳✶✮ t♦ ✭✶✳✹✮✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r♦♠
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✳✼✼✮✱ t❤❡ ❝✉r❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∇×H(r, t) = ǫ0n
2 ∂

∂t
E(r, t) +

∂

∂t
P◆▲(r, t), ✭✺✳✷✼✮

∇×E(r, t) = −µ0
∂

∂t
H(r, t). ✭✺✳✷✽✮

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡
✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠✐❣❤t ♥♦✇ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ❲❡

✶✵✼



t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛❧❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✼✮✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♠✲
♣❧❡① ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Aµ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ µ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞✳ ■♥
t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❝❛rr✐❡❞ ❜② ♠♦❞❡ µ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Aµ✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eµ(x, y, ω) ❛♥❞
Hµ(x, y, ω)✳ ■♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣♦✇❡r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eµ(x, y, ω) ❛♥❞ Hµ(x, y, ω) t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r Pµ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✾✮✳ ❚❤❡
♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

E(r, t) =
1

2
(E(r, t) + cc) =

1

2

M∑

m=−M

∑

µ

Aµ (z, t, ωm)
Eµ(x, y, ωm)
√

Pµ

e❥(ωmt−βµ(ωm)z), ✭✺✳✷✾✮

H(r, t) =
1

2
(H(r, t) + cc) =

1

2

M∑

m=−M

∑

µ

Aµ (z, t, ωm)
Hµ(x, y, ωm)

√
Pµ

e❥(ωmt−βµ(ωm)z), ✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ωm = −ω−m ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t r❡❛❧ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s E(r, t) ❛♥❞ H(r, t)✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

P◆▲(r, t) =
1

2

+M∑

m=−M

P◆▲(r, t, ωm)e❥ωmt, ✭✺✳✸✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s P◆▲(r, t, ωm) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✷✾✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮✳
❚♦ ❛♥❛❧②③❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ✐♥s❡rt t❤❡ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❊qs✳ ✭✺✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✵✮✱

✐♥t♦ ❊qs✳ ✭✺✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✽✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
ωm✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ∇× (ΦF) = Φ (∇× F)+(∇Φ× F)✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

µ

Ãµ (z, ω − ωm, ωm) e✲❥βµ(ωm)z

[
∇×

Hµ(x, y, ωm)
√
Pµ

]

+
∂

∂z

[
Ãµ (z, ω − ωm, ωm) e✲❥βµ(ωm)z

]
ez ×

Hµ(x, y, ωm)
√

Pµ

−❥ωǫ0n
2Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

Eµ(x, y, ωm)
√

Pµ

e✲❥βµ(ωm)z = ❥ωP̃◆▲(r, ω − ωm, ωm)

✭✺✳✸✷✮

❛♥❞

∑

µ

Ãµ (z, ω − ωm, ωm) e✲❥βµ(ωm)z

[
∇×

Eµ(x, y, ωm)
√

Pµ

]

+
∂

∂z

[
Ãµ (z, ω − ωm, ωm) e✲❥βµ(ωm)z

]
ez ×

Eµ(x, y, ωm)
√
Pµ

+❥ωµ0Ãµ (z, ω − ωm, ωm)
Hµ(x, y, ωm)

√
Pµ

e✲❥βµ(ωm)z = 0. ✭✺✳✸✸✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ Ãµ (z, ω − ωm, ωm) ❛♥❞ P̃◆▲(r, ω − ωm, ωm) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s Aµ (z, t, ωm) ❛♥❞ P◆▲(r, t, ωm) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✳ ❲❡ ♥♦✇
✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Eµ(x, y, ωm) ❛♥❞ Hµ(x, y, ωm) r❡♣r❡s❡♥t ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s t❤❛t ❢✉❧✜❧❧ ❊qs✳ ✭✺✳✹✮

✶✵✽



❛♥❞ ✭✺✳✺✮✱ ✐✳❡✳✱

(
∇×

Eµ(x, y, ω)√
Pµ

)
= ❥βµ (ω) ez ×

Eµ(x, y, ω)√
Pµ

− ❥ωµ0

Hµ(x, y, ω)√
Pµ

, ✭✺✳✸✹✮

(
∇×

Hµ(x, y, ω)√
Pµ

)
= ❥βµ (ω) ez ×

Hµ(x, y, ω)√
Pµ

+ ❥ωǫ0n
2
Eµ(x, y, ω)√

Pµ

. ✭✺✳✸✺✮

❲❡ ✐♥s❡rt ❊qs✳ ✭✺✳✸✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✺✮ ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✷✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Ãµ (z, ω − ωm, ωm)
✐s ❛ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥❧② ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω t❤❛t ❛r❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωm✳ ❲❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱ Eµ(x, y, ω) ≈ Eµ(x, y, ωm) ❛♥❞ Hµ(x, y, ω) ≈ Hµ(x, y, ωm)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s

∑

µ

[
∂Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

∂z
+ ❥ (βµ (ω)− βµ (ωm)) Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

]
ez

×
Hµ(x, y, ωm)

√
Pµ

e✲❥βµ(ωm)z = ❥ωP̃◆▲(r, ω − ωm, ωm) ✭✺✳✸✻✮

∑

µ

[
∂Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

∂z
+ ❥ (βµ (ω)− βµ (ωm)) Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

]
ez

×
Eµ(x, y, ωm)
√
Pµ

e✲❥βµ(ωm)z = 0 ✭✺✳✸✼✮

❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❊qs✳ ✭✺✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✼✮ st✐❧❧ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
♠♦❞❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ν✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✺✳✽✮✱ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❉♦t✲♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❊q✳ ✭✺✳✸✻✮ ✇✐t❤ [−E∗

ν(x, y, ωm)] ❛♥❞ ❊q✳ ✭✺✳✸✼✮ ✇✐t❤H∗
ν(x, y, ωm) ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

µ

[
∂Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

∂z
+ ❥ (βµ (ω)− βµ (ωm)) Ãµ (z, ω − ωm, ωm)

]

[
Eµ(x, y, ωm)×H∗

ν(x, y, ωm) + E∗
ν(x, y, ωm)×Hµ(x, y, ωm)

√
Pµ

]
eze

✲❥βµ(ωm)z ✭✺✳✸✽✮

= −❥ωP̃◆▲(r, ω − ωm, ωm) · E∗
ν(x, y, ωm)

❲❡ ♥♦✇ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✭①✱②✮✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✽✮✳

[
∂Ãν (z, ω − ωm, ωm)

∂z
+ ❥ (βν (ω)− βν (ωm)) Ãν (z, ω − ωm, ωm)

]
e✲❥βν(ωm)z

= − ❥ω

4
√
Pν

¨ ∞

−∞

P̃◆▲(r, ω − ωm, ωm) · E∗
ν(x, y, ωm) ❞x ❞y ✭✺✳✸✾✮

❯s✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t βν (ω) s❡r✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
ωm✱ ❊qs✳ ✭✺✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❊q✳ ✭✺✳✸✾✮ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱

[
∂Aν (z, t, ωm)

∂z
+ β(1)

c

∂Aν (z, t, ωm)

∂t
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2Aν (z, t, ωm)

∂t2

]
e❥(ωmt−βν(ωm)z)

= − 1

4
√
Pν

∂

∂t

(
¨ ∞

−∞

P◆▲(r, t, ωm) · E∗
ν(x, y, ωm) ❞x ❞y e❥ωmt

)
✭✺✳✹✵✮

✶✵✾



❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✶✾✮ t♦ ✭✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P◆▲(r, t, ωm) ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✹✵✮ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e❥ωmt✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

[
∂Aν (z, t, ωm)

∂z
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2Aν (z, t, ωm)

∂t2

]
e−❥βν(ωm)z

= − ❥ωm

4
√
Pν

¨ ∞

−∞

P◆▲(r, t, ωm) · E∗
ν(x, y, ωm) ❞x ❞y. ✭✺✳✹✶✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Aν (z, t, ωm) ✉♥❞❡r
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇
P◆▲(r, t, ωm) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Aν (z, t, ωm)✳

✺✳✷✳✷ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆▲❙❊✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡
ν ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
❊q✳ ✭✺✳✷✾✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P◆▲(r, t, ωm) =
3

4
ǫ0

(
χ(3) (ωm : ωm,−ωm, ωm) ✳✳✳Eν(x, y, ωm)E∗

ν(x, y, ωm)Eν(x, y, ωm)
)

Aν (z, t, ωm)√
Pν

A∗
ν (z, t, ωm)√

Pν

Aν (z, t, ωm)√
Pν

e−❥βν(ωm)z ✭✺✳✹✷✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✹✷✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✹✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆▲❙❊✮✹✱

∂Aν (z, t, ωm)

∂z
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2Aν (z, t, ωm)

∂t2
= −❥γ |Aν (z, t, ωm)|2Aν (z, t, ωm) , ✭✺✳✹✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

γν (ωm) =
3ωmǫ0
16

˜∞

−∞

[
χ(3) ✳✳✳Eν(x, y, ωm)E∗

ν(x, y, ωm)Eν(x, y, ωm)
]
· E∗

ν(x, y, ωm) ❞x ❞y

P2
ν

,

✭✺✳✹✹✮

■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t (ωm : ωm,−ωm, ωm) ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r♦♣♣❡❞
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r♦✉❣❤❧② t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❑❡rr✲♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦✇❡r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eν(x, y, ωm)✳ ❙tr♦♥❣
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♥✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧
r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ s❧✐❞❡✳

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦ss❧❡ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❧♦ss❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t α ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ −α

2Aν (z, t, ωm) ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✹✸✮✱

∂Aν (z, t, ωm)

∂z
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2Aν (z, t, ωm)

∂t2
= −α

2
Aν (z, t, ωm)− ❥γ |Aν (z, t, ωm)|2Aν (z, t, ωm) ,

✭✺✳✹✺✮

✹❚❤❡ t❡r♠ ✏♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✑ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❊q✳ ✭✺✳✹✸✮ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✶✵



❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✾✮ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣♦✇❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ✭✺✳✹✹✮ ❛s

γν (ωm) =
3ωmǫ0

4

˜∞

−∞

[
χ(3) ✳✳✳Eν(x, y, ωm)E∗

ν(x, y, ωm)Eν(x, y, ωm)
]
· E∗

ν(x, y, ωm) ❞x ❞y
˜∞

−∞
❘❡ {Eν(x, y, ωm)×H∗

ν(x, y, ωm)} · ez ❞x ❞y
.

✭✺✳✹✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t②♣❡s✳ ■♥ ✜❜❡r ♦♣t✐❝s✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① n❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① n❝❧❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱
n ≈ n❝♦r❡ ≈ n❝❧❛❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eν(x, y, ωm) ❛♥❞ Hν(x, y, ωm)
♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ F (x, y)✱

Eν(x, y, ωm) ≈ Fν(x, y, ωm) ex, ✭✺✳✹✼✮

Hν(x, y, ωm) ≈ n

Z0
Fν(x, y, ωm) ey. ✭✺✳✹✽✮

■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② χ(3) ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱
t❤❡♥ ❊q✳ ✭✺✳✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

γν (ωm) ≈ ωmn2

cA❡✛
, ✭✺✳✹✾✮

✇❤❡r❡ n2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑❡rr ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✶✳✶✷✷✮✱

n2 =
3Z0

4n2
χ(3), ✭✺✳✺✵✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ A❡✛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A❡✛ ≈

(
¨ ∞

−∞

|Fν(x, y, ωm)|2 dx dy

)2

˜∞

−∞
|Fν(x, y, ωm)|4 dx dy

. ✭✺✳✺✶✮

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✺✳✸✳✶ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
A (z, t) ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙P▼✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦ss② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ◆▲❙❊ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

∂A (z, t)

∂z
= −❥γ |A (z, t)|2A (z, t)− α

2
A (z, t) , ✭✺✳✺✷✮

❆s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥s❛t③✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

A (z, t) =A0 (t) e
❥ΦNL(z,t)e−

α
2 z, ✭✺✳✺✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ΦNL (z, t) ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ ❙P▼✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✺✸✮
✐♥t♦ ❊q✳✭✺✳✺✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t❤❛t ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ L✱

ΦNL (L, t) = −γ |A0 (t)|
2
L❡✛, ✭✺✳✺✹✮

✶✶✶



✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ L❡✛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L❡✛ =
1− e−αL

α
. ✭✺✳✺✺✮

❲❡ ❤❡♥❝❡ ✜♥❞ t❤❛t ❙P▼ ✐♥ ❛ ❧♦ss② ✜❜❡r ✐s ♥♦t ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ L✱ ❜✉t ❜② t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ L❡✛ t❤❛t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ L ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✜❜❡r ❧♦ss✳

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✺✹✮ ❧❡❛✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✉♥✲
❝❤❛♥❣❡❞✱ ❜✉t ❧❡❛❞s t♦ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t Ω = ∂ΦNL

∂t
t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✿ Ω

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡❛r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✲s❤✐❢t✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
♥❡❛r t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛ ❜❧✉❡✲s❤✐❢t t❤❡r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ ♦♣♣♦✲
s✐t❡ ♦❢ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧❛②s ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛
r❡❞✲s❤✐❢t❡❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❜❧✉❡✲s❤✐❢t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣✉❧s❡ ❢♦r♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❡♥✈❡❧♦♣❡
❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♦❧✐t♦♥s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤ ♣♦✇❡r✳
❋♦r s♠❛❧❧ ✜❜❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡rs✱ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠✑ s♣❡❝✲
tr❛ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ s❤♦rt ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ✭❛✮ ❙♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✏✉♥❝❤✐r♣❡❞✑ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❙P▼✲✐♥❞✉❝❡❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ΦNL✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣♦✇❡r✳ ✭❜✮ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❜❡r ✇✐t❤ ✉❧tr❛✲s♠❛❧❧ ♠♦❞❡✲✜❡❧❞ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❑❡rr✲
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛❞✲s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss✳ ❙tr♦♥❣ ❧✐❣❤t ❝♦♥✜♥♠❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✜❜❡r ❝♦r❡ s✉s♣❡♥❞❡❞
✐♥ ❛✐r ❜② t❤r❡❡ ❧❡❛❞ s✐❧✐❝❛t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ s❡❡ ✐♥s❡t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ✭❝✮ ❖❝t❛✈❡✲s♣❛♥♥✐♥❣
s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❜❡r✳
✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻✱ ✺✱ ✷✸❪✮

✶✶✷



✺✳✸✳✷ ❖♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t♦♥s

❋♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭β
(2)
c < 0✮ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛r❡

❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ t✇♦
❡✛❡❝ts ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①❛❝t❧② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts s❤❛♣❡✳ ❙✉❝❤
♣✉❧s❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♦❧✐t♦♥s✳ ❙♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t ❛
❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❜✉t ❛r✐s❡ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❝❧❛ss ♦❢
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❬✺❪ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ✐♥ ✇❛t❡r✳

❋♦r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❧❡t ✉s st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✺✳✹✺✮
❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t ✜❜❡r ❧♦ss ✭α = 0✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ❛t ❛ ❞✐st✐♥❝t ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❖♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① ν ❛♥❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥t ωm✱ ❊q✳ ✭✺✳✹✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂A (z, t)

∂z
− ❥

1

2
β(2)
c

∂2A (z, t)

∂t2
= −❥γ |A (z, t)|2A (z, t) . ✭✺✳✺✻✮

❋♦r ❛ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈❡❧♦♣❡ A (z, t) t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ z✱ ❜✉t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t Φ (z)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

A (z, t) = A0 (t) e
❥Φ(z), ✭✺✳✺✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t A0 (t) ∈ R✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✭❝❤✐r♣✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧✮✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❛♥s❛t③ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✺✳✺✻✮✱ ✇❡
❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣✉r❡❧② z✲ ❛♥❞ ♣✉r❡❧② t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ Φ (0) = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

Φ (z) = −Kz, ✭✺✳✺✽✮

∂2A0 (t)

∂t2
=

2

β
(2)
c

(
−K + γA2

0 (t)
)
A0 (t) , ✭✺✳✺✾✮

✇❤❡r❡ K ❞❡♥♦t❡s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊q✳ ✭✺✳✺✾✮ ❤❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

A0 (t) = A1s❡❝❤

(
t

T

)
, ✭✺✳✻✵✮

✇❤❡r❡ s❡❝❤ (x) = 1/ cosh (x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✲s❡❝❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❬✶✽❪ ❢♦r ❛ r✐❣♦r♦✉s s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✾✮✳ ❍❡r❡ ✇❡ s✐♠♣❧② ✉s❡ ❊q✳ ✭✺✳✻✵✮ ❛s ❛♥ ❛♥s❛t③ ❛♥❞ ✐♥s❡rt ✐t ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✺✳✺✾✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r A2

1✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❞❡❧❛② ♣❛r❛♠❡t❡r
K✱

A2
1 =

−β(2)
c

γT 2
, ✭✺✳✻✶✮

K =
1

2
γA2

1. ✭✺✳✻✷✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r t❤❛t s♦❧✐t♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❢♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣

✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭β
(2)
c < 0✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r A2

1 ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳
❚❤❡ t♦t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐t♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

A (z, t) = A1s❡❝❤

(
t

T

)
e✲❥Kz,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs A1✱ T ✱ ❛♥❞ K ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❊qs✳ ✭✺✳✻✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✷✮✳ ❊q✳ ✭✺✳✻✶✮ st❛t❡s t❤❛t✱ ✐❢

t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
∣∣∣β(2)

c

∣∣∣ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r A2
1 ♠✉st ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ s✐♥❝❡ str♦♥❣❡r

❙P▼ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱

✶✶✸



t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠ ♥❛rr♦✇s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❡ss ❞❡❧❛②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦
♣♦✇❡r A2

1✱ s✐♥❝❡ ✏❧❡ss✑ ❙P▼ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r K ✐♥ ❊q✳
✭✺✳✻✷✮ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❙P▼✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙♦❧✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✭●❱❉✮ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐t♦♥ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮
❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮✳ ✭❛✮ ■♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ●❱❉✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✏❜❧✉❡✑✱ ❇✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ✭✏r❡❞✑✱ ❘✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ✭❜✮ ■♥ ❛ ♥♦♥❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❑❡rr✲
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✱ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✲s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡ ❛♥❞ t♦ ❛ ❜❧✉❡✲s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❜✉t
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❝❤✐r♣✳ ✭❝✮ ■❢ ❛ ❑❡rr✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠ ❢❡❛t✉r❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ ●❱❉✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❙P▼ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
s♦❧✐t♦♥✳ ❊①❛❝t ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ●❱❉ ❛♥❞ ❙P▼ ❧✐♥❦s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t♦ ✐ts ♣♦✇❡r✳
✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

❆ s❡❝❤✲♣✉❧s❡ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ✭❛✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞
✇✐❞t❤ ✭❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❋❲❍▼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
s♦❧✐t♦♥s ✇✐t❤ r❡❛❧✱ z✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♥✈❡❧♦♣❡s✱ ❊q✳ ✭✺✳✺✻✮ ❛❧s♦ ♣♦ss❡ss❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈❡❧♦♣❡s
t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆ s♦✲❝❛❧❧❡❞ N = 2 s♦❧✐t♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ✭❝✮✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✷✻✱ ✺❪✳

✺✳✸✳✸ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t②

❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤❡r❡❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
str♦♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲✇❛✈❡ ✭❝✇✮ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♥♦✐s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s✐❞❡❜❛♥❞s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝✇ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A0

❛♥❞ ♣♦✇❡r P0 = A2
0 ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱

✶✶✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥s✳ ✭❛✮ ❙❡❝❤✲s❤❛♣❡ s♦❧✐t♦♥ ♣✉❧s❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ✭❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❋❲❍▼✮ ✭❜✮
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✐t♦♥✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s♦❧✐t♦♥✱
❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡s ✐ts❡❧❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡s
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✮

✶✶✺



E(r, t) =
1

2
A0e

❥ΦNL(z) E (x, y, ωc)

P (ωc)
e❥(ωct−βcz). ✭✺✳✻✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❛t ✇✐❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ A0 ❛♥❞ E (x, y, ωc)✳
❲❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t A0 ∈ R✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❧❛t❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ΦNL (z) ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t❤❛t
t❤❡ ✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱

A (z, t) = A0e
❥ΦNL(z), ✭✺✳✻✹✮

✐♥t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❊q✉❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✺✳✹✸✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

ΦNL (z) = −γ |A0|2 z, ✭✺✳✻✺✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞
♣♦✇❡r |A0|2 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ z✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❑❡rr ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❜② ∆β = γ |A0|2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✶✳✶✷✸✮
❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡r❡♦❢✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛♥s❛t③ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✻✸✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✹✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ✐♠♣❧② st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ st❛❜✐❧✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ A (z, t) = A0e
−❥γ|A0|

2z ✇✐❧❧ ❞❡❝❛② ❛♥❞
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✈❛♥✐s❤ ♦r ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ✲
✐♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❥✉st ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ✇❛② ❛s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝✇ s♦❧✉t✐♦♥ A0e

−❥γ|A0|
2z ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

∆A (z, t)✳ ❚❤❡ ❛♥s❛t③ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

A (z, t) = (A0 +∆A (z, t)) e−❥γ|A0|
2z. ✭✺✳✻✻✮

❲❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ∆A (z, t) ❛s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡
♣❤♦t♦♥ t❤❛t ✐s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ z ❛♥❞ t✐♠❡ t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✇❡ ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆A (z, t) ✐♥t♦ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
❊q✳ ✭✺✳✻✻✮ ♦r ♥♦t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❞♦ ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳

❲❡ ✐♥s❡rt ❊q✳ ✭✺✳✻✻✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✺✳✹✸✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❝✇ s✐❣♥❛❧✱ |A (z, t)| ≪ |A0|✱ ✇❡ ♠❛② ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t A0 ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣

❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ΦNL (z) = −γ |A0|2 z✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆A (z, t)✱

∂∆A (z, t)

∂z
= ❥

1

2
β(2)
c

∂2∆A (z, t)

∂t2
− ❥γ |A0|

2
(∆A (z, t) +∆A∗ (z, t)) , ✭✺✳✻✼✮

✇❤❡r❡ ∆A∗ (z, t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ∆A (z, t)✳
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆A (z, t) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ✐ts t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✇ ♣♦✇❡r✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❜❡tt❡r✱ ❧❡t ✉s tr② ❛ t✐♠❡✲ ❛♥❞ s♣❛❝❡✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥s❛t③ ∆A (z, t) ❢♦r ❛ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
❊q✳ ✭✺✳✻✼✮✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s Ω ❛♥❞ −Ω ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥s❛t③✱

∆A (z, t) = C1e
❥(Ωt−Kz) + C2e

✲❥(Ωt−Kz), ✭✺✳✻✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ∆A (z, t) ✐s ❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ A (z, t)✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ±Ω ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs

✶✶✻



±K ❞❡♥♦t❡ ♦♥❧② t❤❡ ♦✛s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ωc ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r βc✳
■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✻✽✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✺✳✻✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t✇♦ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s C1

❛♥❞ C2✱

(
−K + 1

2Ω
2β

(2)
c + γ |A0|

2
γ |A0|

2

γ |A0|
2

K + 1
2Ω

2β
(2)
c + γ |A0|

2

)(
C1

C2

)
=

(
0
0

)
. ✭✺✳✻✾✮

◆♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①✐st ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ 2× 2✲♠❛tr✐① ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✛s❡t ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝❤❛♥❣❡ K✱

K = ±

√(
1

2
Ω2β

(2)
c

)2

+Ω2β
(2)
c γ |A0|

2
. ✭✺✳✼✵✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❢❡r t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✉♣✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱

β
(2)
c > 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ r❡❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r K ∈ R✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡t Ω

❛♥❞ ♣♦✇❡r |A0|
2
♦❢ t❤❡ ❝✇ ♣✉♠♣ ✇❛✈❡ ❛r❡✳ ❆ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ✇✐❧❧

❤❡♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✇ ♣✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❋♦r r❡❛❧ ✜❜❡rs ✇✐t❤
♥♦♥③❡r♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
✈❛♥✐s❤ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✇ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❤❡♥❝❡ st❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❋♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ β
(2)
c < 0✱ t❤✐♥❣s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ K ❜❡❝♦♠❡s

♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡ts✱

|Ω| < Ωg =

√
4γ |A0|

2

β
(2)
c

. ✭✺✳✼✶✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r②✱

K = ±❥
1

2
β(2)
c Ω

√
Ω2

g − Ω2. ✭✺✳✼✷✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤
z✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✇ ♣✉♠♣ ✇❛✈❡ t♦ t✇♦ s✐❞❡❜❛♥❞s t❤❛t ❡♠❡r❣❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ±Ω ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡r❡❜② ❞❡♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❝✇ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❤❡♥❝❡
✉♥st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✇ ♣✉♠♣ ❜r❡❛❦s ✉♣ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r
✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ✭❜✮✳ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦ ❝✇ ♣r♦❜❡
✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ✭❝✮✳

●❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❞❡✲
❜❛♥❞s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✻✽✮ ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡s ❛s exp (❥ (Ωt−Kz))✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❣❛✐♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r
❜② g (Ω) = 2■♠ {K}✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡❜❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s exp (−❥ (Ωt−Kz))✱ ❛♥❞ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② g (Ω) = −2■♠ {K}✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✼✷✮✱

g (Ω) =
∣∣∣β(2)

c

∣∣∣Ω
√

Ω2
g − Ω2, ✭✺✳✼✸✮

✶✶✼



❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭❛✮ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❛ str♦♥❣
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲✇❛✈❡ ✭❝✇✮ s✐❣♥❛❧ t♦ s♣❡❝tr❛❧ s✐❞❡❜❛♥❞s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝✇
s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s✳ ✭❜✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
✜❜❡r✳ ✭❝✮ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ tr❛❝❡s ♦❢ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✺✳✼✶✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣
❛ ✇❡❛❦ ❝✇ ♣r♦❜❡ ✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠♣✉❧s❡s
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t✇♦ ♣✉❧s❡
tr❛✐♥s✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❡ ✇❛✈❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✻✱ ✺❪✮

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥
s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❝✇ s✐❣♥❛❧✳ ❆s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✼✸✮✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❣❛✐♥
s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛rr✐❡r✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t r❡❛❧ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❧♦ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦♥❧② ♣❧❛②s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✐♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❜❡r ❧♦ss✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡
❣❛✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❈❲ s✐❣♥❛❧✳ ❆s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❛r✐s❡
❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

✶✶✽



❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲◗ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦r t❤❛t ✏st♦r❡s✑ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜s ❬✷✵✱ ✶✷✱ ✷✶✱ ✶✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ✭❛✮✳ ❆ ❤✐❣❤✲◗ ❑❡rr✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r
✐s ♣✉♠♣❡❞ ❜② ❛ ❝✇ ❧❛s❡r ✇❤✐❝❤ ✐s t✉♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r
♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣✉♠♣ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦✇❡r✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s✳ ●✐✈❡ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
❢♦r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡✲s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✭❋❙❘✮ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ✭❜✮✳ P♦✇❡r ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣ t♦ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞s ❜②
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮✳ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ✭❝✮ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝♦✉♣❧❡ r❡s♦♥❛t♦r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✲❜❛s❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs✱ s✐❧✐❝❛ t♦r♦✐❞ r❡s✲
♦♥❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ r❡s♦♥❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜② ✉❧tr❛✲♣r❡❝✐s✐♦♥ t✉r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤✐♥❣
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖❝t❛✈❡✲s♣❛♥♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐❧✐❝❛ t♦r♦✐❞ r❡s♦♥❛t♦rs✱
✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐t ❧♦✇✲❧♦ss ✇❤✐s♣❡r✐♥❣✲❣❛❧❧❡r② ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤ ◗✲❢❛❝t♦rs✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳

✶✶✾



❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❤✐❣❤✲◗ ❑❡rr✲
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♦♥❛t♦r✳ ✭❛✮ ❙❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r ❑❡rr ❝♦♠❜ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ ❆ ❤✐❣❤✲◗ ❑❡rr✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐❝r♦r❡s✲
♦♥❛t♦r ✐s ♣✉♠♣❡❞ ❜② ❛ ❝✇ ❧❛s❡r ✇❤✐❝❤ ✐s t✉♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆❜♦✈❡ ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣✉♠♣ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s✳ ✭❜✮
Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ P♦✇❡r ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣ t♦ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞s
❜② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✭❋❙❘✮ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r✳ ✭❝✮ ❉✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✲❜❛s❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs✱ s✐❧✐❝❛ t♦r♦✐❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ r❡s♦♥❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜②
✉❧tr❛✲♣r❡❝✐s✐♦♥ t✉r♥✐♥❣✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✻❪✮

✶✷✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❝t❛✈❡✲s♣❛♥♥✐♥❣ ❑❡rr ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜s ✐♥ ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣✲❣❛❧❧❡r②
♠♦❞❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ✭❛✮ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣s ✭❙❊▼✮ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣✲❣❛❧❧❡r② ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜② ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ r❡✢♦✇
♦❢ s✐❧✐❝❛ ❞✐s❝ r❡s♦♥t♦r✳ ✭❜✮ ❘❡❝♦r❞❡❞ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr✉♠✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ♦❝t❛✈❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✻❪✮

✶✷✶



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s

❆✳✶ ❚✐♠❡✲ ❛♥❞ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐t✐❡s

■❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✱ t ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s u(t)✱ v(t)✱ ❛♥❞ h(t) ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱

❛♥❞ ũ(ω)✱ ṽ(ω)✱ ❛♥❞ h̃(ω) ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝tr❛✳

❆✳✶✳✶ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
Ft {u(t)}✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ F−1

ω {ũ(ω)} r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ũ(ω) ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ω✱

Ft {u(t)} = ũ(ω) =

+∞
ˆ

−∞

u(t) e− jωt dt✱ ✭❆✳✶✮

F−1
ω {ũ(ω)} = u(t) =

1

2π

+∞
ˆ

−∞

ũ(ω) e jωt dω✳ ✭❆✳✷✮

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ t ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ω ✐s ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❆✳✷ ❱❡❝t♦r ❝❛❧❝✉❧✉s

❆✳✷✳✶ ❚❤❡ ◆❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r

●r❛❞✐❡♥t

∇ψ = gradψ =



∂x
∂y
∂z


ψ =



∂xψ
∂yψ
∂zψ


 ✭❆✳✸✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇e− j❦·r = − j❦e− j❦·r

✶✷✷



❈✉r❧

∇×❆ = rot❆ =



∂x
∂y
∂z


×



Ax

Ay

Az


 =



∂yAz − ∂zAy

∂zAx − ∂xAz

∂xAy − ∂yAx


 ✭❆✳✹✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇×❆0e
− j❦·r = − j❦×❆0e

− j❦·r

❉✐✈❡r❣❡♥❝❡

∇ ·❆ = div❆ =



∂x
∂y
∂z


 ·



Ax

Ay

Az


 = ∂xAx + ∂yAy + ∂zAz ✭❆✳✺✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇ ·❆0e
− j❦·r = − j❦ ·❆0e

− j❦·r

▲❛♣❧❛❝✐❛♥

∇2❆ = △❆ =
(
∂2x + ∂2y + ∂2z

)


Ax

Ay

Az


 =




(
∂2x + ∂2y + ∂2z

)
Ax(

∂2x + ∂2y + ∂2z
)
Ay(

∂2x + ∂2y + ∂2z
)
Az


 ✭❆✳✻✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇2❆0e
− j❦·r = (− j)2(❦ · ❦)❆0e

− j❦·r

❆✳✷✳✷ ❇❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs

❆ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ ❜❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❇❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✹❪✮

✶✷✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ P♦❧②t❡❝ ♦♥❧✐♥❡ t✉t♦r✐❛❧s✳

❬✷❪ ❚✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭♣♣❧♥✮✳

❬✸❪ ●✳ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❋✐❜❡r ❖♣t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✶✳

❬✹❪ ●♦✈✐♥❞ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✳ ❋✐❜❡r✲♦♣t✐❝ ❝♦♠♠✉♥❝❛t✐♦♥s s②st❡♠s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✷✳

❬✺❪ ●♦✈✐♥❞ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❋✐❜❡r ❖♣t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✷✵✶✸✳

❬✻❪ ◆✳ ❲✳ ❆s❤r❝♦❢t ❛♥❞ ◆✳ ❉✳ ▼❡r♠✐♥✳ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ P❤②s✐❝s✳ ❚❤♦♠s♦♥ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ■♥❝✳✱ ✶✾✼✻✳

❬✼❪ ◆✳ ❇❧♦❡♠❜❡r❣❡♥✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② ♣✉❜✳ ❘❡❛❞✐♥❣ ▼❛ss✳✿ ❲✳❆✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ✭✶✾✻✺✮✱
❘❡♣r✐♥t✿ ❆❞❞✐s♦♥ ❛♥❞ ❲❡s❧❡②✱ ❘❡❞✇♦♦❞ ❈✐t②✱ ✶✾✾✷✳

❬✽❪ ▼✳ ❇♦r♥ ❛♥❞ ❊✳ ❲♦❧❢✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❖♣t✐❝s✳ P❡r❣❛♠♦♥ Pr❡ss✱ ✻ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✸✳

❬✾❪ ❘✳ ❲✳ ❇♦②❞✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵❪ ❘✳❲✳ ❇♦②❞✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✷✳

❬✶✶❪ P✳◆✳ ❇✉t❝❤❡r ❛♥❞ ❉✳ ❈♦tt❡r✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✷❪ P✳ ❉❡❧✬❍❛②❡✱ ❆✳ ❙❝❤❧✐❡ss❡r✱ ❖✳ ❆r❝✐③❡t✱ ❚✳ ❲✐❧❦❡♥✱ ❘✳ ❍♦❧③✇❛rt❤✱ ❛♥❞ ❚✳ ❏✳ ❑✐♣♣❡♥❜❡r❣✳ ❖♣✲
t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✺✵✭✼✶✼✸✮✿✶✷✶✹✕
✶✷✶✼✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✼✳

❬✶✸❪ ❱✳●✳ ❉♠✐tr✐❡✈✱ ●✳●✳ ●✉r③❛❞②❛♥✱ ❛♥❞ ❉✳◆✳ ◆✐❦♦❣♦s②❛♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝❛❧ ❈r②s✲
t❛❧s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✸ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✹❪ ●✳ ●r❛✉ ❛♥❞ ❲✳ ❋r❡✉❞❡✳ ❖♣t✐s❝❤❡ ◆❛❝❤r✐❝❤t❡♥t❡❝❤♥✐❦✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✺❪ ❆❧❡① ❍❛②❛t✱ P❛✈❡❧ ●✐♥③❜✉r❣✱ ❛♥❞ ▼❡✐r ❖r❡♥st❡✐♥✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ◆❛t P❤♦t♦♥✱ ✷✭✹✮✿✷✸✽✕✷✹✶✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✽✳

❬✶✻❪ ❚✳ ❍❡rr✱ ❑✳ ❍❛rt✐♥❣❡r✱ ❏✳ ❨✳ ❘✐❡♠❡♥s❜❡r❣❡r✱ ❈✳ ❲❛♥❣✱ ❊✳ ●❛✈❛rt✐♥✱ ❘✳ ▲✳ ❍♦❧③✇❛rt❤✱ ▼✳ ❏✳
●♦r♦❞❡ts❦②✱ ❛♥❞ ❚✳ ❑✐♣♣❡♥❜❡r❣✳ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❦❡rr✲❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠❜s ✐♥ ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦rs✳ ◆❛t P❤♦t♦♥✱ ✻✭✼✮✿✹✽✵✕✹✽✼✱ ❏✉❧② ✷✵✶✷✳

❬✶✼❪ ❑✳ ■✐③✉❦❛✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✶ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✽❪ ❑✳ ■✐③✉❦❛✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✶ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✾❪ ❏✳ ❉✳ ❏❛❝❦s♦♥✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❊❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✽✳

❬✷✵❪ ❚✳ ❏✳ ❑✐♣♣❡♥❜❡r❣✱ ❘✳ ❍♦❧③✇❛rt❤✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ❉✐❞❞❛♠s✳ ▼✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠❜s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✸✷✭✻✵✷✾✮✿✺✺✺✕✺✺✾✱ ✷✵✶✶✳
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