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1. Rabi-Oszillationen (6 Punkte)

Wir betrachten ein Spin-1/2 Teilchen in einem statischen Feld Bpé, und einem zusétzlichen
Wechselfeld, beschrieben durch den Hamilton-Operator
hw 1
H(t) = —7002 + ihﬁgg) [0 cos(wt + @) — oy sin(wt + ¢)] (1)
wobei wir annehmen, dass w = wy. Wir definieren die Eigenzustdnde des Operators o, als
|[+) und |-), mit o, |[£) = £ |£).

(a) Transformieren sie die Schréodinger Gleichung mit der unitdren Transformation |¥) =
U(t) |¥'), mit U(t) = e“?=!/2. Hierbei ist |¥) die Wellenfunktion im stationiren und |¥’)
die Wellenfunktion im rotierenden Bezugssystem. Die Relation UT ()0 U(t) = opeTiwt
kann direkt verwendet werden. Finden sie den nun zeitunabhéngigen Hamilton-Operator,
der die Zeitentwicklung des Teilchen in dem rotierenden Bezugssystem beschreibt.

(b) Das Spin-1/2 Teilchen ist zum Zeitpunkt ¢t = 0 im Zustand
(W(t=0))=[+). (2)

Berechnen sie nun die Zeitentwicklung des Zustandes |[¥') = UT(¢)|¥). D.h. berechnen
sie die Zeitentwicklung des Zustandes im rotierenden Bezugssystem.

(c) Berechnen sie nun die Zeitentwicklung des Zustandes |¥) im stationiiren Bezugssystem
fiir den Anfangszustand (2).

2. Giiltigkeit der Rotating-Wave-Approximation (4 Punkte)

In der Vorlesung wurde ein Zweizustandssystem in ein rotiertes Bezugssystem transformiert.
Der Resultierende Hamilton-Operator war gegeben durch

ﬁ(t) — 1 < o1 Jré—m;t) 9(621“’;4— 1) > )

Bei resonantem Treiben, A = 0, lisst sich dieser rotierte Hamilton-Operator in der Basis

L0y + 1), Jg) = =

&) =75 7

(10) = 1)) (3)

Sl

schreiben als B
H(t) = Hry + Hgo(t), Hpgi = g7». (4)

Hierbei gilt 7.|g) = —l|g), T:le) = |e).
(a) Finden Sie den zeitabhéngigen Teil des Hamilton-Operators Hps(t) in der Basis von |g)
und |e).

(b) Finden Sie in niedrigster Ordnung einer zeitabhingigen Stérungstheorie die Korrekturen
zum Zustand |g) durch den Stérhamilton-Operator Hpgs(t). Verwenden Sie dazu den
Ansatz

W)> _ “g> + ale2iwt|g> + b162iwt|e> + a71€—2iwt‘g> + b,16_2Mt|e>] eigt/2' (5)

Setzen Sie |¢) in die Schrédingergleichung ein und projizieren Sie nacheinander auf (g|
und (e|. Um die Zeitabhiingigkeit zu entfernen, multiplizieren Sie dann mit e~2** und
integrieren Sie {iber ¢ von 0 bis m/w.



3. Bewegungsgleichung der Dichtematrix (4 Punkte)
Betrachten wir nun 2 gekoppelte Spin-1/2 Teilchen,

hw hw
H= 710; + 7203 +hg(clo? +ola?). (6)

Die ersten beiden Terme des Hamilton-Operators haben die Eigenzusténde |01, 02) = |01) ®
|o2), wobei 0;/2 lo1/2) = d1/2|01/2), 0172 = £. In dieser Basis hat die Dichtematrix p die
Elemente p(g,4.,)(o0;) = (0102|p|0}0%). Die Bewegungsgleichung der Dichtematrix ist durch
die Liouville-Gleichung gegeben:

ihp = [H, ). (7)

Schreiben sie die Bewegungsgleichung fiir die Elemente p(s,0,)(004) €xplizit aus

. 1
Porooiay) = 7 D (Horo) @100 P@102)(0t0h) — Ploran)eron Haa)otay)- (8)
(6162)
Berechnen sie dazu die Matrixelemente des Hamilton-Operators H s, 0,) (s 0;) = (0102|H |07 0%)
und danach die Summe iiber &1 und 7.

4. Dephasierung durch Wechelwirkung mit Bad (6 Punkte)
Betrachten wir ein Spin-1/2-System, das an einen harmonischen Oszillator (oder eine Mode
des Strahlungsfeldes) durch o, gekoppelt ist:

hw
H= TOO'Z + hwa'a 4 o.hg(a® + a) (9)

(a) Transformieren Sie den Hamilton-Operator mit Hilfe eines Verschiebeoperators: H' =
Dt (o,a)HD(c,a), wobei D(c,a) = eo=(aa’=a"a)  7eioen Sie, dass durch die Wahl
a = a* = —(g/w), der Kopplungsterm in dem transformierten Hamilton-Operator ver-
schwindet. Hier sollte man sich aber erinnern, dass durch die Transformation auch die
Basis der Zustidnde geindert wurde. Durch die Transformation zwischen den Basen wer-
den die Zusténde verschrénkt. Driicken Sie den Zeitentwicklungsoperator in der alten

Basis durch den Zeitentwicklungsoperator in der neuen Basis (e_%H /t) und den Ver-
schiebeoperator D(o,«a) aus.

(b) Nehmen wir an, das am Zeitpunkt t=0 das System durch eine faktorisierte Dichtematrix
dargestellt wird, p(0) = p* ® p®. Hier ist p® die Dichtematrix des Spins mit Elementen
ps., und p* die Dichtematrix des Strahlungsfeldes. Wir nehmen weiter an, dass das
Strahlungsfeld im Grundzustand ist: p® = |0) (0|. Benutzen sie den Zeitentwicklungsope-
rator von Aufgabenteil (a) und spuren sie iiber das Strahlungsfeld, um die zeitabhéingige
reduzierte Dichtematrix zu bekommen: p™¢(t) = Tr,(p(t)) = Tro(U(t)poUT (t)) wobei
Tro(...) = >, (n],,,|n). Zeigen sie, dass die diagonalen Elemente, py,, der reduzier-
ten Dichtematrix fiir Zeiten ¢ > 0 erhalten bleiben, d.h. pi¢d(t) = p3, und dass die

oo
nicht-diagonalen Elemente (Kohérenzen) wie folgt modifiziert werden

pEd () = et gt (10)
mit y(t) = (2g/w)?(1 — cos(wt)). Wie veréindert der Vorfaktor e~7®) die Kohirenzen fiir
t < 27 /w und wie fiir t = 27/w?
(c) Die Berechnung fiir viele Moden verlduft analog und ergibt fiir die Kohérenzen

Pt (t) = ementem DO a

wobei die 75 (t) dieselbe Form haben wie (t) aber mit ¢ — g und w — wy. Um ein
Gefiihl dafiir zu bekommen was passiert, analysieren sie erst den Fall von zwei Moden
k = 1,2 mit w; # ws. Definieren sie danach J(w):

J(w) =21 gid(w — wy) (12)
k

und zeigen sie durch die Substitution x = wt, dass fiir lange Zeiten die Kohérenzen eine
exponentielle Abhéngigkeit von t bekommen:

pied =e ot . T'=J(0) (13)
Hierfiir brauchen sie das Integral fooo dz(1 — cos(z))/a? = 7/2



