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1. Rabi-Oszillationen
(a) Die Zeitentwicklung des Teilchens wird beschrieben durch die Schrédingergleichung,

ihS W) =H(t) |¥) , mit

H(t) = — %UZ + %mg) (02 cos(wt + ) — o, sin(wt + ¢)] (1)

Wir schreiben den zeitabhéngigen Teil des Hamilton-Operators um
0z cos(wt + @) — oy sin(wt + ¢) = o, W) L g emiwite @)

Eine beliebige zeitabhéingige unitire Transformation U(t) ergibt die Schrodinger Glei-
chung,

ihZ W)y = [UTN () H)U(t) —ihUT () ZU(¢)] V). (3)

iwo,t/2

Fiir diese Aufgabe nutzen wir U(t) = e . Daraus folgt

Fuw

—ihUN () U (t) = - = (4)
Damit ergibt sich die Schréodinger Gleichung
ih% o) =H"|V), H' = %QSS) [0+ei¢ + cr_e*i‘;s] . (5)

(b) Das Spin-1/2 Teilchen ist zum Zeitpunkt ¢t = 0 im Zustand

im stationaren Bezugssystem. Da allerdings gilt
(W (0)) =U(0) [¥'(0)) = [¥'(0)), (7)

ist dies auch der Initialzustand im rotierenden Bezugssystem. Wir berechnen nun die
Zeitentwicklung von |¥/(¢)) mit dem Hamilton-Operator H'. Der Zeitentwicklungsope-
rator ist gegeben durch

Ur(t) =exp|—iH't/h] = 1cos(QSg)t/2) - isin(Qgg)t/Q)(J+ei¢ +o_e ')
B cos(Qg)t/Z) —i Sin(Qg)tﬂ)eM’ (8)
~\—isin(@Qt/2)e¢ cos(QW/2)
p _ COS(Q(O)t/Z) —i Sin(Q(O)t/2)ei¢ 1
U700 = <—i sin(QgI%t/Q)e*w cos(QI(IE)t/Z) (0>
cos(QW
(L )
R

(c) Die Wellenfunktion kann im rotierenden Bezugssystem geschrieben werden in der Form

W/ (1)) = cos(QW1/2) |+) — i sin(Q/2)e ™ |—) . (10)



Die Riicktransformation ist gegeben durch
(W(t) =U(t)|¥'(t)). (11)
Daraus folgt

W(1)) = cos(QW1/2)e™/? |4+) — isin(Q) /2)e e t/2 | ) (12)

1. Giiltigkeit der Rotating-Wave-Approximation

(a)

(b)

Der zu rotierende Hamilton-Operator hat die Form

Hpa(t) = g (2%t + e 25 )

Wir benétigen

(glo+lg) :—? (glo_lg) =—§,
losle) = L lglole) =-1
(elotlg) =2 (elo-lg) = 7
(eloyle) = 3, (elo—le) = 3.

Aus den linken vier Gleichungen erhalten wir die Struktur

1 1 -1 1 .
5 1 -1 = 5 (TZ - ,LTy)a

die rechten vier Gleichungen liefern

1 1 1 1 .
sl o1 )= §(TZ+ZTy).

Daraus folgt als Form fiir den rotierten Hamilton-Operator in der Basis der Zustédnde
lg) und [e)

Hps(t) = $62* (7. = im,) + S (1, + i)

Der Ansatz fiir den Zustand in erster Ordnung Stérungstheorie war auf dem Aufgaben-
blatt gegeben durch

) = Hg> + ale2iwt|g> + b162iwt|e> + a,1€_2iwt‘g> + b,1€_2iwq€>] eigt/2.
Dieser Zustand wird jetzt in die Schrodinger-Gleichung

i0|yh) = Hr[)

eingesetzt. Um den Koeffizienten a; zu bestimmen, multiplizieren wir die Schrodinger-
Gleichung mit e~2**¢~%9t/2 durch und projizieren (g| von links auf die Gleichung. Dies
resultiert in

Z»e—inte—igt/2<g|at|w> _ e—Ziwte—igt/2<g|HR|,(/}>7

wobei Hg der volle, rotierte Hamilton-Operator ist. Jetzt wird {iber ¢ von 0 bis 7/w
integriert und wir erhalten auf der linken Seite

T/ w ) )
i / dt o219 (glay]) = —ar (47 1 2x).
0 2w

Auf der rechten Seite wirkt Hp auf [¢), wobei beachtet werden muss, dass wir Stérungs-
theorie betreiben. Dies bedeutet, dass Hgo(t) lediglich auf den Anteil |g) von |¢) wirkt,
und Hg; auf den kompletten Zustand |¢). Terme proportional zu Hpa(t)(|1) — |g)e9?/?)
sind von mindestens zweiter Ordnung in der Stérung und tragen nicht zur ersten Ord-
nung bei. Wir finden auf der rechten Seite

m/w , - T aigm
/ dtef2zwtefzgt/2<g|HR‘w> — _gi _ 19 )
0



Hieraus resultiert fiir den ersten Koeffizienten

g

a; = —.
8w

Um den Koeflizienten a_; zu bestimmen, wird die obige Rechnung wiederholt, jedoch
die Schrédinger-Gleichung mit et2“! durchmultipliziert. Um die Koeffizienten b; und
b_1 zu bestimmen, ist die Rechnung analog, die Schrédinger-Gleichung wird lediglich
auf den Zustand (e| projiziert. Wir finden

a1 = —i.
8w
bl = J )
4(g + 2w)
b= — I
4(—g + 2w)

Die vier berechneten Amplituden fiir die Zustandskorrekturen in erster Ordnung Stérungs-
theorie in Hpa(t) sind alle proportional zu £. Fiir g < w ist die RWA also eine zuléssige
Naherung.

3. Bewegungsgleichung der Dichtematrix

Die benétigten Matrixelemente des Hamilton-Operators sind

huw huw
(o109|H|o102) 20171 +U2727
<015'1|H|5'101> :hg (13)

wobei ein Balken iiber dem ¢ das andere Vorzeichen bedeutet. Damit ergeben sich die Be-
wegungsgleichungen fiir die einzelnen Matrixelemente der Dichtematrix

iP(++)(++) =0

WP+)(+-) ZW2P(+4) (+-) ~ IP(++4)(—+)
P(44)(—+) TWLP(+4)(—+) ~ IP(++)(+-)
P(++)(——) =(W1+w2)p44)(—-)

W= (+4) ZIP(—)(++) ~ W2P(+-)(++)
WPy (+-) =IP(—+)(+-) ~ P-)(—+)
() (—+) =W1 = w2)p—)(—+) T 9P (—+) — P+-)(+-))
WP+=)(==) =IP(—+)(——) T W1P(+-)(—-)

WP(—4+)(++) ZIP(+=)(++) ~ WIP(=+)(++)
(=) (+-) =1 +w2)P( ) (—+) + 9Py () + P+-) ()
i) (—+) =IOy (1) — P~ (+)
WP(—4) (=) =IP(+-)(——) T W2P(—+)(—-)

Py (4+) =~ (W1 + w2)p(——)(+4)

(== (+-) = = WIP(==)(+-) ~ IP(—=)(—+)

Wh(==)(—+) =~ W2P(==)(—=+) T IP(==)(+-)

1h(——)(--) =0 (14)

4. Dephasierung durch Wechselwirkung mit einem Bad

Betrachten wir ein Spin-1/2 System das an einen harmonischen Oszillator (oder eine Mode
eines Strahlungsfeldes) durch o, gekoppelt ist:

H="00_ 4 hwa'a+o.hg(a’ + a) (15)



(a) Den transformierten Hamilton-Operator bekommen wir in denm wir die Eigenschaften
Dt(c.a)a'D(c.a) = a' + o.a* und Df(c.a)aD(0.a) = a + 0.« benutzen:

H' =D'(a0,)HD(ao) (16)
:%az + hwD'(ao.)a'D(0,a) D (0.a)aD(0.a) (17)

+ 0.1g[D'(0.0)aD(0-0) + D' (6.0)a' D(0.0)] (18)

=M 5, + hwa'a + (a*hw + hg)o.a + (ahw + hg)o.a® + hw|al? + hg(a + a*). (19)

Mit der Wahl o = a* = —(g/w) bekommen wir
H' =05, + hwa'a — hg (2). (20)

Y
Der Zeitentwicklungsoperator ist in dieser Basis e mt In der alten Basis haben wir
dann:

U(t) = D(o.a)e 77Dl (0.0), a=-2 (21)

(b) Die Dichtematrix fiir t = 0ist pg = p*®p®, wobei p® =" __, p% . |o) (¢| und p* = |0) (0.
Das Tensorprodukt ist dann:

Po = chsra’ |Jv 0> <0J7 0| . (22)

Dann ist die Dichtematrix fir ¢ > 0:

p(t) =Ut)poUT(t) =D 5 U(1)]0,0) (o, 0] UT(2). (23)

oo’

Und die reduzierte Dichtematrix

pe(E) = Tra[U0)poU ()] = 3 (U (D) (1)) (24)

n

Nehmen wir die Elemente:

P (t) = (ol Do’y =D D Pangm (o,n|U)]0",0) (", 0UT ()]0, n),  (25)

n oo’

und notieren, dass es allgemein gilt, dass fiir eine Funktion F(c.,a', a) nur die diagonalen
Elemente (mit bezug auf den Spin) ungleich null sind:

(o,n|F(c,, aT,a)\a’,n ) = 050 (n|F (0, a',a)n’ ). (26)

Wir haben dann (o, n|U(t)|0”,0) = 050 (n|U,(¢)|0) und (", 0|UT (t)|0", n) = Sgr o0 <O|U;/(t)|n>
mit

U,(t) = D(ao)e 57" Dl (a0), H, = 05 + hwala — hg (£), (27)

und fiir die Elemente

Pret(t) =p5er > (n|Us (£)]0) (O|TUL, (£)|n) (28)
_p(ra" O‘UT Z|n ’I’L‘U > (29)
=050 (0|UL ()U,(1)]0) . (30)

Ted

Da Ul (t)U. ( ) = 1 haben wir fiir die diagonalen Elemente (o = o) pL%(t) = p5, und
fir o =+,0" =

UL (UL (t) = e ™! D(—a)e @ DT (—a) D(a)e~ " 2 Dl (a). (31)



Benutzen wir die Eigenschaften Df(—a) = D(«) und D(a)D(a) = D(2a) haben wir

UL (UL (1) = e ™' D(—a) e aD(2a)e~ "2 Di(q). (32)

D(2cetwt)

1
Dann, mit der etwas allgemeineren Eigenschaft D(a)D(8) = €2(*# =) D(a + B), be-
kommen wir

UL (1)U () =~ D(~a) D(2a¢™") D(~a) (33)
=e ' D(—a)D(20e™" — o) 5@ (34)
— o0 D (206t — 2q) i sin(wt) o ~2iasin(wt) (35)
=e Wt D(2a(e™t - 1)). (36)

Alles in allem haben wir dann
P (t) =pi_ (O[UL (U4 (1)]0) = p5_e™ ™" (0] D(2a(e™" - 1))|0) (37)
:p+7e—iwot€—2a2|ei“’t—1| (38)
:pi_efiw0t674a2(17cos(wt)) (39)

mit @« = —g/w. In der zweiten Gleichung haben wir die Eigenschaft (0|D(5)[0) = (0|38) =
1
¢~ 21 benutzt. Definieren wir Y(t) = (29/w)?(1 — cos(wt)) haben wir dann

p:_ed( ) _ pi_efiwgteffy(t). (40)

Fiir t < 27/w konnen wir den Exponenten entwickeln wie v(t) ~ 2(gt)?, d.h. die
Kohiirenzen nehmen ab wic p% (t) & e~#ote2(9° ps . Das sicht fast wie Dekohiirenz
aus, aber die Funktion ~(¢) ist periodisch und bei ¢t = 27 /w gehen die Kohérenzen wie-
der zu ihrem urspriinglichen Wert zuriick (bis auf einen Phasenfaktor), p¢? (27 /w) =

€_Mpfr, .
(c) Wiederholen wir die Berechnung fiir viele Moden
=0, + > hwgalax + 02 Y hg(ay + ar) (41)
2 k * k *

haben wir (die Berechnung verlauft analog)

—(t =Yk (¢ 2 i
e He (t) — exp [_ Z (5:) (1- cos(wkt)‘| (42)

k k

Definieren wir jetzt die Funktion J(w):
w) =21 gro(w — wy) (43)
k

so kénnen wir den Exponenten umschreiben als

42 — oo “”“t) —4 / T ot (44)

2r w?
Durch die Substitution z = wt haben wir
1-— 1-— 2 > 1-—
4/ dw J(w) cozs(wt) _ 4/ dx dz , ( ) cos(x) _ —t/ duJ <§> cos(x).
(45)

Fiir lange Zeiten bekommen wir:

Tt 1= 2 50) /OO de—2) _ (0). (46)
0
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Abbildung 1: Links: eine Mode (e~7(!)). Wir sehen eine periodische Modulierung der Kohiirenzen.
Rechts: Zwei Moden. die gestrichelten Linien stellen die Beitrége der individuellen Moden dar
(e=® und e=72®) und die volle Line stellen den Gesamtbeitrag dar (e=7(®e=72()). Hier
sehen wir eine quasiperiodische Modulierung der Kohérenzen. Wenn die Anzahl der Moden zur
Unendlichkeit geht, geht die Periode auch in Richtung Unendlich.

Der Grund fiir die irreversible Dephasierung wenn das System mit einem kontinuirlichen
Bad von Moden gekoppelt ist (im Gegensatz zu wenigen diskreten Moden) ist, dass das
System mit unendlich vielen Freiheitsgraden verschrénkt wird und die Phaseninforma-
tion iiber einen sehr grofien Hilbert-Raum verteilt ist (und wir sind nur an einem Teil
dieses Hilbert-Raums - dem Spin- interessiert).



