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1. Rabi-Oszillationen

(a) Die Zeitentwicklung des Teilchens wird beschrieben durch die Schrödingergleichung,

i~ ∂
∂t |Ψ〉 =H(t) |Ψ〉 ,mit

H(t) =− ~ω0

2
σz +

1

2
~Ω

(0)
R [σx cos(ωt+ φ)− σy sin(ωt+ φ)] (1)

Wir schreiben den zeitabhängigen Teil des Hamilton-Operators um

σx cos(ωt+ φ)− σy sin(ωt+ φ) = σ+e
i(ωt+φ) + σ−e

−i(ωt+φ (2)

Eine beliebige zeitabhängige unitäre Transformation U(t) ergibt die Schrödinger Glei-
chung,

i~ ∂
∂t |Ψ

′〉 =
[
U†(t)H(t)U(t)− i~U†(t) ∂∂tU(t)

]
|Ψ′〉 . (3)

Für diese Aufgabe nutzen wir U(t) = eiωσzt/2. Daraus folgt

−i~U†(t)U̇(t) =
~ω
2
σz. (4)

Damit ergibt sich die Schröodinger Gleichung

i~ ∂
∂t |Ψ

′〉 = H ′ |Ψ′〉 , H ′ = ~
2 Ω

(0)
R

[
σ+e

iφ + σ−e
−iφ] . (5)

(b) Das Spin-1/2 Teilchen ist zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand

|Ψ(t = 0)〉 =

(
1
0

)
(6)

im stationären Bezugssystem. Da allerdings gilt

|Ψ(0)〉 = U(0) |Ψ′(0)〉 = |Ψ′(0)〉 , (7)

ist dies auch der Initialzustand im rotierenden Bezugssystem. Wir berechnen nun die
Zeitentwicklung von |Ψ′(t)〉 mit dem Hamilton-Operator H ′. Der Zeitentwicklungsope-
rator ist gegeben durch

UR(t) = exp[−iH ′ t/~] = 1 cos(Ω
(0)
R t/2)− i sin(Ω

(0)
R t/2)(σ+e

iφ + σ−e
−iφ)

=

(
cos(Ω

(0)
R t/2) −i sin(Ω

(0)
R t/2)eiφ

−i sin(Ω
(0)
R t/2)e−iφ cos(Ω

(0)
R t/2)

)
(8)

UR(t) |Ψ′(0)〉 =

(
cos(Ω

(0)
R t/2) −i sin(Ω

(0)
R t/2)eiφ

−i sin(Ω
(0)
R t/2)e−iφ cos(Ω

(0)
R t/2)

)(
1
0

)

=

(
cos(Ω

(0)
R t/2)

−i sin(Ω
(0)
R t/2)e−iφ

)
= |Ψ′(t)〉 (9)

(c) Die Wellenfunktion kann im rotierenden Bezugssystem geschrieben werden in der Form

|Ψ′(t)〉 = cos(Ω
(0)
R t/2) |+〉 − i sin(Ω

(0)
R t/2)e−iφ |−〉 . (10)



Die Rücktransformation ist gegeben durch

|Ψ(t)〉 = U(t) |Ψ′(t)〉 . (11)

Daraus folgt

|Ψ(t)〉 = cos(Ω
(0)
R t/2)eiωt/2 |+〉 − i sin(Ω

(0)
R t/2)e−iφe−iωt/2 |−〉 (12)

1. Gültigkeit der Rotating-Wave-Approximation

(a) Der zu rotierende Hamilton-Operator hat die Form

H̃R2(t) =
g

2

(
e2iωtσ+ + e−2iωtσ−

)
Wir benötigen

〈g|σ+|g〉 = − 1
2 , 〈g|σ−|g〉 = − 1

2 ,
〈g|σ+|e〉 = 1

2 , 〈g|σ−|e〉 = − 1
2 ,

〈e|σ+|g〉 = − 1
2 , 〈e|σ−|g〉 = 1

2 ,
〈e|σ+|e〉 = 1

2 , 〈e|σ−|e〉 = 1
2 .

Aus den linken vier Gleichungen erhalten wir die Struktur

1

2

(
1 −1
1 −1

)
=

1

2
(τz − iτy) ,

die rechten vier Gleichungen liefern

1

2

(
1 1
−1 −1

)
=

1

2
(τz + iτy) .

Daraus folgt als Form für den rotierten Hamilton-Operator in der Basis der Zustände
|g〉 und |e〉

HR2(t) =
g

4
e2iωt (τz − iτy) +

g

4
e−2iωt (τz + iτy) .

(b) Der Ansatz für den Zustand in erster Ordnung Störungstheorie war auf dem Aufgaben-
blatt gegeben durch

|ψ〉 =
[
|g〉+ a1e

2iωt|g〉+ b1e
2iωt|e〉+ a−1e

−2iωt|g〉+ b−1e
−2iωt|e〉

]
eigt/2.

Dieser Zustand wird jetzt in die Schrödinger-Gleichung

i∂t|ψ〉 = HR|ψ〉

eingesetzt. Um den Koeffizienten a1 zu bestimmen, multiplizieren wir die Schrödinger-
Gleichung mit e−2iωte−igt/2 durch und projizieren 〈g| von links auf die Gleichung. Dies
resultiert in

ie−2iωte−igt/2〈g|∂t|ψ〉 = e−2iωte−igt/2〈g|HR|ψ〉,

wobei HR der volle, rotierte Hamilton-Operator ist. Jetzt wird über t von 0 bis π/ω
integriert und wir erhalten auf der linken Seite

i

∫ π/ω

0

dt e−2iωte−igt/2〈g|∂t|ψ〉 = −a1

(gπ
2ω

+ 2π
)
.

Auf der rechten Seite wirkt HR auf |ψ〉, wobei beachtet werden muss, dass wir Störungs-
theorie betreiben. Dies bedeutet, dass HR2(t) lediglich auf den Anteil |g〉 von |ψ〉 wirkt,
und HR1 auf den kompletten Zustand |ψ〉. Terme proportional zu HR2(t)(|ψ〉−|g〉eigt/2)
sind von mindestens zweiter Ordnung in der Störung und tragen nicht zur ersten Ord-
nung bei. Wir finden auf der rechten Seite∫ π/ω

0

dte−2iωte−igt/2〈g|HR|ψ〉 = −gπ
4ω
− a1gπ

2ω
.



Hieraus resultiert für den ersten Koeffizienten

a1 =
g

8ω
.

Um den Koeffizienten a−1 zu bestimmen, wird die obige Rechnung wiederholt, jedoch
die Schrödinger-Gleichung mit e+2iωt durchmultipliziert. Um die Koeffizienten b1 und
b−1 zu bestimmen, ist die Rechnung analog, die Schrödinger-Gleichung wird lediglich
auf den Zustand 〈e| projiziert. Wir finden

a−1 = − g

8ω
.

b1 =
g

4(g + 2ω)
,

b−1 =
g

4(−g + 2ω)
.

Die vier berechneten Amplituden für die Zustandskorrekturen in erster Ordnung Störungs-
theorie in HR2(t) sind alle proportional zu g

ω . Für g � ω ist die RWA also eine zulässige
Näherung.

3. Bewegungsgleichung der Dichtematrix

Die benötigten Matrixelemente des Hamilton-Operators sind

〈σ1σ2|H|σ1σ2〉 =σ1
~ω1

2
+ σ2

~ω2

2
,

〈σ1σ̄1|H|σ̄1σ1〉 =~g (13)

wobei ein Balken über dem σ das andere Vorzeichen bedeutet. Damit ergeben sich die Be-
wegungsgleichungen für die einzelnen Matrixelemente der Dichtematrix

iρ̇(++)(++) =0

iρ̇(++)(+−) =ω2ρ(++)(+−) − gρ(++)(−+)

iρ̇(++)(−+) =ω1ρ(++)(−+) − gρ(++)(+−)

iρ̇(++)(−−) =(ω1 + ω2)ρ(++)(−−)

iρ̇(+−)(++) =gρ(−+)(++) − ω2ρ(+−)(++)

iρ̇(+−)(+−) =g(ρ(−+)(+−) − ρ(+−)(−+))

iρ̇(+−)(−+) =(ω1 − ω2)ρ(+−)(−+) + g(ρ(−+)(−+) − ρ(+−)(+−))

iρ̇(+−)(−−) =gρ(−+)(−−) + ω1ρ(+−)(−−)

iρ̇(−+)(++) =gρ(+−)(++) − ω1ρ(−+)(++)

iρ̇(−+)(+−) =(−ω1 + ω2)ρ(+−)(−+) + g(−ρ(−+)(−+) + ρ(+−)(+−))

iρ̇(−+)(−+) =g(ρ(+−)(−+) − ρ(−+)(+−))

iρ̇(−+)(−−) =gρ(+−)(−−) + ω2ρ(−+)(−−)

iρ̇(−−)(++) =− (ω1 + ω2)ρ(−−)(++)

iρ̇(−−)(+−) =− ω1ρ(−−)(+−) − gρ(−−)(−+)

iρ̇(−−)(−+) =− ω2ρ(−−)(−+) − gρ(−−)(+−)

iρ̇(−−)(−−) =0 (14)

4. Dephasierung durch Wechselwirkung mit einem Bad

Betrachten wir ein Spin-1/2 System das an einen harmonischen Oszillator (oder eine Mode
eines Strahlungsfeldes) durch σz gekoppelt ist:

H = ~ω0

2 σz + ~ωa†a+ σz~g(a† + a) (15)



(a) Den transformierten Hamilton-Operator bekommen wir in denm wir die Eigenschaften
D†(σzα)a†D(σzα) = a† + σzα

∗ und D†(σzα)aD(σzα) = a+ σzα benutzen:

H ′ =D†(ασz)HD(ασz) (16)

=~ωo
2 σz + ~ωD†(ασz)a†D(σzα)D†(σzα)aD(σzα) (17)

+ σz~g[D†(σzα)aD(σzα) +D†(σzα)a†D(σzα)] (18)

=~ω
2 σz + ~ωa†a+ (α∗~ω + ~g)σza+ (α~ω + ~g)σza

† + ~ω|α|2 + ~g(α+ α∗). (19)

Mit der Wahl α = α∗ = −(g/ω) bekommen wir

H ′ = ~ω0

2 σz + ~ωa†a− ~g
(
g
ω

)
. (20)

Der Zeitentwicklungsoperator ist in dieser Basis e−
i
~H
′t. In der alten Basis haben wir

dann:

U(t) = D(σzα)e−
i
~H
′tD†(σzα), α = − g

ω (21)

(b) Die Dichtematrix für t = 0 ist ρ0 = ρs⊗ρa, wobei ρs =
∑
σσ′ ρ

s
σσ′ |σ〉 〈σ′| und ρa = |0〉 〈0|.

Das Tensorprodukt ist dann:

ρ0 =
∑
σσ′

ρsσσ′ |σ, 0〉 〈σ′, 0| . (22)

Dann ist die Dichtematrix für t > 0:

ρ(t) = U(t)ρ0U
†(t) =

∑
σσ′

ρsσσ′U(t) |σ, 0〉 〈σ′, 0|U†(t). (23)

Und die reduzierte Dichtematrix

ρred(t) = Tra[U(t)ρ0U
†(t)] =

∑
n

〈n|U(t)ρ0U
†(t)|n〉 . (24)

Nehmen wir die Elemente:

ρredσσ′(t) = 〈σ|ρred(t)|σ′〉 =
∑
n

∑
σ′′σ′′′

ρaσ′′σ′′′ 〈σ, n|U(t)|σ′′, 0〉 〈σ′′′, 0|U†(t)|σ′, n〉 , (25)

und notieren, dass es allgemein gilt, dass für eine Funktion F (σz, a
†, a) nur die diagonalen

Elemente (mit bezug auf den Spin) ungleich null sind:

〈σ, n|F (σz, a
†, a)|σ′, n′〉 = δσσ′ 〈n|F (σ, a†, a)|n′〉 . (26)

Wir haben dann 〈σ, n|U(t)|σ′′, 0〉 = δσσ′′ 〈n|Uσ(t)|0〉 und 〈σ′′′, 0|U†(t)|σ′, n〉 = δσ′′′,σ′ 〈0|U†σ′(t)|n〉
mit

Uσ(t) = D(ασ)e−
i
~HσtD†(ασ), Hσ = ~ω0

2 σ + ~ωa†a− ~g
(
g
ω

)
, (27)

und für die Elemente

ρredσσ′(t) =ρsσσ′
∑
n

〈n|Uσ(t)|0〉 〈0|U†σ′(t)|n〉 (28)

=ρsσσ′ 〈0|U
†
σ′(t)

∑
n

|n〉 〈n|Uσ(t)|0〉 (29)

=ρsσσ′ 〈0|U
†
σ′(t)Uσ(t)|0〉 . (30)

Da U†σ(t)Uσ(t) = 1 haben wir für die diagonalen Elemente (σ = σ′) ρredσσ (t) = ρsσσ und
für σ = +, σ′ = −

U†−(t)U+(t) = e−iω0tD(−α)eiωta
†aD†(−α)D(α)e−iωta

†aD†(α). (31)



Benutzen wir die Eigenschaften D†(−α) = D(α) und D(α)D(α) = D(2α) haben wir

U†−(t)U+(t) = e−iω0tD(−α) eiωta
†aD(2α)e−iωta

†a︸ ︷︷ ︸
D(2αeiωt)

D†(α). (32)

Dann, mit der etwas allgemeineren Eigenschaft D(α)D(β) = e
1
2 (αβ∗−βα∗)D(α+ β), be-

kommen wir

U†−(t)U+(t) =e−iω0tD(−α)D(2αeiωt)D(−α) (33)

=e−iω0tD(−α)D(2αeiωt − α)e2iα sin(ωt) (34)

=e−iω0tD(2αeiωt − 2α)e2iα sin(ωt)e−2iα sin(ωt) (35)

=e−iω0tD(2α(eiωt − 1)). (36)

Alles in allem haben wir dann

ρred+−(t) =ρs+− 〈0|U
†
−(t)U+(t)|0〉 = ρs+−e

−iω0t 〈0|D(2α(eiωt − 1))|0〉 (37)

=ρs+−e
−iω0te−2α2|eiωt−1| (38)

=ρs+−e
−iω0te−4α2(1−cos(ωt)) (39)

mit α = −g/ω. In der zweiten Gleichung haben wir die Eigenschaft 〈0|D(β)|0〉 = 〈0|β〉 =

e−
1
2 |β|

2

benutzt. Definieren wir γ(t) = (2g/ω)2(1− cos(ωt)) haben wir dann

ρred+−(t) = ρs+−e
−iω0te−γ(t). (40)

Für t � 2π/ω können wir den Exponenten entwickeln wie γ(t) ≈ 2(gt)2, d.h. die

Kohärenzen nehmen ab wie ρred+−(t) ≈ e−iω0te−2(gt)2ρs+−. Das sieht fast wie Dekohärenz
aus, aber die Funktion γ(t) ist periodisch und bei t = 2π/ω gehen die Kohärenzen wie-
der zu ihrem ursprünglichen Wert zurück (bis auf einen Phasenfaktor), ρred+−(2π/ω) =
e−iωtρs+−.

(c) Wiederholen wir die Berechnung für viele Moden

H =
~ω0

2
σz +

∑
k

~ωka†kak + σz
∑
k

~gk(a+
k + ak) (41)

haben wir (die Berechnung verläuft analog)

e−γ(t) →
∏
k

e−γk(t) = exp

[
−
∑
k

(
2gk
ωk

)2

(1− cos(ωkt)

]
(42)

Definieren wir jetzt die Funktion J(ω):

J(ω) = 2π
∑
k

g2
kδ(ω − ωk) (43)

so können wir den Exponenten umschreiben als

4
∑
k

g2
k

1− cos(ωkt)

ω2
k

= 4

∫ ∞
0

dω

2π
J(ω)

1− cos(ωt)

ω2
. (44)

Durch die Substitution x = ωt haben wir

4

∫ ∞
0

dω

2π
J(ω)

1− cos(ωt)

ω2
= 4

∫ ∞
0

dx

2πt
J
(x
t

) 1− cos(x)

x2/t2
=

2

π
t

∫ ∞
0

dxJ
(x
t

) 1− cos(x)

x2
.

(45)

Für lange Zeiten bekommen wir:

e−Γt, Γ =
2

π
J(0)

∫ ∞
0

dx
1− cos(x)

x2︸ ︷︷ ︸
π/2

= J(0). (46)



Abbildung 1: Links: eine Mode (e−γ(t)). Wir sehen eine periodische Modulierung der Kohärenzen.
Rechts: Zwei Moden. die gestrichelten Linien stellen die Beiträge der individuellen Moden dar
(e−γ1(t) und e−γ2(t)), und die volle Line stellen den Gesamtbeitrag dar (e−γ1(t)e−γ2(t)). Hier
sehen wir eine quasiperiodische Modulierung der Kohärenzen. Wenn die Anzahl der Moden zur
Unendlichkeit geht, geht die Periode auch in Richtung Unendlich.

Der Grund für die irreversible Dephasierung wenn das System mit einem kontinuirlichen
Bad von Moden gekoppelt ist (im Gegensatz zu wenigen diskreten Moden) ist, dass das
System mit unendlich vielen Freiheitsgraden verschränkt wird und die Phaseninforma-
tion über einen sehr großen Hilbert-Raum verteilt ist (und wir sind nur an einem Teil
dieses Hilbert-Raums - dem Spin- interessiert).


