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1. Klassisches Modell für Dissipation 14 Punkte

(a) (4 Pkt.) Die homogene Lösung erfüllt die homogene DGL

MjẌj +MjΩ
2
jXj = 0 (1)

Daher ist die zweite Ableitung von X
(0)
j (t) zu berechnen

X
(0)
j (t) =Xj(t0) cos[Ωj(t− t0)] +

Ẋj(t0)

Ωj
sin[Ωj(t− t0)] (2)

Ẍ
(0)
j (t) =−Xj(t0) cos[Ωj(t− t0)]Ω2

j −
Ẋj(t0)

Ωj
sin[Ωj(t− t0)]Ω2

j (3)

(4)

Dies erfüllt die obige homogene DGL. Die Ableitungen der speziellen Lösung sind

Xj(t) =
cj

MjΩj

∫ t

t0

dt′ sin[Ωj(t− t′)]x(t′) (5)

Ẋj(t) =
cj

MjΩj
sin(Ωj · 0)x(t) +

cj
MjΩj

∫ t

t0

dt′ cos[Ωj(t− t′)]x(t′)Ωj (6)

Ẍj(t) =
cj
Mj

cos(0)x(t)− cj
MjΩj

∫ t

t0

dt′ sin(Ωj(t− t′))x(t′)Ω2
j (7)

Einsetzen in MjẌj +MjΩ
2
j

(
Xj − cj

MjΩ2
j
x
)

= 0, erfüllt die Gleichung.

(b) (3 Pkt.) Die partielle Integration der Klammer {. . .} liefert

{x(t)− Ωj

∫ t

t0

dt′ sin(Ωj(t− t′))x(t′)} (8)

=x(t)− Ωj

[
1

Ωj
cos(Ωj(t− t′))x(t′)

]t
t′=t0

+ Ωj

∫ t

t0

1

Ωj
cos(Ωj(t− t′))ẋ(t′)dt′ (9)

=x(t)− x(t) +

∫ t

t0

cos(Ωj(t− t′))ẋ(t′)dt′ (10)

=

∫ t

t0

cos(Ωj(t− t′))ẋ(t′)dt′ (11)

Zusammen mit der Summe ergibt dies

∑
j

c2j
MjΩ2

j

{. . .} =
∑
j

c2j
MjΩ2

j

∫ t

t0

cos(Ωj(t− t′))ẋ(t′)dt′ (12)

=

∫ ∞
0

dω
∑
j

c2j
MjΩ2

j

δ(ω − Ωj)

∫ t

t0

cos(Ωj(t− t′))ẋ(t′)dt′ (13)

=

∫ ∞
0

dω
2

π

J(ω)

ω

∫ t

t0

cos(ω(t− t′))ẋ(t′)dt′ (14)



(c) (4 Pkt.) ξ(t) ist gegeben als

ξ(t) =
∑
j

cjX
(0)
j (t) =

∑
j

cjXj(t0) cos[Ωj(t− t0)] +
Ẋj(t0)

Ωj
sin[Ωj(t− t0)] (15)

Daraus folgt direkt für die Erwartungswerte

〈ξ(t)〉 =0 (16)

〈ξ(t)ξ(t′)〉 =
∑
j

c2j [

kT

Ω2
j
Mj︷ ︸︸ ︷

〈X2
j (t0)〉 cos(Ωj(t− t0)) cos(Ωj(t

′ − t0)) (17)

+ 〈Ẋ2
j (t0)〉︸ ︷︷ ︸
kT

MjΩj

sin(Ωj(t− t0)) sin(Ωj(t
′ − t0))] (18)

Die auch denkbaren Cross-Terme mit Sinus und Kosinus sowie mit zwei verschiedenen
Xj sind Null Aufgrund der Relationen 〈Xi(t0)Xj(t0)〉 ∝ δij , 〈Xi(t0)Ẋj(t0)〉 = . . . = 0.
Das Ergebnis lässt sich weiter vereinfachen zu

〈ξ(t)ξ(t′)〉 =
∑
j

c2j
MjΩ2

j

kT (cos(Ωj(t− t0)) cos(Ωj(t
′ − t0)) + sin(Ωj(t− t0)) sin(Ωj(t

′ − t0)))

(19)

=
∑
j

c2j
MjΩ2

j

kT
1

2
cos(Ωj(t− t′)) (20)

=

∫ ∞
0

∑
j

c2j
MjΩ2

j

kTδ(ω − Ωj)
1

2
cos(Ωj(t− t′)) (21)

=

∫ ∞
0

dω
2

π

J(ω)

ω
kT cos(ω(t− t′)) (22)

(d) (3 Pkt.) Aus der Formel vom Aufgabenblatt folgt für Γ(t− t′)

Γ(t− t′) =
1

m

∫ ∞
−∞

dω
2J(ω)

πω
cos(ω(t− t′))Θ(t− t′) (23)

=
γ

π

∫ ∞
−∞

dω cos(ω(t− t′))Θ(t− t′) (24)

=2γΘ(t− t′)δ(t− t′) (25)

= γδ(t− t′). (26)

Mit der Lösung aus Aufgabenteil (c) folgt

〈ξ(t)ξ(t′)〉 =

∫ ∞
0

dω
2

π
mγkT cos(ω(t− t′)) = 2mγkTδ(t− t′) (27)

S(ω) =2

∫
dt 〈ξ(t)ξ(0)〉 e−iωt = 4mγkT (28)

3. Gaußverteilung für mehrere Variablen

(a) (4 Pkt.) Wir betrachten die charakteristische Funktion

φ(λ1, . . . , λM ) = 〈ei
∑M

j=1 λjεj 〉 (29)

Es ergibt sich

φ(λ1, . . . , λM ) =

√
detA

(2π)M/2

∫ ∞
−∞

dMεe−
1
2
∑M

i,j=1 εiAijεj+i
∑M

j=1 λjεj (30)



Zur Berechnung des Integrals wird der Exponent mittels mehrdimensionaler quadrati-
scher Ergänzung umgeschrieben

−1

2

M∑
i,j=1

εiAijεj + i

M∑
j=1

λjεj +
1

2

M∑
i,j=1

λiGijλj −
1

2

M∑
i,j=1

λiGijλj (31)

mit

Gij = [A−1]ij , Aij = Aji, Gij = Gji,

M∑
j=1

AijGjk = δik. (32)

Die ersten drei Summanden können zusammengefasst werden zu

−1

2

M∑
i,j=1

(
εi − i

∑
k

λkGki

)
Aij

(
εj − i

∑
k

Gjkλk

)
= −1

2

M∑
i,j=1

yiAijyj (33)

mit yj = εj − i
∑
kGjkλk. Daraus folgt schließlich

φ(λ1, . . . , λM ) =

√
detA

(2π)M/2

∫ ∞
−∞

dMye−
1
2
∑M

i,j=1 yiAijyj︸ ︷︷ ︸
=1 Normierung ρ

e−
1
2
∑M

i,j=1 λiGijλj (34)

φ(λ1, . . . , λM ) =e−
1
2
∑M

i,j=1 λiGijλj = exp

− 1
2

M∑
i,j=1

λi[A
−1]ijλj

 q.e.d. (35)

(b) (2 Pkt.) Mit Hilfe des Hinweises ergibt sich

〈εi〉 =
1

i

d

dλi
φ(λ1, . . . , λM )

∣∣∣∣
λ1=...=λM=0

= −
M∑
j=1

Gijλj

∣∣∣∣∣∣
λj=0

= 0 (36)

〈εiεj〉 =− d2

dλidλj
φ(λ1, . . . , λM )

∣∣∣∣
λ1=...=λM=0

(37)

=

[
Gijφ(λ1, . . . , λM )−

(∑
n

Ginλn

)(∑
n

Gjnλn

)
φ(λ1, . . . , λM )

]∣∣∣∣∣
λ1=...λM=0

(38)

=Gij (39)

〈εiεjεkεm〉 =
d4

dλidλjdλkdλm
φ(λ1, . . . , λM )

∣∣∣∣
λ1=...=λM=0

= GijGkm +GikGjm +GimGjk

(40)


