hoChog, | 01.09.2013

@m

X Z i
5 2 Reichel
E £¥N ©
s (O] s
) ~

— 3 ;
%&‘f‘&iﬁi‘éﬁzﬁé‘iﬁ% Analyss|, H13
Aufgabe 1

(a) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

i (-1
3/2
=k /242

(b) Fiir welche z € R konvergiert die Potenzreihe

i (—l)k xk ?
oV +1

Aufgabe 2
Berechnen Sie jeweils den angegebenen Grenzwert:

cos(z) — 1

(a) z—0 cosh(z) — 1

(b) lim (IOg(1+(a:3+5)1/7)—%log(Zw))

T—r00

Aufgabe 3
Sei f :[0,1] — R stetig und sei g : [0, 1] — R definiert durch

gz) = f(z)1 - f(z))  firz €[0,1].
Zeigen Sie:
(a) max{g(z):z € [0,1]} existiert.

(b) Im Fall £(0) <0,f(1) > 1 gilt max{g(z) : z € [0,1]} = 1.

Aufgabe 4
Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R eine streng monotone Lipschitz-stetige Funktion mit

Umkehrfunktion f=!: f(I) — I. Zeigen Sie:
(a) f~!ist Lipschitz-stetig < Es existiert ein 6 > 0 mit |f(z) — f(y)| > 8|z — y| fir alle z,y € I.

(b) Ist f~! Lipschitz-stetig und ist f differenzierbar in ¢ € I, dann gilt f/(¢) # 0.
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Aufgabe 5

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen (frn) mit f : [0,1] — R auf punktweise und gleichméBi-

. ge Konvergenz:

(8)  fn(z) = cos((1 + Lyng) fiir « € [0, 1]
(b) falz) = |1 - nz| — nz fir z € [0, 1]

Aufgabe 6
Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die folgenden Abschétzungen:

(a) |tanh(z)—tanh(y)| < |z —y| Vz,yeR

(b) arcsin(z)| < 2L vz € (-1,1)

Aufgabe 7
(a) Berechnen Sie das Integral

3
2
/ e® 23 dz.
1

(b) Untersuchen Sie das folgende uneigentliche Integral auf Konvergenz:

4
/ sinh(t) i@t
0

t2
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Musgerlésung

Aufgabe 1

(a) Nach dem Majorantenkriterium liegt absolute Konvergenz und damit auch Konvergenz vor, denn
fiir alle k£ € N gilt
| (=¥ 1

1
k3/2+2| k3242 T k3/2

und die Rethe 372 | = ist absolut konvergent.

(b) Fiir den Konvergenzradius r der angegebenen Potenzreihe gilt

. limsup § (-1 lims ( L )ﬁ 1
B i —_— = u _— =1,
r k—>oop VE2+1 k—)oop k241

dennﬁggp{ﬁglu‘nd

',_.
l»—l

==

2

o
ko

=1-1=1, limsup1% = 1.

k—o0

ol

= limsup (
k—oo

lim sup (
k—oo

)*(2)

Daher konvergiert die Reihe (absolut) fiir |z| < 1 und sie divergiert fiir |z| > 1.

32

TN

Fir z = 1 folgt die Konvergenz der Reihe aus dem Leibniz-Kriterium, denn ( \/kéﬁ)keN ist

monotone Nullfolge wegen

1 1

< s B+ix2+1 "B k>
VE2+1 7 VI2+1 '
Im Fall £ = —1 divergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium, denn die Reihe > 72, -\/ﬁ
divergiert und
(—1)* (—1)F = 1 1 1
VEZ+1 VEZ+1 ~ VEEF R 2k

Aufgabe 2

(a) Nach dem Satz von Bernoulli-I’Hépital gilt

cos(z) — 1 . —sin(z) . —cos(z) -1
—————— = lim — =lm —— L = =1,
z—0 cosh(z) —1 «—0 sinh(z) 20 cosh(z) 1

(b) Fiir £ — oo gilt aufgrund der Stetigkeit des Logarithmus auf (0, co)

log(1+ (2° + 5)!/7) — 2 log(22) = log(1 + (* + 5)1/7)  log((22)*/")
1+ (z® +5)1/7
=1lo ( (22)3/7 )
1 x3 4+ 5\1/7
((293)3/7 +( (22)3 )")

18z (0 + (%)3/7)
3
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Aufgabe 3

(a) Die Funktion g ist als Produkt auf [0, 1] stetiger Funktionen stetig auf [0, 1], [0, 1] ist kompakt.
Daher besitzt g auf [0, 1] ein Maximum.

(b) Es gilt g(z) < %, denn fiir alle z € [0, 1] ist

9(z) = f(@)(1 ~ f(z)) = —f(2)* + f(z) = —(f(x) - %)2 +

Im Fall f(0) <0, f(1) > 1 existiert nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [0, 1] mit f(§) = § und

somit | s 1
9O =FOU-FE)=55=7
Daher ist in diesem Fall 1
Y=

Aufgabe 4  f Lipschitz-stetig braucht man nicht.
(a) ”=": Sei zunéchst f~! Lipschitz-stetig auf f(I). Dann existiert ein M > 0 mit
[f7He) = B < Mla— 8] Va,8€ f(I)
Fir z,y € I gilt f(z), f(y) € f(I) und folglich
=yl =17 (f@) = FTHF W) < Mf(z) — £()

und die Behauptung der rechten Seite folgt fiir § = 7\17

”<=": Es gelte nun die Behauptung der rechten Seite fiir § > 0. Dann gilt fiir alle o, 8 € f (I) die
Aussage f~1(a), f71(B) € I und damit

o= Bl = f(f7Ha)) = F(FB))] = 8lF o) — £72(B)],
d.h. f~1 ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante < .
(b) Nach (a) existiert ein § > 0, so dass fiir alle z € I die Abschitzung
’f (z) — f(&) ’
T —¢

>4

gilt. Fiir x — £ erhalten wir aufgrund der Stetigkeit des Betrags
1)~ 1)) _ 16 =10) 5 5
z—& z—E€ z—&

lim
z—€

— 3

If(&)l =

insbesondere also f/(£) # 0.
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Aufgabe 5

(a) Fiir alle z € [0,1] gilt (1 + 1)z — ez fiir n — co. Aus der Stetigkeit des Kosinus folgt daher
fn(x) — cos(ex) =: f(z) punktweise fiir alle z € [0, 1]. Die Konvergenz ist gleichmifig, denn fiir
ein &, € (1 + 1), e) gilt ' '

fnl@) = £@)] = | cos (1 + 2)"z) ~ cos(ea)

(l—l--Tl;)n—e

IN

= |sin(épz)z - ((1 + %)n — e)‘
|

und die rechte Seite ist eine von x unabhéngige Nullfolge. Daher konvergiert (f,) gleichméBig
gegen f.

b) Es gilt f,(0) =1 und f,(z) = —1 im Fall = € (0, 1], denn fiir n € N mit n > < gilt
T
falt)=1—nz|—nz=(nz-1)—nzx=-1

Daher konvergiert (fy) auf [0, 1] punktweise gegen die Funktion f : [0,1] — R, die gegeben ist
durch ‘

f@) = 1 ,falls £ = 0.

Da alle f, stetig sind und f unstetig ist, kann keine gleichméaBige Konvergenz vorliegen.

{—1 Jfalls = € (0,1],

Aufgabe 6
(a) Esgilt fir alle z € R

, cosh(z)  sinh?(z2)
|tanh’(z)| = ‘cosh(z) - cosh2(z)‘
_ lcoshzv(z) — sinh?(2) ‘
cosh?(z)
1
~ cosh?(z)
<L

Fir z,y € R existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ zwischen z und y mit
tanh(z) — tanh(y) = tanh’(¢)(z — y).

Insbesondere folgt .
| tanh(z) — tanh(y)| = |tanh’(§)(z — y)| < |z —yl.

b) Firz e (-1,1) gilt
1 1

< e 1-2/<V1-22 & 1-22z|+2?°<1-2%2 & |2/ <1 & WAHR.
=<1 o<V ol +12 2
Daherist 1 1
arcsin’(z)| = o vz € (—1,1).
e = A 1 el

Fiir z € (—1,1) existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ zwischen z und 0 mit
arcsiﬁ(a:) = arcsin(z) — arcsin(0) = arcsin’(€)z.

Insbesondere folgt

. _ . T |z|
| arcsin(z)| = |arcsin’(§)z| < =g ST-Ja
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Aufgabe 7

(a)
8 3 g t,3/2
ez de = / et . dt
/ A
N
= e'tdt
21
1 19
= 5 (t - 1)6 ]1
= 4¢°
b) Die Funktion :
. sinh(f)
— ,te (0,1
g) =9, " il
1 t=0
ist wegen lim;_,o Smtﬂ = 1 stetig und zudem positiv, denn 2sinh(t) = et — e~ > 0 fiir alle ¢ > 0.

Daher gilt m := minye[p 1 () > 0 und es folgt fiir alle € > 0

/ Sm—Q()dt:/ @dth/ —dt=mln(e}) 200 (e —0).
(4 t € t € t

Daher divergiert das uneigentliche Integral.
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