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Aufgabe 1
Beweisen Sie fiir alle n € N mit n > 3 die Abschétzung

3" > (n+1)>%

Aufgabe 2
Bestimmen Sie jeweils alle z € R, in denen die folgenden Potenzreihen konvergieren.

(a) Z n+1-75

o £ Lo

Aufgabe 3
Beweisen Sie fiir alle z,y € R die Ungleichung

1
|y arctany — z arctan z| < ZT—;—— ly — z|.

Aufgabe 4
Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R definiert durch

3351gn(a:—3)+25”5—§-_—2, @ 2,
(&) 5=
3, T =2,

wobei die Signumsfunktion sign : R — R durch

-1, <0,
sign(z) =<0, =z=0,
1, x> 0,

definiert ist. Bestimmen Sie alle z € R, in denen f differenzierbar ist und berechnen Sie die
Ableitung von f in diesen Punkten.

Aufgabe 5
Beweisen Sie, dass die Funktion f: R — R, deﬁmert durch f(z) =€+ 22, genau ein lokales

Extremum hat, und dass dieses ein globales Minimum ist.

Aufgabe 6
Untersuchen Sie die gegebenen Funktionenfolgen (fn)nen auf punktweise und gleichméBige Kon-
vergenz.

(a) fn:[0,1] =R, ‘definiert durch fn(z) := 24?;2

(b) fn:[0,1] = R, definiert durch
cos(n’z)
—

fu(z) =
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Musgerlosung

Aufgabe 1

Losuna:

Wir machen einen Beweis durch vollsténdige Induktion.

Induktionsanfang: n = 3: 3% = 27 > 16 = (3 + 1).

Induktionsvoraussetzung: Sei die Behauptung wahr fiir ein beliebiges, aber festes n € N mit
n > 3.

Induktionsschluss: n ~» n + 1: Es gilt mit 2n% + 2n = 2n(n + 1) > 1 fiir alle n > 3 und der
Induktionsvoraussetzung

31 =3.3">3. (n4+1)? =302+ 6n+3=n’+4n+3+ (202 +2n) > n? +4n+4= (n+2)%

Also gilt 3" > ((n+1) +1)2

Aufgabe 2
LOSUNG:
B o0
(a) Definiere a, := n2—+1 Die zu untersuchende Potenzreihe ist dann ) apz™. Fiir allen € N

n=0

gilt /n< Yn+1< 2n Aus Yn— 1lund ¥2n=¥2-Yn—1-1=1firn — o
folgt mit dem Sandwichkriterium +/n +1 — 1 fiir n — oo. Damit gilt

2
Vlan| = ——= —2

n+1

fiir n — oo.' Somit ist

1 1
r= S
lim SUPp o0 n\/ ‘a’n‘ -
oo
der Konvergenzradius der Potenzreihe. Einsetzen von z = %— liefert die Reihe ) n+~1’
n=0
0 n
welche divergiert (harmonische Reihe!). Einsetzen von z = —3 fiihrt auf Zo (;i)l . Da
n—=

(nL-H)nEN eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert diese Reihe nach dem Leibniz-
kriterium. Insgesamt konvergiert die Potenzreihe in genau den z € R mit z € [-1/2,1/2).

(b) Definiere die Folge (bg)ren durch

{0, k ungerade,
by ==

3%, k gerade.

o0
Die zu untersuchende Potenzreihe ist dann bka:k. Es gilt HY0=0-— 0 und

k=0
o 2 </5 1 1
Y - SN Yy, . |
V3 R T

1 1
— - —= R — 1
lim supy, o0 bkl 1

fiir k = oo. Damit ist

r
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Aufgabe 4
LOSUNG:
Es gilt 222 — 3z — 2 = (z — 2)(2z + 1). Somit hat die Funktion fiir z # 2 die Gestalt

f(z) = zsign(z — 3) + 2z + 1.

Auf den offenen Mengen (0,2) und (2, 3) ist damit f(z) = —z+2z+1 = z+ 1 und hat dort die
Ableitung f'(z) =
Auf der offenen Menge (3,00) ist f(z) = z + 2z 4+ 1 = 3z + 1 und hat dort die Ableitung
Flay =3 '
Fiir z € (1,3) \ {2} gilt

flx)—f2)  z+1-3

-2 = -2
fiir  — 2. Somit ist f in & = 2 differenzierbar mit f/(2) = 1. Betrachte die Folge (zr)nen
 definiert durch z, ;=3 — % fiir alle n € N. Es gilt z, — 3 fiir n — co. Wegen

=1-1

1
f(xn):xn+1:4‘g—‘>47é7:f(3)
fiir n — oo ist f nicht stetig in = 3. Damit ist f auch nicht differenzierbar in z = 3.

Aufgabe 5

LOSUNGSVORSCHLAG 1: Es gilt f'(z) = —e® 4+ 2z und f(z) = €% + 2 fiir alle z € R. Da f’
stetig ist, folgt aus f/(0) = —1 < 0 und f/(1) = —% + 2 > 0 mit dem Zwischenwertsatz, dass
#' eine Nullstelle im Intervall [0,1] hat. Da f”(z) > 2 > 0 fiir alle € R gilt, ist f’ streng
monoton wachsend. f kann also keine weitere Nullstelle haben, weder im Intervall [0,1], noch
auBerhalb von diesem. f kann also nur in eventuell dieser einen Nullstelle der Ableitung ein
lokales Extremum haben. Aus f” > 0 folgt ebenfalls, dass an dieser Nullstelle von f’ ein lokales
Minimum von f vorliegt. Da f(x) — oo fiir z — oo gilt, f stetig ist und keine weiteren lokalen
Extrema besitzt, muss das Minimum global sein.

LOSUNGSVORSCHLAG 2: Es gilt f(z) — oo fiir z — Zoo. Da f stetig ist, ist f somit nach
unten beschrinkt und hat daher ein globales, also auch lokales, Minimum. Ferner haben wir
F(z) = —e® + 2z und f"(z) = e™® + 2 fiir alle z € R. An f” > 2 > 0 erkennt man, dass f
strikt konvex ist.

Angenommen es gibt zwei lokale Minima in Punkten z1,z2 € R mit z; # x9. Sei ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit z; < =2 und f(z1) < f(x2). Dann gibt es ein y € (z1,22) mit
Fy) > f(z2)(> flz1)). Fiir A € (0,1) mit y = Az1 + (1 — A)z2 gilt also

FOz1+ (1= Naz) = fy) = A+ 1 =) ) 2 M(z1) + (1 = X f(z2),

was der strikten Konvexitit von f widerspricht.

Angenommen f hat ein lokales Maximum in einem Punkt z3 € R. f nehme in z4 € R sein
globales Minimum an. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei z3 < 4. Ebenfalls ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit sei f(z4) < f(z3) (ansonsten hat f in z3 auch ein Minimum und
damit (mindestens) zwei, was wir schon abgehandelt haben). Setze g := ﬁ%‘—) > 0. Wegen
f'(z3) = 0 gibt es aufgrund der Stetigkeit von f’ einen Punkt x5 € R mit z5 € (z3,z4) und
f'(y) € (—g,0] fiir alle y € [z3,25]. Fiir A € (0,1) mit z5 = Azz + (1 — N)zy4 gilt also mit dem
Mittelwertsatz

FAzs + (1= Nz4) = fl@s) > flzs) — max |f'(2)] - (z5 — z3)

z€[z3,x5]

> f(z3) —q- (x5 — 73)
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(b) Durch Ausprobieren findet man die beiden Nullstellen 1 und % der Funktion z + 222 —
5z + 3. Zur Bestimmung einer Partialbruchzerlegung des Integranden machen wir den

Ansatz
1 __ A B N |
222 —-5z+3 z—-1 22-3 2! fc«\sc‘—e
Multiplikation mit 222 — 5z + 3 liefert ' _ il Aqfi«fbe

1=A(2z-3)+B(z—-1),

was durch Koeffizientenvergleich auf die beiden Gleichungen 2A+B =0und -34—-B =1
fiihrt. Addieren der Gleichungen ergibt A = —1 und dann erhélt man durch Einsetzen
B = 2. Insgesmt liefert dies

1 1 _ 12
222 —5z+3 (z—1)(2z2-3) z-1 2z-3

fir alle z € [2, 3]. Wir erhalten damit

3 3 3
1 1 2
= dr= = d d
/22x2-—5w+3 v /2 z—1 x+/2 2z —3 "

= [~In(z - D)% + [In(z - 3)]°

= —ln2+1n3=1n(g).
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= F(z3) + f(z4) = f(as) (1= M)(z4 — 3)

T4 — 23

= Af(z3)+ (1 - A f(za),

was der strikten Konvexitét von f widerspricht.
Daher kann f kein lokales Maximum und nicht mehr als ein lokales Minimum haben.

Aufgabe 6
LosunG:
(a) Fiir jedes z € [0,1] gilt

o -0

fn(z) =

;25 + nig3

fir n — oo. Also konvergiert ( fn)nen punktweise gegen die Nullfunktion. Definiere fe
[0,1] = R durch f(z) := 0 und setze z,, := 2L fiir alle n € N. Aus

‘fn(xn) == f(.’l?n)| = —2% = %

fiir alle n € N erhalten wir

TE

1.
Slt)pl] | fn(z) — f(@)| > |fn(n) — f(xn)‘ = 3
fiir alle n € N. Somit konvergiert SUPzefo,1) |fn(x) — f(2)| nicht gegen 0 fiir n — 0o. (fn)nen
konvergiert also nicht gleichm#Big gegen f.

(b) Definiere f : [0,1] — R durch f(z) := 0 fiir alle z € [0, 1]. Mit der Abschétzung |cos(y)| < 1 »
fiir alle y € R gilt ~

) ¥
1
sup |fn(.’E) — f(a’,‘)' = sup .’CO_S(H_)_‘ S sup — = l =0
z€[0,1] z€[0,1] n zefo,)? n

fir n — oo. Die Funktionenfolge (f;)nen konvergiert also gleichmiifiig und damit auch
punktweise gegen die Funktion f.

Aufgabe 7
Ldsuna:

(a) Wir substituieren y = (cosh z)? und erhalten mit %{- = 2sinh z cosh z, cosh(—1) = cosh(1)
und cosh(0) = 1, dass
e 2 1 1
/ (sinh z)(cosh z)3e(**h2)* gz = / —ye¥ dy.
-1 (cosh1)2 2

Partielles Integrieren liefert nun

. : 1
: 3 (coshz)? = 1 y)1 _/ l o
/_l(Slnh.’L')(COSh 1‘) € dz [zye :l(cosh 1)? _ (cosh1)2 26 g
- 2 . 1
= ¢ Lwnrym? Lot

N =N

(COSh 1)26(C°Sh 1)2 _ E + %e(cosh 1)2

N[N N

(1 — (cosh 1)2)6(005h n?,
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der Konvergenzradius der Potenzreihe. Einsetzen von z = 1 (in die urspriingliche Reihe)

liefert die Reihe = ( ) & 56
1+ (-1)") 2 1 1
R =) T

n=0 k=0 / k=0
welche konvergiert (hyperharmonische Reihe!). Durch Einsetzen von z = —1 erhilt man
o0
die Reihe Y % : Flz - (=1)*. Da diese Reihe nach dem gerade Gesagten absolut konvergiert,
k=0

konvergiert sie. Somit konvergiert die zu untersuchende Potenzreihe fiir genau diejenigen
z € Rmit z € [-1,1].

Aufgabe 3
Losuna:
Definiere f : R — R durch f(t) := tarctant. Es gilt

i

/

t) = arctant + ——.

f(@) rctant + T e

LOSUNGSVORSCHLAG 1 FUR DIE ABSCHATZUNG DER ABLEITUNG: Wegen [t = [t]-1 < $(#2+1)
fiir alle ¢ € R zusammen mit der Abschétzung |arctan t < g haben wir somit

T+ 1

: ®

t |
18] < LN
|7'(2)] _|arctant|+1+t2 L35

fiir alle t € R.
LOSUNGSVORSCHLAG 2 FUR DIE ABSCHATZUNG DER ABLEITUNG: Definiere g: R — R durch
9(t) := 5. Bs gilt
J(0) = 1-(1+¢3)—2t-t _ 1—¢2 '
(1+41¢2)2 (1+1t2)2

und

—2t- (1+12)%2 — 4(1 +2) - (1 — ¢2 —2t — 413 — 25 — 4t + 445 6t — 4¢3 1 25
g”(t) = == iy
(I22)% (1+1¢2)4 (1+¢2)4

Die Nullstellen von ¢’ sind t1/2 = F1. Wegen ¢"(t1) = % > 0 und g"(t2) = ——%— < 0 hat g in ¢; ein
Minimum und in t3 ein Maximum. (Alternativ kann man auch iiber die Vorzeichenwechsel der
ersten Ableitung argumentieren und braucht die zweite Ableitung dann nicht auszurechnen.)
Aus g(t1) = -1, g(t2) = % und lims 4o g(¢) = 0 folgt daraus maxser |9(¢)] = 2. Somit haben

wir 1 n
T
e 2

t
‘f’(t)’ < |arctant| + ‘m

£ 3
72
fir alle t € R.

Seien z,y € R mit < y. (Fiir z = y ist die Behauptung klar und fiir y < z folgt sie analog.)
Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein ¢ € (z,y) mit

fly) = f(x) = f(€)(y — =).

Mit der Abschatzung (1) bzw. (?7?) erhalten wir daher

jyarctany — s arctena| = |(4) - £(2) < |7/(€)] -y — ol < T2 fy —al.

Analysis I, H14 Hundertmark - 4 : © fsmi.uni-karlsruhe.de B3 fsmikit W fsmikit



Aufgabe 7
Berechnen Sie die Werte der folgenden Riemann-Integrale.

(a) .
/ (sinh z)(cosh z)3e(csh2)? 44

-1

(b) \
1
———F—— dz
/3 z2 -3z +2
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