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Analysis |, H15

Aufgabe 1
Fir f : [0,00) = R, f(z) = T +2, ist die Folge (z,) fir alle n € N definiert durch
zy =0 und z,4) = f(z.). Zeigen Sie:
1. firalleneNgit0<z,<2;
2. {z,) ist monoton wachsend;
3. (z,) konvergiert mit Hm,_,., 7, = 2.

Aufgabe 2
Bestimmen Sie fitr a,b € R den Grenzwert

im » (1 - '\/f(l— %)_(l— %)) .

, B=00

Aufgabe 3
Berechnen Sie fiir z > 0 die Werte der Reihen
L y= L :
=1 EFni{zFn+l):
i
2 Lnmo GRIFGTIRTE

Aufgabe 4

1. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f: R — R, f(z) = cosh(sin(z?)).
{Erinnerung: cosh(u) = €4
2. Berechnen Sie das Integral [ e=®coszdz.

Aufgabe §

Bestitnmen Sie den Grenzwert

lim (cos(z) + sin(z))?.

Aufgabe 6
Zeigen Sie, dass genau ein z € R existiert it
=1
T
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Musterlésung

Lasung von Aufgabe 1

1. Wir zeigen per Induktion die Aussage 0 < z, < 2 fiir alle n € N. Der Indukti-
onsanfang ist 0 = z; < 2. Es gelte nun 0 < z,, < 2 fifr ein n € N. Dann folgt
Znt1 = f(@n) 2 0 und £o4q = V2F 2, < V2 F 2 = 2. Dies zeigt die Behauptung,

2. Wir zeigen die Monotonie ebeufalls per Induktion. Zuerst gilk zo ~23 = V2> 0
und weiter '

(2+2p) = (24 Zp1)
Tndl — Tpn = V2 + 2y ~ /242, = 2= 20
141 n=vV2+zy v n—1 \/i"}‘ Zn t V2T Tt )
per Induktionsannahme. Damit ist die Monotonie bewiesen.
3. Die Folge z, ist monoton wachsend und nach oben beschrinkt und damit existiert

der Grenzwert T = litn, o0 %, = 0. Da f eine stetige Funktion ist, folgt

o= lm g, = Bm vV2+ 2, =2+ z.
=300 N30

— —

z 2 0 ist damit die positive Losung der Gleichung «* = f(z)2 =2+ z, bzw. z = 2.

Losung von Aufgabe 2
2 .
Wir definieren, fir n > max{|a|, |b|} die Folgen ¢, :=1— ( (1-8X1- ;b;)) = &b ﬁ%

und d, = (1 + \/(1 - 41— %}). Aus der Stetigkeit der Wurzelfunktion und £, ,%, %fi —0
fiir n — oo folgt
~ Jignen=o+h i do =2

Damit erhalten wir

! o b} . ne, _a++b
n*L‘&(l“\/(‘*;)(";))—JL%E:-T-

Losung von Aufgabe 3

Die Folge der Partialsumumen ist in beiden Teilaufgaben monton wachsend, da ZE-T&')T:’-EETS >
0 und W > 0 fiir alle n. Damit existieren die Grenzwerte der Partialsummen.

Es gilt zu zeigen, dass diese endlich sind und wir miissen ihren Wert bestimmen,

. 1 —_1 _ _1 .
1. Wir mutzen vy = oo — ey und damit

Z"“:- 1 _f‘:_xi 1.1 Ll mio)
(z+n)z+ntl) “~z+n z+n+l z+1 z+m+l  z+1 ]
n=] n=1 n=1
. . 1 _
Dies zeigt 300 ryemnr = 50 7 .
2. Wir nutzen 0 < @lﬂfﬂ < 1 und die geometrische Reihe 3 oo o A® = 15, ~1 <
A < 1, Damit ergibt sich

= 1 1 & 1
’go(z+1)"(:n+2)”+2‘(m+2)2;{(z+1)(x+2))"
. q 1 _z+l 1
"~(z+2)21—m‘"m+2(z+1)(z+2)—-1
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Losung von Aufgabe 4

1. f'{z) = (cosh(sin(z?)))’ = sinh(sin(z?)) cos(z?)2:;
2. Wit integrieren zweimal partiell (—e ™) = ¢~

/ : e " coszdr = [—e~" cos(z)izog + f Tr(—-e:'””) sin(z) dz
0] [} :
= (e +1) + [~ sin(z)[F=] - / &7 conlz) dz
J0
= (7 +1)- [ e=oos(a) s,
741

d.h. DT e~Fcoszdz = S5,

Lésung von Aufgabe 5

Da {cos(z} +,s'm(a:))% = ew und die Abbildung y — e¥ stetig ist, reicht es den
Grenzwert von 28 cm(”z)“‘“(”” fiir z — 0 zu bestimmen. Nach der Regel von L'Hospital

folgt
. : — ginz)+cos(x)
lim log(cos(z) + sin(z)) - limz—o cﬁ;n:ﬁ;::g o =1

2—+0 T Hmeaol

Zusammen ergibt sich nun der Grenzwert als -

ii_x}% {cos(z) + siu(x))'fi = e

Losung von Aufgabe 6

Wir definieren die Funktion f(z) = e — & fiir z > 0. f ist stetig differenzierbar und
F(z) = e+ > Ofiir alle z € R*, d.b. f ist streng monoton wachsend auf R+. Wir haben
die Grenzwerte limy\p f(z) = —oo und lim,e0 f(#) = +00. Aus dem Zwischenwertsatz
folgt die Existenz eines x € RT mit f(z) = 0 baw. €¥ = ;f— Die Eindeutigkeif folgt aus der
strengen Monotonie von f.

Losung von Aufgabe 7
Wir behaupten f'{x)z — f{x) > 0 fir alle z > 0. Dies ist eine Folgerung aus dem Mittel-

wertsatz, denn f(z) = f(z) — F(0) = f/(E)x fir ein 0 < ¢ < z. Aus der Montonie von f'
folgt nun f'(z)z — flz) = z(f'(z) — F(€)) = 0. Dies impliziert die Monotouie von g, denn

fe= L e 5o
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‘Aufgabe 7

Sei f: {0,00) — ]Rétetig mit f(0) = 0 und stetig differenzierbar auf {0, c0). f’ sei monoton
wachsend auf (0,co). Zeigen Sie, dass die Funktion g: (0, 00) = R, g(z) := -J-r%'-l, monoton

wachsend ist.
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