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Aufgabe 1  (a) Zeigen Sie, dass die folgende Reihe konvergiert.
Z(—~1)" exp(5n — n?)

n>2

(b) Berechnen Sie die Menge aller z € R, fiir die die folgende Potenzreihe konvergiert.

n o
——__E
,§)Vnﬁ+n+1

Aufgabe 2  Berechnen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

1 1 L af g
ki e m ———
(&) a8 (sinh(:c) m) (b) m]:ilil+ 1-z+1In(z)
Erinnerung: Fir z € R ist sinh(z) = 3(e® — e™®) und fiir z > 0 ist 2° = exp(zInz).

Aufgabe 3  Zeigen Sie, dass die durch apq; = %ai — Gy, + 2 rekursiv definierte Folge‘
(@n)nen fiir alle a; € [0, 2] konvergiert. Berechnen Sie auch ihren Grenzwert.
Aufgabe 4  Zeigen Sie, dass die Gleichung

2

2z +2

y=In(z+1) -

fiir jedes y € [0,1n(2) — 1] genau eine Lésung z € [0, 1] besitzt.
Aufgabe 5 Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,.)nen gegeben durch

2nz?

fa:[0,00) = Ry fo(z) = AT m22y

gleichméfig konvergiert. Berechnen Sie auch ihren Grenzwert f.

Aufgabe 6  Sei f: [0, 1] — R stetig differenzierbar und es gelte £(0) = f(1) = 0 sowie
f(0), /(1) > 0. Beweisen Sie: Es gibt z1, z3, 23 € (0,1) mit

fl) = Dax fle)} >0, flea) = o fa)<0, fles)=0.

Aufgabe 7  Berechnen Sie die folgenden Integrale.

T : 2
i 8 dz
(a) /7r N v/ cos?(z) cos(z) sin(z)dz  (b) /0 e™ " d
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Aufgabe 2

Lésung. (a) Zuerst bringen wir den Funktionsterm auf den Hauptnenner:

1 1 z—sinh(z) .
sinh(z) z  zsinh(z) i o (02
Da lim,_,q+ sinh(z) = 0 = lim,_,o+ = konvergieren sowohl Nenner als auch Zéhler gegen
0 fiir z — 0F. Die erste Voraussetzung fiir die Regel von de L'Hospital ist erfiillt. Diese

besagt, dass falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, gilt

—sinh(z) 1 — cosh(z)
a0t T smh(a:) " z—0+ sinh(z) + z cosh(z)’

Wieder haben wir lim,_,g+(1 — cosh(z)) = 0 = lim,_,o+(sinh(z) + z cosh(z)). Diesmal
fithrt die Regel von de L’Hospital zum Ziel, denn der Grenzwert auf der rechten Seite
der folgenden Gleichung existiert und wir erhalten

z — sinh(z) . 1 — cosh(z)
Jim, —=mtes = :
z—0+ zsinh(z) a0+ sinh(z) + z cosh(z)
— sinh(z)

__0_

a:l->o+ cosh(z) + cosh(z) + zsinh(z) = 2 .
(b) Da der Logarithmus stetig ist, gilt lim,_,;+ In(z) = In(1) = 0. Daraus folgen, dass

limg_y+(2® — ) = 1 — 1 =0 und limg;+(1 — £ — In(z)) = 0 gelten. Die erste Voraus-
setzung fiir die Regel von de L'Hospital ist erfiillt. Wenn der Grenzwert auf der rechten
Seite der folgenden Gleichung existiert, dann gilt

I -z “’(ln(m) +1) - 1
:L‘—)I{l'*' 11—z + ln(a:) 11 1_ 1

Die Regel von de L’Hospital wird nochmals angewendet, denn limm_)1+(—i- —1)=0und
img_,;+(z%(In(z) + 1) — 1) = 0. Wir erhalten

lim -z _Hmz(ln(:c)-l-l)—l
a:—)1+1—$+111(.’13) z—1+ i3
Z(1n| 1)2 x 1 2
o FEE L 1040741, g
z—1t —;g '—‘1

Aufgabe 3

Lésung. Wir zeigen, dass (an) wachsend und beschrénkt ist. Die erste Behauptung ist
leicht zu sehen: Fiir n € N gilt

Gntl 2 Gp < % — 2a, + 2——(a -~ 2 > 0.

Die Aussage auf der rechten Seite ist sicherlich wahr. Somit ist (a,) wachsend.

Jetzt zeigen wir mit vollstindiger Induktion, dass a, € [0,2] fiir alle n € N. Der
Induktionsanfang ist trivial, da a; € [0,2] per Voraussetzung. Gilt a, € [0,2] fiir ein
n € N, dann gilt auch

41 L2 &= %af;—an=%an(an—2)30 = fEg, L2

" Andererseits folgt aus der Monotonie a,+1 > an > 0. Insgesamt haben wir a,41 € [0,2].
Der Konvergenzsatz fiir monotone Folgen liefert die Konvergenz von (ay,). Der Grenzwert
a = limp 00 an, € [0, 2] erfiillt die Gleichung

a—hman+1—hm(a —G,+2) =1’ —a+2

Eine analoge Umformung wie oben zeigt £(a — 2)? = 0 oder &quivalent a = 2. a
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Aufgabe 6-

Lésung. Per Voraussetzung ist auch f’ stetig. Also gibt es 0 < 71 < ro < 1 so, dass
f'(z) > 0 fiir z € [0,71] U [rg, 1]. Wir wissen also, dass f strikt wichst auf [0, 7] sowie
auf [rg,1]. Insbesondere sind 0 = f(0) < f(r1) und f(rs) < £(1) = 0.

Als stetige Funktion nimmt f ihr Maximum und ihr Minimum auf der kompakten
Menge [0,1] an. Also gibt es z;,z2 € [0,1] mit

= > 0 d = mi < !
f(=1) Jé}%‘,’%]f(m) 2 f(r1) >0 und f(ze) p f@) < f(re) <0
Das bedeutet aber z;, 12 € (0,1)
Der Zwischenwertsatz besagt, dass es ein z3 zwischen z; und z gibt mit f(z3) = 0.
Das Intervall mit den Endpunkten z; und z ist enthalten in (0,1) und folglich gilt

z3 € (0,1). O
Aufgabe 7
Lisung. (a) Wir verwenden die Substitution u(z) = cos?(z). Es ist u/(z) = —2 cos(z) sin(z)

und u(%) =0, u(r) = (1) = 1. Die Substitutionsregel liefert
™ s
/ \/cos?(z) cos(z) sin(z) dz = / 1+/cos?(z)2 cos(z) sin(z) dz
/2 /2
1
1
= [ tadu= =,

(b) Wir wenden zuerst die Substitutionsregel auf u(z) = z? an und integrieren dann

partiell. Offenbar ist «'(z) = 2z und »(0) = 0, u(2) = 4. Es folgt

2 2 4 4
/ 3™ dz = %/ g% . 2zdz = %/ ue™" du = %[u(—l)e‘“]ﬁ - %/ (~1)e " du
0 0 “Jo 0
—4
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Auifgabe 4

Lésung. Wir zeigen, dass die Funktion f : [0,1] = R; f(z) = In(z + 1) — 5 +2 strikt
wachsend und damit injektiv ist. Dann gibt es fiir Jedes y € f([0,1]) genau ein z € [0, 1]
mit f(z) = y. Da £(0) = 0 und f(1) = In(2) — %, folgt aus der Monotonie von f mit
Hilfe des Zwischenwertsatzes auch f([0,1]) = [0, 111(2) - 3.

Der Logarithmus ist dlﬁerenmerbar auf [1,2], also ist z — In(z + 1) differenzier-
bar auf [0,1]. Auch die durch 5 2 gegebene rationale Funktion ist differenzierbar auf
[0,1], denn die engeNullstelle des Nenners ist —1 und diese liegt nicht in [0, 1]. Die

Ableitungsregeln liefern

i 1 2¢(2z+2) — 7% -2 _ z+1 iz2 +z 1—%27
fz"m-i—l 4(z +1)2 T E@+1)? (a:+1)2 T @+ 12

2

Fiir alle = € [0, 1] gilt offenbar
flz)y>0 <= 1-i2>0 = z*<2

Die rechte Aussage ist wahr fiir alle z € (—V/2, \/_) Da [0,1] C (—Vv2,v2), folgt die
Behauptung. ‘ a

Aufgabe 5

Lésung. Sein € N beliebig. Weil alle auftretenden Terme nichtnegativ sind, gilt f,(z) > 0
und insbesondere |fn(z)| = fo(z) fiir alle z € [0,00). Wir betrachten die Teilintervalle
[1,00) und [0, 1].

Fir z € [1,00) haben wir f,(z) < 1—22“—“5;5 = 2-31—7 < —25 Das zeigt, dass (f,) auf
[1,00) gleichmiRig gegen die Nullfunktion konvergiert, da -2 = — 0 fiir n — co.

Weil der Nenner (4 + n?x?)? strikt positiv ist, ist f, "differenzierbar. Tnsbesondere
ist f, stetig und nimmt somit auf der kompakten Menge [0,1] ithr Maximum an. Die
Quotientenregel liefert

_ 4nz(4 +n2%)? — 2n2? . 2. (4 +nlz?) - 2nlz

fu(z) = — (4 + n2z?)"
4n:v(4 +n?z? — 2n22%)  4dnz(4 — n?z?)
(4 + n2m2)3 = (4 + TL2$2)3 !

Dan > 0 und z > 0, haben wir

2

fi@) =0 <= 4nz(4—n’z?)=0 <= =0 oder z’=%

<= x=0 oder m=%.

Um die Maximalstelle von f, zu bestimmen kann man die Funktionswerte

RO=0 @=g.  RO=grmm <

vergleichen. Man sieht jedoch auch so, dass maxzep, 1 [fn(2)| < max{g, &} — 0 fiirn —
co. Also konvergiert (fy) auch auf [0,1] gleichmifig gegen die Nullfunktion. Insgesamt
haben wir gezeigt, dass (f,,) auf [0,00) gleichméRig gegen die Funktion f : [0,00) = R;
f(z) = 0 konvergiert. '

Alternative: Es gilt f(0) < fa(1) < fn(2). Die erste Ungleichung ist klar. Die zweite
sieht man so:

Fa(l) =fa(2) < 16n®<16+8n%+n! <« 16-8n+nt=(4—n??>0

Nun haben wir |fn(z)| = fo(z) < fa(2) = & — 0 fiir n — oo fiir alle z. € [0,1]. Also
konvergiert ( fn) auch auf [0, 1] gleichmé&fig gegen die Nullfunktion. Insgesams . .. (siche
oben). O
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Musterl6sung

Aufgabe 1

Lisung. (a) Wir verwenden das Leibnizkriterium. Es ist zu zeigen, dass die Folge mit
den Gliedern a, = exp(5n — n?) fiir n > 2 eine fallende Nullfolge ist. Nach Vorlesung ist
die Funktion exp : R — R strikt wachsend und besitzt den Funktionsgrenzwert

mll)xgoo exp(z) =0.
Somit reicht es zu zeigen, dass die Folge mit den Gliedern b, = 5n — n? fiir n > 2 eine
fallende Folge ist mit b, — —oo fiir n — co.
Firn>10ist 5 < ln und somit

2

b, = 5n — n? < nz—%n.

Mh—-

Es ist klar, dass —%’n2 — —o0 fiir n = co und somit b, = —oo fiir n — c0. Dan > 2
gilt andererseits

bop1 —bp=5n+5—-n?—2n—1-56n+n*=4-2n=2(2-n) <0.

Also ist (by)n>o fallend. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe Y ,,55(—1)"an.
Tatsichlich konvergiert die Reihe sogar absolut. Das zeigen Quotienten- oder Wur-
zelkriterium, denn es gilt

(—1)n+1a'n+l
(-1)"an _
YI(=1)"a,| =exp(6—n) =+ 0< 1 fiirn— oo.

(b) Zuerst berechnen wir den Konvergenzradius p = (limsup,,_,, ¢,) ™", wobei (c,) die
Folge mit den Gliedern .

=exp(4—2n) - 0<1 fiilrn— oo,

cpi= T n ‘_ ¥/n
' VB ¥n+1l JUm+tn+1l

ist. Es ist bekannt, dass {/n — 1 fiir n — co. Mit dem Einschliefungskriterium zeigen
wir, dass auch der Nenner fiir n — oo gegen 1 konvergiert. Fiir allen € N haben wir
0 <1< n<nb und folglich

({}/ﬁ)e < Ynb+n+1< V3nf = %(Vﬁ)ﬁ

Weiter ist bekannt, dass ¥/3 — 1 fiir n — oo. Aus der Stetigkeit der Wurzelfunktion
R — R; z — /7 erhalten wir schlieflich limsup, o, ¢n = liMp—se0 Cn = % = 1 und
damit p = - = 1. '

Wir w1ssen also, dass die Rethe fiir alle z € (—1, 1) absolut konvergiert und, dass sie
fiir z € R mit || > 1 divergiert. Es bleibt der Fall |z| = 1 zu untersuchen. In diesem Fall
konvergiert die Reihe ebenfalls absolut, denn

n

l s T — I xi'n — n < n -2

vn® +n+1 vaS+n+1 Vi +n+1 7" vnf

fiir jedes n € N. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Reihe En>1 n=2 konvergiert
Das Majorantenkriterium liefert die absolute Konvergenz der Reihe Zn>0 m ™ fiir
|z] = 1. Insgesamt konvergiert die Potenzreihe also genau fiir die z € R mit |z| < 1, das
heiRt fiir z € [—1,1]. a -

Y2
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