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Analysis 1 — Sommer 201@}%

Aufgabe 1 Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt

n-1

4 4 1
Z(% +1)* = §n5 —3n
k=0
Lisung. Beweis mit vollstindiger Induktion:
0
4 1
IA n = 1: Offenbar gilt Z(?k +1)P=1=-—=
Pt 3 3
IS: Die Behauptung gelte fiir ein n € N. Es folgt
n n—1
> @2k +1)? = Z(% +1)2 4+ @2n+1)°
k=0
4 1 .
M —gng’ - §n+4n2+4n+1
4 54 4 4 4 1 1
= gn‘; + §3712 + 5377, + 373 3"
4 1
= §(7’L+1)3— —3-(n+1). 0

Aufgabe 2 Die Folge (a,) sei rekursiv definiert durch

ap = -7 und Gpp] = —a% —2a, -2 fliirnelN.

4

Zeigen Sie, dass (a,) konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.
Hinweis: Zeigen Sie, dass an € (—=2,—1) fir alle n € N.

Lésung. Wenn (a,) einen Grenzwert a € R hat, dann gilt

a=—a®—2a—2 <= (L2+3CL+2:O

= CLG{

SBE Y = (-2, -1}

Beh: a, € (—2,—1) fiir alle n € N.
Beweis mit vollstindiger Induktion. Die Behauptung ist klar fiir n = 1.
Die Behauptung gelte fiir ein n € N. Es gilt

App] = —(1% — 20, — 2 = —(a% +2a, +1) =1 =—(a, + 1)2 - 1.
Nach IV ist ap, € (=2,-1) == a,+1 € (-1,0) = (a, +1)? € (0,1) =
—(an+ 12— 1€ (=2, -1).
Beh: (a,) ist wachsend.
Beweis: Fiir alle n € N gilt
an S Apy1 = ”“0,21 - 2(1,1 -9

== ()>a,,+3an+2~a —1—23(1,1—{—2 %+%=(av7,v+%)2~%.
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Da a, € (-2, —1) folgt
n + % € (_%7 %) = ((I,n + %)2 € [0» %) = ((Ln, + %)2 - % S ["'l 0)

Da (an) beschrankt ist und monoton, liefert das Monotoniekriterium die Konvergenz der
Folge gegen ein a € {—1, —2}. Da (@) wachsend ist und a1 > —2, folgt a = —1. O

Aufgabe 3  (a) Zeigen Sie, dass die folgende Reihe nicht konvergiert.

(b) Priifen Sie ob die folgende Reihe konvergiert.

0
Z 1 9n
n=l <4 + (_1)7?’)71‘

(c) Bestimmen Sie alle z € R fiir welche die folgende Potenzreihe konvergiert.

EOO: (_1)71. o
w4l

n=1

g

Lésung. (a) Die Reihe konvergiert nicht, da (W_Q;,-W)n cy keine Nullfolge ist. Es gilt
namlich S2t1 .
(34 (—1)2R+1)2ReT ~ 93kF1 1 fir alle & € N.

(b) Die Reihe konvergiert. Wir verwenden das Wurzelkriterium: Fiir n € N gilt

11

. 2 _ {§ n gerade
4+ (-1)" 2, n ungerade
Es folgt
9n
|

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe absolut.

limsup ¥
n—>00

< L.

Wl o

(c) Bestimmme den Konvergenzradius:

Der Konvergenzradius ist 7 = 7.

Fiir & = 7 haben wir

fir alle n € N.

11 1 T
n (“‘1)" 1 1 1 S p’ Rz - ﬂ.—j . n :
V(73" n+1 R ZES R -\1/——1 Loy fim sup o+l T
’ ‘ < ;7 7\1/§ 1\1/;; -7 n—oc
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Es ist klar, dass ﬁ eine fallende Nullfolge ist. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert
die Potenzreihe fiir z = r.
Fiir x = —r gilt

(_1)7:, (_1)77,(71_2)71 B 1
(72" n+1 n+1

1
> — fiir alle n € N.
2n

Da die Reihe }°7 %% divergiert, divergiert auch die Potenzreihe fiir z = —7.

Insgesamt konvergiert die Potenzreihe genau dann, wenn x € (—72, 2. 0
Aufgabe 4  Seien a,b € R und f : R — R definiert durch
ar +b, x€(0,%)
@)= . ’ .
sin(z), x € (—o00,0]U[Z,00).

G(flb(“,ll Sl(’ Z'(lhl(ill a und b an leI die stetig ist. ISt " d'(lIlIl 'dllCh diﬂ'erenzierbar? Be-
O
gr\'.inden SIC Thre AIH?WOl‘t.

Lésung. Die Funktion ist stetig differenzierbar auf R\ {0, Z}. Insbesondere ist sie stetig
in jedem Punkt z € R\ {0, §}. Weil 0 und § Haufungspunkte von R sind, ist f stetig in
diesen Punkten, wenn

Ii_% f(z) = f(0)=0 bzw. }iné flz) = f(

2

S

)=1.

Betrachte jeweils den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert. Weil Sinus und
Polynome stetig sind, gelten

lim f(x) =sin(0) = 0 = f(0),

=30~

im f(z)=a-0+b=0,
=0t

lim f(z)=af
T—E" -
lim+ f(z) =sin(§) = 1= f(5).

T35

_*_

b,

Also ist f stetig in 0, wenn 0 = b und f ist stetig in Z, wenn a = 2(1 — b). Zusammen-
. & ) . 2 T
genommen ist f genau dann stetig auf R, wenn b = 0 und a = %

Fiir diese Parameter ist f aber nicht differenzierbar in 0, denn der Grenzwert

lim +(f(h) — f(0)) existiert nicht.

h~>0
In der Tat sind die linksseitigen und die rechtsseitigen Grenzwerte
]limﬁ F(f(R) = f(0)) = lim +(sin(h) — sin(0)) = sin’(0) = cos(0) = 1
h—0 h-—0
im + — F(O) = lm L(2p)=2
hl}—i})l*' h(f(h) f(())) 11,1_15)14- h'('h) 0

T i

nicht identisch. |
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Aufgabe 5  Zeigen Sie die Ungleichung
2
cosh(z) > %— +1 fiir alle z € (0, 00).

Hinweis: Es gilt cosh(z) = %(eT + e"m) firxz € R.

Lésung. Definiere f : [0,00) — R; f(z) = cosh(z) ~ T—; — 1. Dann ist f beliebig oft
differenzierbar und es gelten

F0)=0
f'(z) = sinh(z) — a,
f'(x) = cosh(z) — 1 = L(e” + e™") -1
fiir alle # € (0,00). Wir behaupten, dass f”(z) > 0 fiir alle z € (0,00). Das sicht man
so: Fiir z € (0, 00) haben wir
(€ +e)=1>0 = P r1-2"=(E"-12>0

und die rechte Seite ist wahr fiir alle z € (0, c0).

Wir schliefien, dass f’ strikt wachsend ist auf [0,00). Mit f/(0) = 0 folgt, dass f'(z) > 0
fiir alle z € (0,00). Somit ist auch f strikt wachsend. Mit f(0) = 0 folgt, dass f(z) > 0
fiir alle @ € (0, 00). Das ist gleichbedeutend mit der Aussage aus der Behauptung. 0

Aufgabe 6  Untersuchen Sie die angegebenen Funktionenfolgen (f,) und (g,) auf
punktweise und gleichméfige Konvergenz.

x
a) fni]0,1] = R; lr) = ——nor
() o2 [0,1] R =

z
b) g, [0,1] - R, g.(z) = +—
D on: 01 F o) =

Lésung. (a) Es gilt f,,(0) = 0 fir alle n € N. Fiir 2 € (0,1] und alle n € N haben wir

T T 1 .
< e = — = 0 fiir n — oo.

O < L) = e
S Jul2) ;1; +nle T nlz n!

Die Folge auf der rechten Seite ist unabhéngig von z. Also konvergiert (f,) gleichméRig
gegen f:[0,1] = R; f(x) = 0. Insbesondere konvergiert die Folge punktweise.

(b) Wieder gilt g,,(0) = 0 fiir jedes n € N. Ist x € (0, 1}, dann gilt

. T x 11
0 < gnlz) = T3S —5=—-—0 firn-—oo
o+ ne n nx
Somit konvergiert (gn) punktweise gegen g : [0,1] = R; g(z) = 0. Setzen wir @, = 1,
erhalten wir jedoch
1 1 1y
~ . o . ¢ —_n
|gn(-7/n) - (](177” = gn(;) = m = 5’?{ =3 -4 0.

Hieraus folgt, dass (g,) auf [0, 1] nicht gleichmiRig gegen g konvergiert. [
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Aufgabe 7  (a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral

/ e sin(2z) d.

(b) Berechnen Sie das Integral

/:1 7tan(z)
" dx.
o cos?(x)

firx € (-5, %) und sin(§) = cos(F).

sin(x)
cos(z)

Lisung. (a) Mit partieller Integration:

Hinweis: tan(z) =

1., "1 4. 2
/c‘”sm( z)dr = =¥ sin(2z) — / ~e3®2 cos(2x)dz = 103 sin(2z) — - /(,%905( z) dx
T 1 3 . 3 3 3 . T 1

1., 2 4 3¢ -
= 3-(3'31 sin(2z) — §L3T cos(2z) — 5/8‘3‘” sin(2x) dx

Es folgt
- AN 2 4,
e?sin(2r)dr = {1+ = —e* sin(2z) — ~e®” cos(2z)
. 9 3 9
3 5. 2 .
= 1303‘7’ sin(2x) 3 3T cos(2z).
(b) Wir substituieren u = tan(z) (damit ist “du = E;;%md:zz”). Da tan(0) = 0 und

tan(f) = 1, erhalten wir

/ \/W /ﬁdu—[((u)w %}

(052

2(V7)? 2 o
0—‘5( 7)2—§\ﬁ' =



