ittt s Analves Aufgabe 2:
: nstitut fiir Analysis g i
i . y (i) Untersuchen Sie die folgende Reihe aufl Konvergenz und absolute Konvergenz.
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(ii) Bestimmen Sie simtliche x € R, fur die die folgende Potenzreihe konvergiert.
Losungsvorschlag zur Modulpriifung Analysis 1 x
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Aufgabe 1: Lésungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Die Folge (g )nen sel rekursiv definiert durch
(i) Behauptung: 35, n!(2)" konvergiert absolut.

a; == —1, On g1 :_[}+u fiir alle n € M.
Beweis: Es sei a, == n! ()" fiir alle n € N. Damit erhéilt man
(i) Zeigen Sie, dass a, € |3, 3] fiir alle n > 2 gilt. |ngr | _ (n+ 1)i2nt? pt _ 9 (i_)n = 2 3 - <1 (n-»oc).
(ii) Zeigen Sie, dass (a,).en konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert. | iy (mn+ 1)n+! mli2» n+ 1 1+ e
Somit konvergiert die Reihe 570, n! (2)" absolut nach dem Quotientenkriterinm. O

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(ii) Behauptung: Die Potenzreihe y T mﬁﬁj{l ~ 1) konvergiert fur alle x € [—1.3) und divergiert

(i} Behauptung: Fir alle n > 2 gilt a, € |%3] fiir € R [-1, 3).

Beweis: Die Behanptung kann mittels vollstindiger Induktion bewiesen werden. Beweis: Fir k € N sei

25 _
IA:Esgiltap =28 =10 =S¢ |2,3) ﬁk:z{ﬁ—-{-—,—jﬂﬂ_ k=3n,neN
IV: Die Aussage gelte bereits fiir ein n € M mit n > 2, d.h. lir eine n =2 2 gelte bereits a, € |='~;3] 0, sonst
IS (i ~+ n + 1): Nach Induktionsvoraussetzung gilt 1 < % < a, < 3. Damit erhilt man Dann gilt 307 T :"_H}{I -1 =30 axlz — 1)k, Fiir k = 3n erhilt man
9+aZ _ 9+1° 5 9+a?2 _9+3% 18 1
g1 = —(— 2 == und fp4 = = % =—_ =3, 1 “2“ 1
6 v O 3 6 iv 6 ] kf - s ;
ok = E“[ﬂ g (n?+1) 2 T2+l "3 Lk
d.h. es gilt an4; € [2,3]. O
a+1 € [3. 3] Damit erhilt man den Konvergenzradius
(ii) Behauptung: (a,)nen konvergiert gegen 3. e
F = (lim suplu;..|) =2,
Beweis: Zunichst gilt wegen Teil (i) an < 3 fiir alle n € N, denn auch a; = —1 < 3. Weiter gilt fiir g
allen e N d.h. die Potenzreihe konvergiert absolut fiir |z — 1| < 2 und divergiert fir |z - 1| o T
i 2 2 _ ay2 u o % . : oy gvm_2n i =
S 9+a;, = 9 + rl ban _ (a, —3) . Fiir = —1 erhilt man die folgende Potenzreihe 3., (=1)"#37- Es gilt 3155 e 0 fiir
6 G i 1 — oo und
Somit ist (i, ).en monoton wachsend und nach oben beschrinkt und somit konvergent. Sei a = n 2(n+ 1) En{-n. +2n+2)=2n+1)(n%+ ). M +2n—2
HII_I}I:IE a,. Dann muss a die folgende Gleichung erfiillen n2+1 (n+12+1 (n? + 1)(n? + 2n + 2) T M2+ 1)(n2+ 2n+2)
24 90 2
g1 g2 . 2 > zﬂn +2n n i 2: >0,
a=— (a—3)° =9+ a° -6a =0, M2+ 1)(n2+2m+2) (n+1)(n?+2n+2)
s i 0 d.h. [;’f—“ﬁjnen ist eine monoton fallende Nullfolge und somit konvergiert 3.~ (- ]}“—g— nach
gl a4 = dem Leibnizkriterium. '
F'ur x = 3 erhilt man die folgende Pt:ril:!n?rﬂlli. 3o . Esgilt
o5 [ ] [ ]
2n 1
3“ = -.
2 HE . g n® + n? "zﬂ mn

Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert auch "7 | - nach dem Minorantenkriterium.

O



Aufgabe 3:
Es sei g: B -+ R eine Funktion, sowie (f, )Jnen eine Funktionenfolge definiert durch

(i)

(i)

fo: R R, fulz) := arctan(n g(z)).
Sei zuniichst g(x) == |x| fir alle = € R. Zeigen Sie, dass ( fu)nen dann punktweise anf R konvergiert
und geben Sie die Grenzfunktion an. Konvergiert (fn)nen aunch gleichmikig?

Nun sei g gegeben durch

- Iﬁ’ T £ 0,
g(z) : {ﬂ! i

Zeigen Sie, dass (fu)nen dann punktweise auf R konvergiert und geben Sie die Grenzfunktion an.
Konvergiert (fu)nen auch gleichmakig?

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i)

Behauptung: (fy)nen konvergiert punktweise, aber nicht gleichmiifig gegen

f:R=aR, fiz):= {{_EI” jigT

Beweis: Fir n € M ist f. = arctan(n |z|), d.b fir z = 0 gilt f (z) = arctan{0) =0 — 0 (n — oa).
Fiir = # 0 gilt f,.(z) = arctan(n |x|) =+ § (n = oc). Also konvergiert (fn)nen punktweise gegen

5, T#0,

f:R=R, f(z):= {u .,

Da f, stetig ist fiir alle n € N, sowie die punktweise Grenzfunktion f unstetig ist, konvergiert
( fo)nen nicht gleichmiakip. O

Behauptung: {fn)nen konvergiert gleichmikig gegen

u-%, xr < 0,
f-R—=R, flz):=40, =z=0,
e T >0

Beweis: Fur n € M gilt

. H.['Ctﬂ.]'l(ﬂ-]%[:l, x # 0,
fﬂ{j} - {UT = ﬂ,

dh. = =0 gilt fu(z) = 0— 0 (n — co). Fiir z > 0 gilt & =1 und somit fn(z) = arctan{n) = F

(n — oc). Fiir z < 0 gilt ]f[ = —1 und somit f.(z) = arctan(-n) = —% (n — oc). Also konvergiert
(fn)nen punktweise gegen

-£, =<0,
f:R— R, flx) =<0, =0,
5. x>0

Um die gleichmikige Konvergenz zu zeigen, sei pun € > (. Dann existieren zunichst ny,ng € M mit
R : T
arctan(n) — 3 <& Yazn, und |&r[:1&n[—n] + -?-l <E Yaon,-
Setzte ng = max {n,,ng}. Fiir z = 0 gilt dann [f(z) = f(z)| = 0 < € hir alle n = ng. Weiter gilt

fiir x > 0 n
|falz) = flz)l = |ﬂr-::mn{n} - El < Yakai

3

und fiir & < 0 x
|..rn|[I] = I{TH o H]‘l:t.ﬂll{—ﬂ-} + E <€ Ynzng

Insgesamt erhiilt man also
l||'-'I|-‘l'‘-'—:H-.Iﬂlll'“‘:-_’l'l||-' |.Ir1-'r{T} o I{T” E £,

d.h. (fn)nen konvergiert gleichmibig gegen f. d
Aufgabe 4:
Zeigen Sie, dass die Ungleichung
cost(x) = -1+ g{.t —x)? - %'.rr3

fiir alle 0 < x < 7 gilt.

Liisungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Behauptung: Fir alle x € [0, 7] gilt costz) = -1+ %{.r - '.H'}E -- %ﬂ'-‘i-

Beweis: Definiere f: [0,7] = R durch f(x) == cos?(z) fiir alle € [0, 7). Dann gilt f € C*™(|0, 7}) nach
der Kettenregel und fir z € [0, 7] gilt

f'(x) = —3cos” (z)sin(x), f"(x) = 6cos(x) sin®(x) — 3cos”(z) und f"(x) = 21 sin(z) cos” (z) — 6 sin” ().

Damit erhalt man

2 B (g |
Ty(zim) =) i-;rf—}ii —mk =14 %{:c )2,
k=i -

Nach dem Satz von Taylor existiert fiir alle x € |0, 7] ein £ € (x, ) mit

cos’(z) = f(x) = Talz;m) + f Hjﬂ (z—a)} = Ta(z;7) + é{m sin(£) cos?(£) — 6sin®(€))(x — ).

Wegen (z — m)* < 0 fiir z € |0, ] und sin(£) cos?(¢) < 1, bzw. 0 < sin®(£) erhlt man

cos” (x) = -1+ EI::I: -n)t 4 }-[21 sin(¢) cos?(£) —6 sin®(£)) (z — 7)°
2 B et St e

=1 =0 =0

21 3
E-—l—|—%{1—ﬁ'}2+E{I—F}3=—1+E[I—ﬂ]2—%m‘,

w3

Aufgabe 5:
Fiir a. A € R sei die Funktion f: R —» R definiert durch

Si]'_ll:IL T E {"m:ﬂ]!
flr)=<{z+a, ze(0,1),
elt8*  r g [1,00).

(i) Bestimmen Sie simtliche o, # € R so, dass f stetig auf ganz R ist.
(ii) Bestimmen Sie fiir die Werte o, aus (i) alle £ € R in denen f differenzierbar ist. Geben Sie

gepehenenfalls die Ableitung an.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(i) Behauptung: f ist stetig aul R genau dann, wenn o = O und 3 = -1




Beweis: Da 0 und 1 Hanfungspunkte von R sind, ist f stetig auf ganz R genan dann, wenn gilt
I
0=sin(D)= h = hm =a,
Sl R BIEE e

14 a= lim f(r) = lim =e'tP,
r—+l— r—+1+

also genau dann, wenn gilt

a=0 ud l1=e¢Foai=lgll=1+fcf=-1

(ii) Behauptung: f ist differenzierbar auf R\ {1}.

Beweis: Auf den offenen Intervallen (—oc.0), (0,1) und (1,0c) ist f differenzierbar. Fiir k > 0 erhalt

Imart h — Sl 1’ I “ -“ = I j] —F {:”
h' — Hi" = i = :

und fiir h < 0 gilt

flO+ h)— f(0)  h—sin(0)
h h
also ist f differenzierbar in 0 mit Ableitung 1. Weiter gilt

lim f+h) — f(1) = |lim m =
by —+l = h h—0— h

121 (h—0),

—h i
T e T et L (14 h) - (1)
L ] |:r=[! & hl—l:ll}{» h B hlE[I|1+ h J

d.h. fist in 1 nicht differenzierbar. Insgesamt gilt also f ist differenzierbar auf BY {1} mit Ableitung

cos(z), (—oo,0],
fRAV{1} 2R, fi(zx)=41, x € (0,1),
—el™%, x € (1,00).

Aufgabe 6:
Es sei f: [0,00) —+ R stetig, der Grenzwert 1Lm f(x) existiere und sei endlich. Zeigen Sie, dass f gleich-
—Fod

miikig stetig auf [0, o0) ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Behauptung: [ ist gleichmiabig stetig anf [0, oc).

Beweis: Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert ¢ := lim f(x) < oo, d.h. es existiert ein xp = zp(c) €
—+oC
[}, 00) mit
£
fz) - S5 Vers: (1

Da f stetig, sowie |0, zg] beschrinkt und abgeschlossen ist, ist f aufl [0, 2] insbesondere gleichmikig stetig
(siehe Vorlesung), d.h. es existiert § = d(¢) > 0, sodass |f(z) — f(y)] < ¢ gilt fiir alle z,y € [0, zp] mit
|z — y| < 8. Auberdem gilt nach (1) fiir alle x,y € [rg,00) (unabhéngig von &)

\flz) = f(w)] < |f(z) —cl+ |f(y) —c| <&
Insgesamt gilt also fiir alle x,y € [0, 0c):
lz—yl<d = |flz)-SflWl<,

d.h. fist gleichmiifig stetig auf [0, 00). O

e

Aufgabe T:
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

.

(i) fn‘mn{z}dx. (ii) f sin(z)el* =N dr, (i) f' ]J_dr-

0 '} ]"I'

H

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Funktion
F: (0,00) = R, z+ z(log(z) — 1)

eine Stammiunktion von log ist.

Liosungsvorschlag zu Aufgabe T:
(i) Behauptung: Es gilt [¥ tan(z)dz = 52

Beweis: Fir x € [0, %] gilt tan(z) = SiNZ)  Pyamit erhilt man

T opaslr

] i sin(r) * —sin(zx)
arnila = dr = - —— T
fu tan(z) dx .[n cos(z) j; cos(x) ¢
— _ log(jcos(z)|))i = log(] cos(0)]) — log(]cos(F)])
=1 _x3

() _ _loe(3) _ log(2)
R I T

="IDE

(ii) Behauptung: Es gilt fuﬂ sin(z)el**E= dr = 2(e — 1).

Beweis: Fir x € [0, 3] gilt cos(z) = 0, also lcos(x)| = cos(z). Fir z € [, 7] gilt cos(z) < 0, also
|cos(z)| = —cos(z). Damit erhilt man

£ 4 -;- w
f sin(z)el*= dz = f sin(z)e®™*) dx + f sin(x)e” “**) dz
L] 0 =

T

it [Em(r}]j g [E_ mr-{::]l]j: ase _{El‘.mm} - Ei:m:{;-}l} + {l’:‘_ cos{F) _ e r.m{i}}
T

= 2(e —1).

(iii) Behauptung: Es gilt [, o5 dz = 2 — log(4).

Beweis: Wir verwenden die Substitution y = /. Damit erhalten wir mit Hilfe partieller Integration

[ e [ stywa(pmosol- it

~ 2 (Tngtﬂl — |+ v)0log(1 +9) - ) :.)

= 2 (log(2) - 2(log(2) — 1) + (log(1) — 1))
= 2(1 — log(2)) = 2 — log(4).




