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Punkte:

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass

(i} Fiir alle a, b > 0 gilt:

2 ¥
fa ';-b Eﬂ;ﬁ:ﬁ'\f{ﬁ

(i) Fiir alle n € N gilt:

T

ik"!‘: ( k)‘j.

k=1 =1

Lésungsvorschlag:

(i) Die beiden Ungleichungen folgen direkt durch quadrieren. Genauer gilt, dass

[ 02 2

2 2 2
a* + b > |:H!-r'b:|' il
2 4

dquivalent ist zu

und das zu

2(a* + b%) > o + 2ab + b* > dab

und das wieder zn

(@a—b)2>0>—(a—b)?.

(ii) Beweis durch Induktion.
Induktionsanfang: Sei n = 1, dann gilt offensichtlich

ikﬁzlﬂzl; 12 = (ik)ﬂ.
k=1 k=1

Induktionsvoraussetzung (I.V.): Fiir belichiges aber fostes n & N gelte:

gﬂﬁ:(zﬂ:kf.

k=1
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Induktionsschluss; n — n + 1:

2

Damit ist die Behauptung bewiesen. L]
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Aufgabe 2:

(i) Was ist eine reelle Folge und wann nennt man eine solche Folge konvergent gegen a € R7
(ii) Geben Sie die Definition einer Cauchyfolge an.

(iii} Zeigen Sie, dass eine reelle Cauchyfolge genau dann konvergiert wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzt.

Lésungsvorschlag:
(i} Eine reelle Folge ist eine Abbildung von f : M — R, z.B. {(an)uen mit a, € B.
Eine reelle Folge (ay,)nen konvergiert (fiir n — oo) gegen a € B falls

Ve>0dkeN : ¥n =k folgt |a, —a| <e.

(i) Eine Folge (a,)nen heifit Cauchyfolge, wenn

Ve>03dkeN:Vnm>kist la, —a,| <e.

(ili) Sei (@, )nen eine reelle Cauchyfolge.
= In der Vorlesung wurde gezeigt, dass wenn (b,), eine konvergente Folge ist mit
Grenzwert L so konvergiert jede Teilfolge von (by,), auch gegen L. Somit gilt, da die
Cauchyfolge (a,), konvergiert, dass auch jede Teilfolge von (tn ) konvergiert und zwar
gegen den selben Grenzwert,

Zur Vollstindigkeit der Beweis der Aussage aus der Vorlesung:
Beweis. Sei (b, )i Teilfolge von (b,)n, d.h. ng = o(k) fiir eine Ausdiinnung o : N — M.
Da a(k 4+ 1) = a(k) fiir alle k € N folgt per Induktion

alk)>k VkeN.

Gilt
Ve>03dK eN:V¥n2>K folgt [a, — L| <
dann gilt auch |agk) — L| < € fiir alle k > K. Also Rty koo, o .

+=: Sei (an, )i konvergente Teilfolge der Cauchyfolge (ay), mit Grenzwert a.
Also a = limg_, an, € R. Da (an)n Cauchyfolge ist gilt

Ve=0dKelN: |logym —ap|<e Ymn>=K.

Sei n > K fest aber beliebig gewiihlt. Weiter sei k > n. Dann ist auch ng > n und somit
st m = ni > n. Da (a,), Cauchyfolge ist folgt, dass |a,, — a,| < € fiir alle k > n und

somit
@ — an| = lm |a,, —a,| < €.
Damit gilt [a — a,| < € fiir alle n > K also ist a Grenzwert der Folge (ay),,. ]
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Aufgabe 3: Sei die reelle Folge (£, )uen, rekursiv definiert durch

| a
= — + —
'Eﬂ--l—l 9 {ﬁin E‘" }
mit a > 0, & > 1. Zeigen Sie, dass (£, )qen gegen 4/a konvergiert.
Hinweis: Arithmetisches und geometrisches Mittel.

Losungsvorschlag: Sei die Folge (£,), definiert wie in der Aufgabenstellung. Dann folgt
aus der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel, dass

E:I'I m— é(&ri Vi E’r:}—l) = \/fn--l : ft::l—l = \-""E

Also gilt fiir alle n > 2

£ = Va.
Damit kann man zeigen, dass die Folge (£, )nen monoton fallend ist:
i | i
=—(l+=]< =14+ —=] =1.
e —alta) <a(t+zap) =

Da jede monoton fallende nach unten beschrinkte Folge einen Grenzwert besitzt wissen wir
nun also dass der Grenzwert

Ent1 1 (

A= lim &,

Tt — 0

existiert. Weiter gilt
1 il 1 il
; Ry O g g g, T : - _
2{ + A} = 2.-'\ + 5 =+ A=+a

Somit ist die Aussage bewiesen, wobei noch zu beachten ist, dass —y/a nicht die Losung sein
kann, da £, > 0 ist. |
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Aufgabe 4:

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen sowie die Menge aller x € R,
in denen die Potenzreihe konvergiert.

(i) Eff_l jﬁ:‘f i

(i) Yo, B,

Lésungsvorschlag:

=
(i} Die Potenzreihe % ﬁ:ﬁ" besitst den Konvergenzradius 1 und konvergiert in z € B

n=.| h T
genau dann, wenn x € [-1,1) ist.

Beweis. Definiere a,, := ?nlﬁ fiir alle n € M. Dann gilt:

Van| =

|
s SR |

1 1
vvn+1 » ‘/{},}_’ ,4!1_|_l=_i v1-1

fiir n — oo, also ergibt sich fiir den Konvergenzradius r nach Definition

!

1
ya — —
limsup 3/|a,| lim {/]ay,]

Ti=h00 T—H0

= 1.

j5_a

4]
ok - e i - 1 E L - . = k e " 3 1 ! '
Weiter ist die Reihe “}_‘] — nach dem Minorantenkriterium divergent, da | —77 eine

o=

0
ivergente Minorante ist, al; iert die sraiha | S _
diverg wrante ist, also konvergiert die Potenzreihe ﬂgl TarT? nicht inz = 1. Da

aber (?ﬂl_lT]n 11 “ine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe Y ﬁlr'_lt_”u

n=1
.
nach dem Leibniz-Kriterium, also konvergiert die Potenzreihe 3 -.,-"'nt_-l-lxn nr=-1. O
n=1

o
(ii) Die Potenzreihe % ET,:" x™ besitzt den Konvergenzradius 5 und konvergiert in x € R
n=1
4

genau dann, wenn |z| < § ist.

Beweis. Definiere a, := 22 £ 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

.".Ii

@n] _2"-nl-(n+1)™! 11 (ﬂ+1)”'(+1)_1 1+1)H ¢
lania| 27l (n+1)1.am 2 n41 n " T n _"E

fiir n = oc. Also ist der Konvergenzradius gleich lim ]-*—'!a"l = £
& g n—oo [Gnd 1 2
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Sei nun x € {—£, 5} und by, := a,z" fir alle n € N, dann gilt

]_ n
Ibn.iir:uﬂ-l-l |I|:g_(1+_) .
[ | @n "

, c
= — =]

i
2" A+ >

fitr alle n € M. Hier wird verwendet, dass {I[l + E]n]“ £y Inonoton wiichst, also somit stets

(1+ )" < e ist. Hieraus folgt induktiv, daB |b,| > |b1] > e fiir alle n € N ist, also ist

(5. 4]
(b )nen keine Nullfolge. Somit ist die Reihe Y by, divergent, das heiBt, die Potenzreihe
n=1
2" nl

—= z" konvergiert nicht in z. O

n—1
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Aufgabe 5:

(i) Seien f,g: R — R stetige Funktionen. Fiir alle r € Q gelte f(r) = g(r).
Zeigen Sie, dass dann f(x) = g(x) fiir alle = € K.

(ii) Sei f: () — B stetig. Gibt es dann eine stetige Funktion g : B = R mit f(r) = g(r) fiir
alle r € Q7
(iii) Zeigen Sie, dass die Funktion h : R — R definiert durch

T
1 + x?

hix) :=
gleichmifig stetig ist,
Losungsvorschlag:

(i} 5eil zg € R\ @ belicbig. Zu zeigen ist f{xzg) = glxg).
Die rationalen Zahlen liegen dicht in R. Also gibt es zu jedem n € M cine rationale Zahl
Tn mit |zg — | < % Die Folge (ry), konvergiert gegen xp und nach Voraussetzung

gilt g(rn,) = f(ry) fiir alle n € M. Da f,g stetig sind, gilt lim, . f(x) = f(xg) und
l'iI]l_-;:_hr”ﬂ{I.':] _ gl::t-'“:}.| H.J.H',]

flao) = lhim f(ra) = lim g(rs) = g(zo). O

Tl ==h 23

(ii) Nein, ein Gegenbeispiel wire die in der Vorlesung mehrfach erwihnt stetige Funktion
F: ) = R gegeben durch

flz) = {1 falls z € (—00, —vV2)NQ -1 fallsz e (—v2,V2)NQ1  falls z € (vV2.00) NQ

(iii) Es gilt

xl . __|
fa) = J”.{{Hﬂ L

w1 = Tl |z| =1

also gilt |f(z)| < 1 fiir alle x € R. Fiir x, y € R erhalten wir

|.”J":] N f': ]I| o ;!T“ s '.UE} = y{l +-'L'2}| Ir—y-+ :’f"ﬂ:z = '.UJTE ]
; N T r 22227 | 1+ 22 + y? + 2%y? |
eyl Il
"1+ 22+ +a2?y? 142?42+ a?y?
| y]
<l|le—yl+ |z — y| —=—
| yl +| yl 1 + 22
N,
=|flzy}|=1
<2z -yl.
Damit ist f Lipschitz-stetig und somit gleichmiiBlig stetig. []
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Aufgabe 6:
Es sei I € R ein Intervall. Bestimmen Sie alle & € I, in denen die folgenden Funktionen
f : I = R differenzierbar sind und berechnen Sie dort deren Ableitung,

() I :=(1,00) und f(z) 1= e,

(ii) J := R und

Lisungsvorschlag:

(i} Behauptung: f ist auf ganz (1, oo) differenzierbar und hat die Ableitung

fj{i'ff} = f'-’TI”‘? ?]—_E%-f:l—z fiir alle x € 1.

Beweis:. f ist nach der Ketten- und der Quotientenregel ((1 — x2) # 0 fiir alle z € 1)
differenzierbar und es gilt
2x

1
—12]3{—21?} =gl ———— fiirallez € I.
x

F(z)=er-+ 0 (1 22)2

(ii) Behauptung: f ist differenzierbar auf R {—1} mit Ableitung

e~ @t} » g (—00,—1)

0oy )2, re(—1,0)
EiEre= 0, xr =10
4z, xr € (0,00)

Beweis:. Auf der offenen Menge (—oc, —1) ist f{z) = e "'V differenzierbar mit der
Ableitung f'(z) = —e~lrtl),

Auf der offenen Menge (—1,0) ist f(x) = x? differenzierbar mit der Ableitung f'(x) = 2z.
Auf der offenen Menge (0, o0) ist f(z) = x* differenzierbar mit der Ableitung f'(z) = 4a23.
Fiir h # 0 mit |h| < 1 gilt

0+ h) — f(0 h?
lim f0+h) -~ F(0) = lim — =10
h—i4 h h—0+ N

8
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und } )2
() 1) —
lim JO+h) - F10) = lim e} = ().
R l— h h—o— h

Somit ist f differenzierbar in x = 0 mit Ableitung f(0) = 0.

Wegen
1+h)— f(-1 14+ h)¥2 -1 2 _9h
lim Al th)— }: lim ( ) = lim 3 2 — -3
B0+ h h—0+ h h—0+ i
und \
L, T ~h _ 1
lim A ) — I }= lim £ = =1
B0} h b0 h

ist f in —1 nicht differenzierbar.
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Aufgabe T:

(i} Sei f : U — R definiert in ciner Umgebung U von 0. Fiir e¢in a > 1 gelte |f(z)| < |z|*
fiir alle x € U. Zeigen Sie, dass f in xy 1= (0 differenzierbar ist und dort die Ableitung
F(0) = 0 besitzt,

(ii) Sei f: R — R eine Funktion mit

f(z) — f(y)| < 42|z — y|2

fiir alle x,y € B. Zeigen Sie, dass f unendlich oft differenzierbar ist.
Lésungsvorschlag:

(i} Die Aussage lisst sich durch betrachten des Differenzenquotienten sehr einfach lésen.
Wegen |f(x)] < |z|* ist f(0) = 0. Somit erhalten wir fiir den Differenzenquotienten:

‘fl[x} ~ f(0)
x —

|=i@‘§k.{;!“ L0 fir z—0.

Also existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten und f ist somit differenzierbar in
xy = 0. Da der Grenzwert 0 ist, folgt f(0) = 0.

(ii) Sei f: R — R eine Funktion mit |f(z) — f(y)| < 42|z — | fiir alle x, y € R. Fiir beliebige
aber feste o, y € R gilt dann

(@)~ f)| _ 420z —yl?

|z -yl = |z—y

= 42|z —y|27".

Da % = 1 folgt

i @)~ f@)

=y |z -yl

<4L2lm|z—y|Z'=0
Ty

Da x, y belicbig waren ist die Funktion f also differenzierbar auf ganz R mit Ableitung
f'lx) =0 fiir alle x £ B. Somit ist f insbesondere unendlich oft differenzierbar. O

110



