Karlsruher Institut fiir Technologie Institut fiir Analysis

Analysis 1 — Winter 2025/2026 — Losungsvorschlag

Aufgabe 1 Bestimmen Sie alle Haufungspunkte folgender Folgen. Untersuchen Sie
weiter die Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert fiir
n — 0.

fir alle n € N

(a) an =sin(ng)+1

(b) b1 =

\][V)

, brnt1 ::3—% fir allen € N

Lésungsvorschlag: (Aufgabe 1) (a) Wir betrachten die beiden Summanden separat. Fiir

den zweiten Summanden gilt

1
lim — =0.
n—oo n

Die Sinusfunktion sin (ng) nimmt fiir natiirliche Zahlen n periodisch die Werte 1,0, —1,0

an. Wir zerlegen die Folge (a,) daher in vier Teilfolgen. Sei k € N.

1. Fall n =4k + 1:

1 1
:sin(27rk;+f)+ —14

. T
Gdk+1 = S0 <(4k * 1>§) + 2) T Ak 11 k+1

4k +1

Fir £ — oo konvergiert diese Teilfolge gegen 1.

2. Fall n =4k + 2:

aaeya = sin (45 +2)7 ) + g~ Sm@rk4m)+ 4k1+ g~ Ut 4k1+ 2
Fir £ — oo konvergiert diese Teilfolge gegen 0.
3. Fall n =4k + 3:
ks = o0 <(4k +3)g) * 4k1—|—3 =i (27rl<: * 327T) * 4k‘1+ 3 S 4k1—|—3'
Fir £ — oo konvergiert diese Teilfolge gegen —1.
4. Fall n = 4k + 4:
. ™ 1 ) 1 1
A4k+4 = SN ((4k+4)§) + T sin (27(k + 1)) + i 0+ T

Fiir k — oo konvergiert diese Teilfolge ebenfalls gegen 0.

Nach Vorlesung existieren keine weiteren Haufungspunkt (Lemma 2.22). Die Menge der
Héaufungspunkte ist somit {—1,0,1}. Da die Folge mehr als einen Haufungspunkt besitzt,
ist sie insbesondere divergent.

(b) Wir zeigen, dass die Folge (b;,) streng monoton wachsend und nach oben beschrankt
ist.

Wir zeigen zunédchst induktiv, dass 1 < b,, < 2 fiir alle n € N.
Induktionsanfang: Fir n =1 ist by = % Es gilt 1 < % < 2.

1 — bitte wenden —
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Induktionsvoraussetzung (IV): Es gelte 1 < b, < 2 fiir ein beliebiges, aber festes n € N.
Induktionsschritt: Zu zeigen ist 1 < bp41 < 2. Es gilt mit b,y =3 — %, dass

2 2
1<3——<2 <<= 2<—<K1 <= 1<b, <2
by, by,
Aus der (IV) folgt somit 1 < b,4+1 < 2. Die Folge ist also per vollstindiger Induktion
beschrankt.

Als néchstes zeigen wir die Monotonie. Wir betrachten die Differenz zweier aufeinan-
derfolgender Glieder

2 3bp—2—02  —(b2—-3b,+2)  —(by—1)(b, —2)

bust = b =3 = = — by = . = = = » .

Aus obiger Induktion wissen wir, dass 1 < b,, < 2. Folglich ist der Zahler —(b,, — 1)(b,, —
2) > 0 und damit der gesamte Bruch positiv. Es gilt also b,+1 — b, > 0. Die Folge ist
streng monoton wachsend. (Es gibt weitere Wege Monotonie zu zeigen.)

Nach dem Konvergenzsatz fiir monotone Folgen (Theorem 2.14) ist (by,) also konver-
gent. Sei b := lim,_,o by, Dann

: . 2 2
b:nlgngobnﬂ—nh_{rolo (3_bn> =3-3
Wir 16sen diese Gleichung nach b auf
2
b=3-7 ?=3b—2 <= 0> -3b4+2=0 <= (b—1)(b—2)=0

Die moglichen Grenzwerte sind b = 1 und b = 2. Da die Folge streng monoton wéchst

und bei b; = % startet, muss b > % gelten, also lim,_,o by, = 2. (Die Menge der Hau-

fungspunkte ist somit {2}.)
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Aufgabe 2  Begriinden Sie, ob folgende Reihen konvergieren oder divergieren.

2n)! 1 n
(&) Z (72')2)5” (b) Z n + sin(n) (c) Z(_l)n 1+n?

n>1 n>1 n>1

Losungsvorschlag: (Aufgabe 2) (a) Sei a,, = 2 Wir wenden das Quotientenkriterium

(n!)25m
(Satz 3.14) an

Gt | | GogpE Cnt2)l @) 5

an % 2n)! ((n+1)H)? BHntl
 (2n+2)(2n+1) 1 1 4n® +6n+2
B 1 n+12 5 5(nZ+2n+1)
_ An? 4 6n + 2
N2 4+10n+5

Fiir den Grenzwert n — oo betrachten wir die hochsten Potenzen von n

L 4+84 5 4
= Hm 5 =
n—>oo5_|_n_|_n2

Gn+41
an

lim

n—oo

Da % < 1, konvergiert die Reihe absolut nach dem Quotientenkriterium.
(b) Gegeben ist die Reihe mit dem Glied b,, = .Dasin(n) <1 firallen € N
gilt, folgt fiir den Nenner

1
n+sin(n)

n+sin(n) <n+ 1.
Daraus ergibt sich fiir die Briiche
1 1
> .
n+sin(n) ~ n+1

Da die harmonische Reihe anl n%rl divergiert (Beispiel 3.2d), divergiert nach dem Mi-

norantenkriterium (Satz 3.12b) auch die Reihe >, -, n+8+ﬂ(n)

(c) Gegeben ist die alternierende Reihe mit ¢, = (—1)" %

Wir setzen ¢, = H%

14n2 "
und priifen, dass (é,), eine fallende Nullfolge ist. Es gilt
- 0
lim é, = lim 5 = lim T =——=0.

Die Folge (¢,) ist also eine Nullfolge.
Um zu zeigen, dass ¢, monoton fallend ist, betrachten wir die zugehorige reelle Funk-
tion f(z) = 1757 und leiten diese ab

2 2
() = 1-(1+= )2 2:5 201 $2 i
(1+22) (1+22)
Fiir x > 1 ist der Zihler 1 — 22 < 0 und der Nenner stets positiv. Also ist f/(z) < 0 fiir
x > 1, was bedeutet, dass die Folge (&,) monoton fallend ist.
Da (¢&,) eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe nach dem Leibniz-
Kriterium (Satz 3.8).

3 — bitte wenden —
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Aufgabe 3  (a) Es sei die Funktion

[0 =R flo) =

gegeben.
(i) Zeigen Sie, dass lim,_,;- f(z) existiert und geben Sie den Grenzwert an.

(ii) Sei a € (0,1) beliebig. Zeigen Sie, dass ein §, > 0 existiert mit f(x) > 4, fiir alle
z € [a,1).

(b) Sei g: [0,1] — R stetig mit g(0) = g(1). Zeigen Sie, dass ein = € [0, 1] existiert mit

g(x) = g(z +3).

Lésungsvorschlag: (Aufgabe 3) (a) (i) Wir wollen die Regel von L’Hospital anwenden.
Seien

g,h: (0,1) = R; g(m)zsin(x/x—x%r),h(x)z 11—z

Es gilt g, h sind nach Kettenregel differenzierbar mit g(z), h(z) — 0 fiir + — 1. Weiter
sind die Ableitungen gegeben durch

g (x) = cos (ﬂﬂ) ) % <7m>

1-2z

= cos 7rx/x—3:2>-7r-7
( 2V — x?
1-2z

NV

:cos<7r a:—$2>'7r

und )
B (x) = ———.
@) =i
Betrachten wir den Grenzwert
/ cos (ﬂ\/a:—m2> R
lim Z/ T _ lim - 2Vavi-e
rx—1— (.’E) r—1— 2\/@
1-2
= lim <—7r cos (71\/ T — x2) x)
z—1— \/E
1-2(1)
= —m-cos(mv1—1)- =.
RS
Nach L’Hospital (Theorem 5.30) gilt somit
/
. g _g(x)
Jm f@) = lm @)= lim ey =T

(ii) Sei a € (0,1) beliebig gewahlt. Wir betrachten das Intervall [a,1). Da wir in Teil
(i) gezeigt haben, dass der linksseitige Grenzwert an der Stelle 1 existiert und gleich 7
ist, konnen wir die Funktion f auf das abgeschlossene Intervall [a, 1] stetig fortsetzen.
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Wir definieren dazu die stetig fortgesetzte Funktion f: [a,1] — R durch

flz) =

m, fir x = 1.

< {f(:n), fir x € [a, 1),

Das Intervall [a, 1] ist abgeschlossen und beschriankt. Nach dem Satz vom (Minimum
und) Maximum (Theorem 4.24) existiert also ein z¢ € [a, 1] mit
f(zo) = min f(z) = m.
z€la,l]

Wir zeigen nun, dass dieses Minimum echt gréfer als Null ist (m > 0). Da 0 < 2 — 22 =
z(1—2x) <1firz e (0,1) gilt ist auch

O<Ver—zxin<m

fiir € (0,1), d.h. der Sinus ist positiv. Weiter gilt 0 < /T — z. Also folgt f(z) = f > 0
fiir z € (0,1). Fiir z = 1 gilt ebenfalls f(1) = 7 > 0. Da also f(x) > 0 fiir alle = € [a, 1]
gilt, muss auch m = f(xq) > 0 gelten.

Wir setzten nun d, := m > 0. Dann gilt fiir alle z € [a, 1)

f(x) = f(x) > min f(t) =m =3, > 0.
t€la,l]

(b) Wir betrachten die stetige Hilfsfunktion h(z) := g(z) — g(z + 3) fiir = € [0, 5]. Es
gilt h(0) = g(0) — 9(%) und h(%) = 9(%) —¢g(1). Da ¢g(0) = g(1) vorausgesetzt ist, folgt
h(%) = —h(0), also

h(0)h(3) < 0.

Nach dem Nulistellensatz (Korollar 4.28) muss die stetige Funktion h eine Nullstelle
z, € [0, 1] besitzen und die Behauptung folgt, da

hz.) =0 < g(z.) = glw, + 1).

5 — bitte wenden —
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Aufgabe 4 (a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass die folgende Funktion f stetig ist.

z2+1—cosz fii >0
fi0,00) 5 Ry fa)={ = e
c fir x = 0.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion
r-x % x>0
R — R; T) = ’ ’
g g9(z) {x z<0,

stetig differenzierbar ist.

Lésungsvorschlag: (Aufgabe 4) (a) Wir definieren zunéchst wieder g als Zéhler der Funk-
tion und A als Nenner

g,h: [0,00); g(x) =a2? +1—cosz, h(z) = 2°.

Offenbar sind die Funktionen g, h differenzierbar und fiir z — 0" gehen sowohl g(z)
als auch h(z) gegen 0. Wir betrachten die ersten Ableitungen

g (z) = 2z + sinz,
B (z) = 2u.

Auch hier konvergieren ¢'(x), h/(x) — 0 fiir z — 07. Wir leiten ein zweites Mal ab

g"(z) =2+ cosz,
B (z) = 2.

Nach zweimaligen Anwenden der L’Hospitalsche Regel (Theorem 5.30) folgt

z—0t N z—0t h(l‘) z—0t h’(x) z—0t h”(flf) - 2’

lim f(z) = lim 48 U S@ wH o g7@) 3

Damit die Funktion in = 0 stetig ist, muss folglich gelten

C= —.

2

(b) Fir x < 0 ist g(z) = x ein Polynom und somit stetig differenzierbar mit der
Ableitung
gd(x)=1 firz <O0.

Fiir z > 0 gilt per Definition g(z) = x - e~*n(*)  Als Komposition stetig differenzierbarer
Funktionen ist g auch hier nach Ketten-/Produktregel stetig differenzierbar. Weiter gilt

Jx)=1-2""4z. % (e—mln(ac)>

=2 %4 g.e @), (—1 “In(x) + (—=z) - 1>

x
=z "+xz-27" (—In(z) - 1)
=z % (1—zln(z) —z) firz>0.
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Wir priifen die Differenzierbarkeit im Nullpunkt mithilfe des Differentialquotienten.
Fiir den linksseitigen Grenzwert gilt

g(h) —g(0) _ . B0

li = — =1
hgélf h hﬂ%ﬂ h
Fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt
_ h—h _
lim M = lim M = lim h*h — lim efhln(h)‘
h—0t h h—0+ h h—0+ h—s0+

Da limj,_,o+ hIn(h) = 0 nach L’Hospital gilt und die Exponentialfunktion stetig ist, folgt

lim e ") = &0 = 1.
h—0t+
(Aus der Vorlesung Beispiel 5.31 wissen wir lim,_,q+ h" = 1. Das darf man hier alternativ
natiirlich auch verwenden.)
Da der linksseitige und der rechtsseitige Differentialquotient iibereinstimmen, ist g
nach Vorlesung in z = 0 differenzierbar mit ¢’(0) = 1.
Die Ableitung lautet nun

%1 —xIn(z) — x), z >0,
oy - {71 znG) o)
1, z < 0.

Fiir z # 0 ist ¢’ als Komposition stetiger Funktionen stetig. Betrachten wir die Stetigkeit
bei z = 0, also dass lim, g+ ¢'(z) = ¢’(0) = 1 gilt. Wir betrachten den rechtsseitigen
Grenzwert der Ableitung

lim ¢'(z) = lim [27% (1 —xIn(z) —2)].
T g/(x) = T [¢77 - (1= wln(z) - 2)
Wir wissen bereits, dass lim,_,g+ 7% = 1 und lim,_,o+ 2 In(z) = 0 und trivialerweise

lim, g+ z = 0. Somit
lim ¢'(z)=1-(1-0-0)=1

z—0t

und die Behauptung folgt.

7 — bitte wenden —
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Aufgabe 5 (a) Zeigen Sie, dass fiir z > 0 die Ungleichung

x
1+

In(1+z) >

gilt.
(b) Untersuchen Sie die folgende Funktionsfolge (f,), auf gleichméfig Konvergenz fiir
n — oo und geben Sie gegebenfalls die Grenzfunktion an. Fiir n € N sei

n

frn:[0,00) = R; fu(z) = m

Losungsvorschlag: (Aufgabe 5) (a) Wir betrachten die Differenz

: 0 — R; =In(1 — .
g 0,00) + Bs gla) = In(1+2) -
Es gilt g(0) = 0 und die Ableitung ¢'(z) = ﬁ
Vorlesung (Satz 5.24) ist g somit monoton steigend. Daraus folgt g(xz) > ¢(0) = 0 fiir
alle x > 0 oder aquivalent

ist fiir x > 0 nicht-negativ. Nach

x
1+

In(1+z) >

)

was die gewlinschte Ungleichung zeigt.
(b) Wir betrachten zunéchst den Grenzwert lim,_,o fn(x) fiir festes z € [0, 00).
Dabei unterscheiden wir drei Fille fiir a:

1. Fall 0 < z < 1: Es gilt lim,, o 2™ = 0 und folglich auch lim,,_o 22" = 0. Daraus
folgt fiir den Grenzwert
z" 0

li n =1 = =0.
A fle) = m e ey = o 0)

2. Fall z = 1: Einsetzen von x = 1 liefert f,(1) = n(%nlz,b) = 5. Somit ist

1
lim f,(1) = lim — =0.

n—00 n—oo 2n,

3. Fall x > 1: Um den Grenzwert zu bestimmen, erweitern wir den Bruch mit z="

ful@) = " _ 1

nax(z=" +2") n(z "+ z")

Da fiir z > 1 der 2™ — oo und ™" — 0 fiir n — oo, folgt

lim f,(z)=0.

n—oo
Die punktweise Grenzfunktion ist demnach fiir alle z € [0, 00) die Nullfunktion

f:10,00) = R; f(z) =0.
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Fiir die gleichméfige Konvergenz miissen wir zeigen, dass

lim sup |fu(w) — f()| = 0.

N0 2€[0,00)

Es gilt

n n

X x

20) = 10 = | iy 0| = gz = o)

Wir bestimmen zunéchst die Ableitung mit Ketten- und Produktregel oder Quotienten-

regel und setzen diese 0

, :L,n—l(x2n _ 1)
fn(x) = —W =0 < z€{0,1}.
Da f,(0) = 0 und limg_,o fn(z) = 0, sowie f,(x) > 0 fiir alle x € [0,00), folgt nach
einer Ubung, dass f, ein globales Maximum annimmt. (Es gilt z.B. f,(1) = ﬁ Da
limy 00 fn(z) = 0 existiert ein b > 0 mit f,(z) < % fiir x > b. Nach dem Satz vom
Maximum nimmt f,, auf dem Intervall [0,b] ein Maximum grofer gleich f,,(1) an. Dieses
ist dann aufgrund der Wahl von b bereits global.) Nach Vorlesung (Satz 5.18) muss dieses
bei x = 1 liegen.
Folglich gilt fiir das Supremum

sup |fn(z) = f(2)| = fu(1) = QL — 0 fiir n — oc.
z€[0,00) n

Die Funktionenfolge konvergiert also gleichméfig gegen O.

9 — bitte wenden —
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Aufgabe 6  Sei
fiR—R; e e®(x? —x —1).

(a) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen und -werte der Funktion f. Entscheiden
Sie, ob es sich um Minima oder Maxima handelt.

(b) Begriinden Sie, ob Minima oder Maxima global oder lediglich lokal sind.

Lésungsvorschlag: (Aufgabe 6) (a)
Um die lokalen Extremstellen zu finden, untersuchen wir die erste und zweite Ableitung
der Funktion f(x). Mit Ketten- und Produktregel gilt

fllx)y=e"- (2> —2z—1)+e" - 2r—1) =" (2* + 1 —2),
ffa)=e"- (2> +2—-2)+e"- 2z +1)=e- (2?2 + 32— 1).

Wir wollen erneut Satz 5.18 anwenden, d.h. wir bestimmen zunéchst die Nullstellen
der Ableitung

e’ (P +2-2)=0 <= (@ +r-2)=(z+2)(z—1)=0.

Die kritischen Stellen sind somit 1 = —2 und x5 = 1. Als néchstes betrachten wir die
zweite Ableitung und zeigen, dass diese nicht verschwindet, siehe Korollar 5.25.

1. Fall 2 = —2: f/(-2)=e2-(4-6—-1)= -3¢ 2 <0.
Da die zweite Ableitung negativ ist, liegt bei 1 = —2 nach Vorlesung ein lokales
Maximum vor. Der zugehotrige Funktionswert lautet

5
2 =e2.(44+2-1)==.
[ = (dr2-1)= 5
2. Fall zo =1: f"(1) =e- (1+3—-1)=3e > 0.
Da die zweite Ableitung positiv ist, liegt bei o = 1 nach Vorlesung ein lokales
Minimum vor. Der zugehérige Funktionswert lautet

fy=e-(12-1-1)= —e.

(b) Wir betrachten das Verhalten der Funktion fiir z — +o00. Es gilt

lim (22 -z —1) = 0.

T—r 00
Da die Funktion nach oben unbeschrankt ist, gibt es kein globales Maximum. Das Max-
imum bei 1 = —2 ist daher lediglich ein lokales Maximum.

Weiter ist
lim e”(z* —2—1)=0.

Tr——00
Also existiert ein @ > 1 mit f(z) > f(1) = —e fir z ¢ (—a,a). Nach dem Satz vom
Mazimum wird das Minimum in [—a, a] angenommen und nach obiger Uberlegung muss
dieses bei x5 = 1 liegen. Somit ist das Minimum bei xo = 1 folglich ein globales Minimum.

10
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Aufgabe 7 (a) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom vom Grad 2 von
f:(0,00) = R; x+— In(x)

im Entwicklungspunkt xg = 1. Zeigen Sie damit, dass

lim (n—nQIn (1—1—%)) = 1

n—00 2

(b) Bestimmen Sie alle z € C so, dass

E:(n2¢>n/f

n>1

konvergiert.
Hinweis: Zur Untersuchung des Konvergenzverhalten fiir |z| gleich dem Konvergenzradius
kann Teil a) hilfreich sein.

Losungsvorschlag: (Aufgabe 7) (a) Wir berechnen zunéchst die ersten beiden Ableitungen
von f(z) und werten diese am Entwicklungspunkt zo = 1 aus:

f(2) = In(a) — (1) =0
fla) =1 — F=1
() = - — ) =-1

Das Taylor-Polynom zweiten Grades T5 o(x) um den Entwicklungspunkt zp = 1 lautet
somit
f'@)

Too(w) = f(1) + F)@ - 1) + 2 @17 = @ - 1) - S - 12,

Nach dem Satz von Taylor (Theorem 5.38.) gilt mit dem Peano-Restglied fiir x — 1
1
In(z) = (¢ = 1) = e = D2+ o ((z — 1)),

d.h.
o @) = (@ = 1)~ b - 1?)

2o (z —1)2 =0

Setzen wir z,, = 1 + %, so erhalten entsprechend

1+ ) = () = 5()?)

S (

1
= lim <n2ln(1+711)—n+) =0

)2 n—00 2
oder anders ausgedriickt

lim (n—n2ln (1—1—%)) = 1

n—00 2

11 — bitte wenden —
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n2

(b) Wir betrachten die Reihe anl a, 2" mit den Koeffizienten a,, = (niﬂ
Zur Bestimmung des Konvergenzradius p verwenden wir die aus Definition 3.28 bekan-

nte Formel. Es gilt

NN L on
Jg&ov'anizsﬂo<(n+1) ) = i ()
1
€

Der Konvergenzradius ist somit

c.

p=- =
limsup,,_, o V/|an]

Die Reihe konvergiert also absolut fiir alle |z| < e und divergiert fiir |z| > e.
Wir zeigen mit Hilfe des Trivalkriteriums (Korollar 3.6), dass die Reihe fiir |z| = e
divergiert. Um dies auf Teil (a) zuriickzufithren betrachten wir In (|a,z"|). Fiir |z| = e

gilt
In (|a,z"|) = In <<nj— 1) e”) =n?ln <nj- 1) + nln(e)

1 1
:n—n21n<n+ )zn—n21n<1+>.
n n

Nach Teil (a) wissen wir jetzt

1 1
lim In (Ja,z"|) = lim <n —n’In (1 + >> =-.
n—00 n—00 n 2

Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt

lim |a,2"| = li_>m exp (In (Jan2"|)) = exp (3) = Ve # 0.

n—o0

Die Folge der Summanden fiir |z| = e ist somit keine Nullfolge und die Reihe divergier
in diesem Fall nach Vorlesung (Korollar 3.6).
Die Reihe konvergiert genau dann, wenn z € C mit |z| < e.

12



