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Aufgabe 1
Untersuchen Sie die angegebenen Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz. (je 1 Punkt)
= eh oo 1
& ¥ (b) Z LEE 2 Z
= (2n +1)! nzl\/ﬁ—2 ” | Vit nZ
Aufgabe 2 (je 1,5 Punkte)

Zeigen Sie jeweils, dass die angegebene Funktion auf R differenzierbar ist und berechnen Sie die Ab-
leitung fiir alle z € R. '

(a) f:R—Rmit f(z):=log (im_n_(ﬂ)

2 + cos(x)

(b) g:R— Rmitg(z) := ‘mlg

Aufgabe 3 | (je 1,5 Punkte)

3n'
(a) Bestimmen Sie alle = € R, sodass die Potenzreihe Z S konvergiert.
n=1
(b) Es sei f : (—1,1) — R mit f(z) = S Bestimmen Sie eine reelle Folge (@n)nen, mit
ee]
T = Zanx" fir r € (—1,1).
n=0
Aufgabe 4 (je 1,5 Punkte)

Untersuchen Sie jeweils die angegebene Funktion auf Stetigkeit, gleichméfige Stetigkeit und Lipschitz-
stetigkeit auf dem angegebenen Definitionsbereich.

(&) f:(1,00) = Rmit f(z) = Cosif),

(b) g:1[0,1] — R mit g(z) := 25 — 1.
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Aufgabe 1

(a) Behauptung: Die Reihe Z m konvergiert absolut

Beweis: Es gilt

oo o

en e'n
<N e
= (2n+1)! ngl n!
o
e : : e .
Also konvergiert die Reihe Z m nach dem Majorantenkriterium absolut. o
n=1 ’
o
(b) Behauptung: Die Reihe divergiert,.
Vv —2-n
n=1 '
Beweis: Es gilt
2 Z =
n:lf_Q i n=1"

und letztere Reihe divergiert nach Vorlesung. Nach dem m Minorantenkriterium divergiert daher auch

Z\/__2n ‘ O

1) |
(c) Behauptung: Die Reihe Z \/(_)“ konvergiert, aber nicht absolut.

Beweis: Wir setzen (an)neN mit a,, := m. Dies ist eine positive Nullfolge und fiir n € N

1 1

< ——— =gq,..
V1i+n2 /11 p2 i

Also ist (n)nen streng monoton fallend und damit liefert das Leibniz-Kriterium die Konvergenz von
oo 3

Z(—l)”an.

n=1

Hingegen gilt fiir n € N

I+(n+1)2>14n2 e VI+(n+12> /1102 e Ung1 =

-1 1
A = > .
" V1+n2 7 2n

Z' )"an| = Zan>z\/_n

und letztere Reihe divergiert nach Vorlesung. Nach dem Minorantenkriterium divergiert daher auch

Dann folgt

die erste Reihe. O
Aufgabe 2 2t sin(a)

. 8! < : : .
(2) Behauptung: Die Funktion f : R — R mit flz) = log <_2+Ts(x)) ist auf R differenzierbar und
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und letztere Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium. Fiir z = /2 gilt

(o9} o0

1
3n _ kY
S ot =2
n=1 n=1
und letztere Reihe divergiert nach Vorlesung. O

(b) Behauptung: Fiir (an)nen definiert durch
. {(—1)", n = 3k fiir ein k € N,

0, sonst,
<
gilt nzzoanw" = f(z) fir z € (—1,1), wobei f : (=1,1) = R durch Fla) = ] definiert ist.
Beweis: Fiir z € (—1,1) gilt |(—z)*| <1 und daher
L 1 = 3k, 3k
f(.’l?)— 3+ 1 - 1-—(—-:17)3 _kz—%(—l) x .
Fiir (an)nen, mit
{(—1)”, n = 3k fiir ein k € Ny,
By, 55
0, sonst,
<
gilt daher f(z) = Zanx" fiir z € (—1,1). O
) n=0
Aufgabe 4 _
(a) Behauptung: Die Funktion f : (1,00) — R mit f(z) := %@ ist Lipschitzstetig, also insbeson-

dere stetig und gleichmiRig stetig, auf (1, 00).

Beweis: Die Funktion f ist auf (1,00) als Verkettung differenzierbarer Funktion differenzierbar auf
(1,00). Fiir z € (1,00) gilt aukerdem

1 sin(y/z)v/x + 2cos(+/z) 1 2 5
(@) = |2 ) <—p+5<5
& o132 T 2
Damit ist f’ beschrénkt auf (1,00) und f nach Vorlesung auf (1,00) Lipschitzstetig. O

~ (b) Behauptung: Die Funktion g [0,1] = R mit g(z) = 23 —z ist gleichméRig stetig, also insbesondere
stetig, auf [0, 1], aber nicht Lipschitzstetig. :

Beweis: Es sei o € [0,1] und (Zn)nen in [0, 1] mit 2 2% 1. Dann folgt
1 1
flzn) =28 —2n =T 7§ — 20 = f(zo)
und damit ist f stetig auf [0,1] (diese Aussage kann auch zitiert werden, falls dies in der Vorlesung

formuliert wurde). Da [0, 1] beschrénkt und abgeschlossen ist, folgt nach Vorlesung sofort die gleich-
miRige Stetigkeit von f auf [0, 1].
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(a) Behauptung: (fn - gn)nen konvergiert auf I punktweise gegen h = f - g.

Beweis: Bs sei z € I. Wegen fao(z) =% f(z) und go(z) =% g(z) gilt fn(z) - gn(z) =% f(z)g(z).
Folglich konvergiert (fr - gn)nen auf I punktweise gegen h:= f - g. O

(b) Behauptung: (fn - gn)nen konvergiert auf gleichméfig gegen f - g.

Beweis: Da fn,gn € C(I,R) fiir n € N folgt f,g € C(I,R). Insbesondere gilt daher C; := || f|loc < 00
und ||g]lec < 00. Da (gn)nen auf I gleichméRig gegen g konvergiert existiert ein ng € N mit ||gn —glloc <
1 fiir n € N mit n > ng. Fiir n > ny folgt damit

Ignlloo < llgn = glloo + llgllee <1+ llgl] = C2 <00

und

| fagn — Fonlloc + 1 £gn = Falloo < llfa = flloollgnlleo + llgn = llecllflloo
Collfn — flloo + Cillgn — gllec == 0.

|| fagn — f9llco

Aufgabe 7
e? .2 1 2 5 _ .
(a) Behauptung: / m——M d# = —(i——Q.
1 vz 5
Beweis: Die Funktion f : [1,€?] — R mit f(z) := ﬁ——b—\%@ ist stetig, also integrierbar. Mit g :
[1,e%] — [1,€] mit g(z) := v/ gilt per Substitutionsregel

62 , 62 ) (62)
/ flz)dz = 2 / §(2)(9(a)* — log(g())) dz =2 / ¥t —log(y) dy
1 1 g(1)

1 2(e® -1 2(e® — 6
o(badls - alylogly) - gl = 2o~ 2= HEZD
5 5] b}
O
s 6271' -1
(b) Behauptung: / e* sin?(z) dz = 3
0

Beweis: Die Funktion f : [0,7] — R mit f(z) = e** sin(x) ist offensichtlich stetig und damit in-
tegrierbar. Mit partieller Integration folgt

™ s
/ e* sin®(z) dz g [%e‘?x sin?(z)]% - / €% sin(z) cos(z) dz
0 0

2] —[%e‘% sin(z) cos(z)]g + /07r —;—e% (cos®(z) — sin®(z)) dz

1 m
= [Ze%]g—/ ¥ sin?(z) dz.
0

Also "

(6___

e —1
)= 8

™
/ e?®sin?(z) dz =
0

o =
AN
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Um zu zeigen, dass f auf [0, 1] nicht Lipschitzstetig ist, fiihren wir einen Widerspruchsbeweis.
Annahme: f ist auf [0,1] Lipschitzstetig. Dann existiert L > 0 mit |f(z) — f(y)| < Llz — y| fiir alle
z,y € [0,1]. Setzen wir y = 0 und z € (0,1) erhalten wir

a:%—a:zf(a:)=|f(a:)|§L|m|=Lx — 7 5-1<L = (17_>_———1—"3—
(L+1)2
und wegen (Tl;)? > 0 dies ist ein Widerspruch zu z € (0, 1). O
+

Aufgabe 5
Voraussetzung: Es sei f : R — R in zo € R differenzierbar und f(zo) > 0.

Behauptung (a): Es existiert ein ng € N mit f‘(xo + %) > 0 fiir alle n € N mit n > ng.

Beweis: Da f in xq differenzierbar ist, folgt auch die Stetigkeif von f in zg. Also gilt f (w0+%) =% f(zo)
und daher existiert ein ng € N mit |f(zo + %) — f(zo)] < —f(g—o) fiir n € N mit n > ng. Folglich gilt fiir

n > ng
£ (@) f(z0)
2

5 + f(@o) =

Flao+ 1) = Flzo+ ) = ao) + fa0) > = >0,

fo+ D\ gl
_m)__ gilt a, == exp ( f(zé’))

Ay

Behauptung (b): Fiir die Folge (an)nen mit an 1= (

Beweis: Fir n € N gilt

ogloy — U B loglf @)

1
n

Da die Funktion log : (0, oo) —+ R differenzierbar ist, liefert die Kettenregel die Differenzierbarkeit von
logof in zo mit (logof) (zo) = %9)2. Also gilt fiir alle (hp)nen in R\ {0} mit h, === 0, dass

log(f(zo + hn)) —log(f(%0)) noee f'(20)

hn, f (130) '
. ; 1 ; n=¥ fl(x(]) \ : s
Mit (hp)nen definiert durch hy, := = folgt mit (x), dass log(ay,) == Flao)” Es folgt weiter fiir n € N
0 .
: ” f '(370))
an, = exp(log(an)) = exp | = |,
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auf R. O

Aufgabe 6

Voraussetzung: Es sei I C R ein kompaktes Intervall und (fa)neny und (gn)neny mit fn,gn € C(I,R)
fiir n € N sowie f,g: I — R. Ferner konvergiert (fn)nen auf I gleichméfig gegen f und (gn)nen auf I
gleichméfig gegen g.
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es gilt firz € R
' cos(x) sin(z)

2 +sin(z)  2-+cos(z)

f'(x) =
Beweis: Fiir z € R gilt :
f(z) = log(2 + sin(z)) — log(2 + cos(x)).
f ist also nach der Kettenregel als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar und
cos(z) sin(z)
2 +sin(z) = 2+ cos(z)

#'(z) = cos(z)log'(2 + sin(z)) + sin(zx) log'(2 + cos(x)) =
O
(b) Behauptung: Die Funktion g : R — R mit g(z) := |x]% ist auf R differenzierbar und fiir z € R gilt

/ —%(——CL‘)%, z € (—00,0),
fa={ "o a=0
Sxd, z € (0,00).

Beweis: Fiir z € (—o0,0) gilt f(z) = (—x)% und fiir f(z) = ¢3 fiir z € (0,00). Daher sind f|(—o0,0)
und f|(0,00) nach der Kettenregel stetig differenzierbare Funktionen und es gilt

1

(f\(o,w))’(x)=%xz fir ge(0,00) und  (Fles) (@)= —5(—w)4 i G (=),

Folglich gilt f'(z) = 41'4 fiir z € (0,00) und f'(z) = ——(—:1:)% fiir z € (—00,0).
An der Stelle z = 0 folgt mit (Ap)nen in R\ {0} mit hrp — 0

\f(hr» - f(O)\ _hnlf s

|hn|
da die Funktion z — ©7 stetig auf [0,00) ist. O
Aufgabe 3
3n
(a) Behauptung: Die Potenzreihe Z Z__ konvergiert genau dann, wenn = € [— 2%, 2%)
- n=l
Beweis: Wir definieren (an)nen, durch an = 5;,1? und y = z3. Der Konvergenzradius der Reihe

Z any™ ist gegeben durch r =2, denn

n=1
n ‘a ' _ 1 n— 1
T2y 2
oo
Also konvergiert Z anz>" absolut wenn z € (—+/2,V/2). An der Stelle z = — /2 gilt
n=1 .

o e (1)
S =35

n=1
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Aufgabe 5
Es sei f : R — R in zo € R differenzierbar und f(zo) > 0.

‘(a) Zeigen Sie, dass ein ng € N existiert mit f(zo + 1) > 0 fiir n € N mit n > no. (1 Punkt)
\" '
(b) Es sei (an)nen definiert durch a, := M . Zeigen Sie lim a, = exp (f (xo)) .
f(zo) n—»o0 (o)
(2 Punkte)

Hinweis zu (b): Betrachten Sie log(an)-

Aufgabe 6 .
Es sei I C R ein kompaktes Intervall und (frn)neN, (gn)neny mit fn,gn € C(I,R) fur n € N sowie
f,g : I — R. Ferner konvergiert (fn)nen auf I gleichméfig gegen f und (gn)nen auf I gleichmékig

gegen g.

(a) Bestimmen Sie die Funktion h : I — R mit fr - gn =% h pﬁnktweise auf I. (0,5 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass (fn - gn)nen auf I gleichmakig gegen h konvergiert. (2,5 Punkte).
Aufgabe 7
Berechnen Sie jeweils den Wert des angegebenen Integrals. ' (je 1,5 Punkte)
e 22 ] T
(a) / ug_(_@ dz, (b) / ¥ sin’(z) dz.
’ 1 VT 0
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