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Aufgabe 1
Beweisen Sie: 157 ist ein Teiler von 12"%1 + 1327=1 fiir alle n € N.

Aufgabe 2
Bestimmen Sie alle Hiufungswerte und, falls existent, den Limes superior und den Limes inferior
der Folge (an)neN mit

o=l g gerade.

¥/n-sinh(n), n ungerade,
By $=
(_1)n/2 n
+

Aﬁfgabe 3
Berechnen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen und bestimmen Sie alle z € R,
fiir die die Potenzreihen konvergieren.

(a)

O
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D (=1
n=1 W

(b)

3

o0
Z "
n=1 3
Aufgabe 4
Beweisen Sie fiir alle y > z > 0 die Ungleichung
ye’ —ac™ < (y—a)(1+2%)e¥

Aufgabe 5 :
Beweisen Sie, dass die Funktion f : (0,00) — R mit f (z) := e* —Inz — 3 im Intervall [1,2] genau
einen Fixpunkt hat. '

Aufgabe 6
Gegeben sei die Funktion f: R — R deﬁmert durch

' f(fL') - { ‘x‘+x+1> IL'#-—I,
L,

r=—1.

Bestimmen Sie alle z € R, in denen f differenzierbar ist, und berechnen Sie die Ableitung von
f in diesen z.

Aufgabe 7
Begriinden Sie, ob die folgenden Integrale existieren, und berechnen Sle gegenbenfalls ihren

Wert.
(a)

[CIE]

/0 (sin z)%(cos z)® dz.

2
/ zle % dz.
1
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(b)



Da ( %)n n €ine monoton fallende Nullfolge ist, ist diese Reihe nach dem Leibnizkriterium
konvergent. Also ist die zu untersuchende Potenzreihe in z = 1 /2 konvergent. Setzt man

z = —1/2 in die Potenzreihe ein, so erhilt man die Reihe
oo x
(=" 1
. n B = —
2
n=1 n=1
welche divergiert. Somit ist die Potenzreihe in £ = —1 /2 nicht konvergent. Da Potenz-

reihen im Inneren ihres Konvergenzkreises konvergieren und auflerhalb dieses divergieren,

konvergiert die zu untersuchenden Potenzreihe daher insgesamt genau in denjenigen z € R
mit x € (-1/2,1/2].

(b) Setze a, := % fiir alle n € N. Es gilt

{L/la_n|=7—\/§—>00

fiir n — oo wegen ¥/3 — 1 fiir n — oo. Somit ist
limsup ¥/|a,| = oo.
n—0o0

Der Konvergenzradius ist damit 0. Folglich konvergiert die Potenzreihe nur im ihrem Ent-
wicklungspunkt z = 0.

Aufgabe 4
Seien y > z > 0. Definiere f : (0,00) = R durch f(t) :=tet". Dann gilt

F11) = e + 262 = (14 262)e?”.
" Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (z,y) mit
ye’ —ze” = £(y) — f(2) = (y— 2)'(6) = (y — 2) (1 + 262)eE”.

Da die Funktionen ¢ — 1 + 2t2 und ¢ — e auf (0, 00) monoton wachsend und positiv sind,
wichst f’ auf (0,00) monoton. Daher gilt

(14 26%)ef” < (1+ 242)e¥’.
Wegen y — z > 0 ergibt sich
yey2 —ze® < (y —z)(1+ 2y2)ey2.

Aufgabe 5 .
Setze g : (0,00) = R durch g(z) := f(z) —z =e*—lnz -3 —2z. Mit e € [3,3} und weil der
Logarithmus monoton wachsend ist, erhélt man

)=e'~In1-3-1=e-3-1<-1<0 und
g

5)2 25 1
—e2 _ —3-2>1-= -1-3—-2=——-6==>0.
9(2)=e“—-In2-3-2> <2> 1-3 1 6 4_.0

Nach dem Zwischenwertsatz hat g somit eine Nullstelle in [1,2]. Ferner haben wir g (5] =
er — % — 1. Da auf [1, 2] die Funktion e — €% wichst und die Funktion z s % fallt, erhalten wir

1
g'($)29'(1)=€1—1—1>0
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[1,2] und daher auf diesem Riemann-intergrierbar. Mit partieller Integration erhilt man

2 2
/ ?e *dy = [—xze_’”]i f/ —2ze Tdx
1 1
5 2
=—4e 2 el [—2:06_2]1 - / —2e7%dz
1

=—de? t et —de7? 4+ 2e71 4 [~2¢77)?
=—8¢ 24 3¢l - 9.2 + 2e1

=5¢"1 — 10e~2.
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fir alle z € [1,2]. Somit wichst g streng monoton in [1,2] und kann daher keine weitere Null-
stelle in [1,2] haben. Da die Nullstellen von g genau den Fixpunkten von f entsprechen hat f
folglich genau einen Fixpunkt in [1,2].

Aufgabe 6 '

Auf der offenen Mengen (—oco, —1) und (—1,0) ist f(z) = —2% + -z‘% und hat nach der Quoti-
entenregel dort die Ableitung .
At R NN ze®

2

e o T el s O

Auf der offenen Menge (0, 00) ist f(z) = z° s 1 und hat nach der Quotientenregel dort die

Ableit
n 'y ez +1) —€® Ze®
Fe) =t e B e

Definiere g : (—1,1) — R durch g(z) := z |z|. Fiir h # 0 mit |h| <1 gilt

h) —
lim [20+7) —90) = lim [n| = 0.
h—0 h

—4=u
h—0

hih !’

Also ist g differenzierbar in = 0 mit Ableitung 0. Damit ist auch f in z = 0 differenzierbar
mit Ableitung

T

(0 ': 0 i
FO0) =0+ =7y,
Fiir die Folge (zn)nen mi’g Ty = —1— % fiir alle n € N gilt z,, — —1 fiir n — oo und
e%n 1.2 _q_1
flan) = —an+ ——5 =—(-1- )+ 77 (-n).

Wegen —(—1 — %)2 — —lund e 177 — ¢! fiir n — —o0 gilt f(zn) — —oo fiir n — co. Damit
ist f in z = —1 unstetig und daher dort nicht differenzierbar.!

Aufgabe 7

(a) Die Funktion z ~ (sinz)?(cosx)? ist stetig auf dem abgeschlossenen und beschrénkten

Intervall [0, 5] und daher iiber dieses Intervall Riemann-integrierbar. Wegen sin(0) = 0,

sin(§) = 1 und (cosz)? = 1 — (sinz)? fiir alle z € [0, 2] gilt mit Hilfe der Substitution
y = sin x, dass

™

/%(sin x)?(cos )3 dz = /5 ((sinz)? — (sin x)4) cosz dz
0

0

1
e _ 13 151
—/O(y y') dy = [3v° - 2v°],
_1 12
3 5 15

(b) Die Funktion x — z2e™2 ist stetig auf dem abgeschlossenen und beschrankten Intervall

! Vom Korrektor wurde vorgeschlagen, man sollte zum Beweis der Unstetigkeit in -1 eine
beliebige gegen -1 konvergente Folge von Argumenten verwenden, und nicht die aufgeschriebene
konkrete. ' ‘
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Muserlosung

Aufgabe 1

Wir beweisen die Aussage mit vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang: n = 1: 157 teilt 121+ + 132171 = 122 4 13! = 157.
Induktionsvoraussetzung: Es sei 157 ein Teiler von 127*1 4 132"~ fiir ein beliebiges, aber festes
n € N. ‘
Induktionsschluss: n ~» n + 1: Es gilt

12 (n+1)+1+132(n+1) 1 12 12n+1+132 132n—1
=12 (12" + 13277 1) 4 (132 — 12) - 13%¢
=12 (127! + 132771y 4 157 . 1321,
Da 157 nach Induktionsvoraussetzung ein Teiler von 127+ 4+ 13%"~1 it und weil 13271 eine

natiirliche Zahl ist, ist daher insgesamt 157 ein Teiler von 12(n+D+1 4 1320+ -1 was den Beweis
abschlieit.

Aufgabe 2
Wir betrachten die drei Teilfolgen (by)ken, (ck)keny und (di)ren definiert durch by := Qug, Ck =
G4x—o und dy = aox_1 fiir alle k € N. Es gilt

4k -1 4-
4k+3 44

by =

Eql S B

und

— -1

Al o B 1 4k — 3 4-—
ek = (— =7

1)- = — =
) 4k —2+3 4k — 1

B [l Bl 9]

fiir K — o0o. =1 und 1 sind damit Haufungswerte von (an)nen. Wegen ¥/n > 1 fir allen € N
und weil die Folge (sinh(n))nen sowie jeder ihrer Teilfolgen nach oben unbeschrénkt ist, hat die
Teilfolge ¢y = 2*74/(2k — 1) - sinh(2k — 1) keine konvergente Teilfolge.

Da jedes Folgenglied von (an)nen in einer der drei oben definierten Teilfolge vorkommt, hat
(an)nen keine weiteren als die bereits genannten Haufungswerte und ist nach unten beschrénkt.
Somit ist {—1,1} die Menge der Haufungswerte und der Limes inferior ist —1. Der Limes supe-
rior existiert nicht (bzw. ist 00), da (an)nen nach oben unbeschrénkt ist.

Aufgabe 3

(a) Setze ay := (—1)"Z fiir alle n € N. Es gilt

Vlonl = 5= =2

fiir n — oo und somit

limsup V/|an| = 2.
n—o0
Der Konvergenzradius ist damit % Setzt man x = 1/2 in die Potenzreihe ein, so erhélt

man die Reihe
nl
1 e
Z< -
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