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Aufgabe 1
Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion die Ungleichung

(@) <wi= &)

~ fiir alle n € N, n > 6. Dabei diirfen Sie die aus der Vorlesung bekannte Abschétzung

. _
o< (n—l—l). <3
k23

fiir alle n € N benutzen. (Hinweis: 36 = 729.)

Aufgabe 2

Entscheiden Sie, ob.die nachstehenden Reihen konvergieren. Begriinden Sie Thre Antwort.

1. Zoo n24-2n+3.

n=0 3n+5
9 oo 24+-(=1)",
s n=1 on—1 |
o nal
3. En=1 F.

(Hinweis: Horer der Vorlesung von Herrn Prof. Dr. Schnaubelt ersetzen bitte 2;’;0
bzw. 3 07 durch 37, 5o bzw. 30, 5.

Aufgabe 3
Es sei fn : [1,00) = R, n € N, eine Funktionenfolge mit f,(z) = 2n((2x)% - 1)..
1. Zeigen Sie, dass f, fiir n — oo punktweise konvergiert und bestimmen Sie den
Grenzwert f(z) = lim, o0 fr(z). . .
1
Hinweis: Schreiben Sie (2z)» = exp(# log(2z)), bzw. (2z)= = exp(2 In(2z)).
2. Zeigen Sie, dass fn auf dem Intervall [1, 2] sogar gleichméssig konvergiert.

TAufg‘abe 4

1. Berechnen Sie die Ableitungen fiir z € R der Funktionen
a) flz) =2-4"+z.- 2 +4.2%
. b) g(x) = cos(sin(cos(z))).
2. Berechnen Sie das Integral
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Musgerlésung

L&sung von Aufgabe 1

1. Teil: (3)" < n! | e o e
Fiir n = 6 gilt die Ungleichung, da 2° = 64 < 720 = 6!. Wegen dem Hinweis ist (252)" <3
fiir alle n € N und aus Induktionsannahme ergibt sich damit

(n_3__+1>”+1 = % (n:l)n (—g)n(n—kl) < n’(n-i— 1)=(n+ 1)L

2. Teil: nl < (3)"
Fiir n = 6 gilt die Ungleichung, da 38 = 729 > 720 = 6!. Wegen dem Hinweis ist (21)" > 2
und zusammen mit der Induktionsannahme ergibt sich

(n+l)!;n!(n+1)<% (?:—1) ( ) (n+1) = (nj1)n+1- |

F4

Lésung von Aufgabe 2

Die Reihe ist
242 : T
1. nicht konvergent, da a, := ’—L%S—s > § keine Nullfolge ist;

2. konvergent, da b, := 2—2,:9— < 3-27""! und die Reihe Soro 1271 = 2 konvergent
ist. Die Konvergenz von § 2, b, folgt nun aus dem Magora.ntenkntermm

1 n =
3. konvergent, denn J%":i" {,fi'{)i)” L= ( %) — e~! < 1, also konvergiert die

Reihe nach dem Quotientenkriterivm.

Lésung von Aufgabe 3

1. Die Restglied-Formel von Lagrange liefert fiir alle z € [1, o) ein ¢ € [0, 4 log(Q:c)]
mit

(2z)/™ = exp( log(2z)) =1+ = iog(Zs:) 4 —j;log(Qx))z,

also folgt mit n — oo fiir jedes z € [1, 00)
1 £= . £z 2
Fala) = 2m( log(22)+ 5 (- 10g(22))?) = 210g(22)+ T2 B2 _, y10g(2) —: 5(a).

Alternative Losung: Fir z € [1,00) fest betrachten wir die Funktion

() = m

und der Grenzwert fiir n — oo von f, entspu:ht dem Grenzwert y — 0 von g.. Mit
der Regel von L’'Hospital folgt nun

. : o \¥
él\f%)gz( ) = 351\1}11*62log,(iZ:z:)(..:z:) = 2log(2z).
2. Aus der obigen Formel folgt .

2 .
07 17u(0) = £ = & aup e gi(en) < LD g
z€(1,2] Tz )
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- Losung von Aufgabe 6

1. Dg filzg) = %(4 - :c)‘l‘% gilt die Behauptung fiir n = 1. Per Induktion schliessen

Wir nun
d d (1-3---(2n~1 1
Frz) = = f(a) = = ( =Ygy )

1-3.--(2n-1)2n+1 il :'

= 4 — i 2
1-3---2(n+1)-1 o

- 251+1 ) )(4_2:) n=l-g

2. Wir definieren a, = 1'3};'3?",” = ,(E”ZL -. Damit berechnet sich die Taylorreihe

2 n} (nty42

von f im Ursprung wie folgt:

oo
F™0)
TU(IL') = Z ——?!(—233
o0
— Z a,ng;'n
=
3. Es gilt

ane1 _ (2n+2) (r)224+1  (2n+1)(2n +2) R &
an | ((n+ 1D22%+5 (2n)t  © (n+1)224 4

Aus dem Quotientenkriterium folgt nun das der Konvergenzradius der Taylorreihe
4 ist. '

Lésung von Aufgabe 7

Nach dem Satz von Rolle existiert ein z; € (0, é—) bzw. 9 € (%, 1) mit f(z1) = f'{z2) = 0.
Eine weitere Anwendung des Satzes von Rolle auf f' im Intervall [z1,zo] liefert nun die
Existenz eines zg € (z1,%2) C {0,1) mit f”(z¢) = 0. Man bemerke dabei, dass f auf dem
Intervall (0, 1) stetig differenzierbar ist, und [z, 22} C (0,1) gilt.
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mit n — oo. Also konvergiert fn auf {1, 2] auch gleichmissig gegen f.
Alternative Losung: Fiar z > 1 5 gilt

] _ - _-E l/n
fal@) = f(z) = —(@a)" - 1) > 0
und zusamrmen mit fn(%) - f(%) = (} folgt
sup |fu(z) = f(2)] = [fn(2) = F(2)] = 0
zgl(1,2]
wegen dem ersten Teil der Aufgabe.
Ldsung von Aufgabe 4
1. 2) fl(z) = 2log(4)4* + 2% + 8x;

b) ¢'(z) = sin(sin(cos(z))) cos(cos(z)) sin(z)
2. Wir substituieren z = 2 — 2%, d.h. -2z = -j—;‘ und 72 =2 — u, d.h.

Loog3 1 2‘7—u 1/2 2
dr = = = e — d
/02—x2 3 s sl
(2ﬁ - }-11,3/2) v
sl
2 4 5
__2\/5—2-}"5—5\/5-—-3"\/_*‘-3;.

Ldsung von Aufgabe 5

1. Sei f(z) := arcsin’z — I2 und g(z) := 2z% — 1. Dasing =‘7-1§ folgt f(%) s e
g(%) Auf ] — £, Z{ hat sin die Umkehrfunktion arcsin mit arcsin’ = —\/lef und
damit gilt f'(z) = 3% und f’(—\%) = 75 Aus ¢g'(z) = 4z, g'(——vl,—i) = 2+/2 und

der Regel von L'Hospital folgt nun

. . .
B Mﬁjﬁ.: lim J().— i fl(x):._.f.
2k 22 — 1 2 9{z) 2> glz) 4

W

Sei nun (z) :=sinz — zcosz und k(z) = z3. Bs gilt h(0) = 0 = k(0). Weiter gilt
h'(z) = zsinz und k'(z) = 3z% und damit ng = SBZ Nach der der Regel von
L’Hospital giit nun

lim sinz — zcoszx 11 hz) im Mz) 1 im sinz _ 1
z—0 z3 = =0 k(z) T 2530 k() T 3z50 8
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Aufgabe 5
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte
v arcsin? .'1:—’{2—6 .

i hmm__,,:/% —r—%; (Hinweis: sin 7 = ¥2)

s ginz—zcosT -

Aufgabe 6

1. Sei f: (~00,4) = R, f(z):= \/Zl_——m‘ Zeigen Sie fiir allen € N und = & (—o0,4) per
Induktion die Formel '

1-3--(2n—1)

. (4—=)™"3.

() =

2. Bestimmen Sie die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt 0 € (—oo, 4).
3. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe mit Hilfe des Quotienkriteri-
uIms.

Aufgabe 7

Sei f : [0,1] — R stetig und auf (0,1) zweimal stetig differenzierbar und es gelte f(0) =
f(3) = f(1). Zeigen Sie, dass ein xp € (0, 1) existiert mit f”(zo) = 0.

= e

M }9' normal( opproach

(s useless /Zerg,.

Per manent link t o t his comic: http://xked.conmv 55/
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