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;v..'.AUFGABEI T P ALY
i D1e Folge (a,,) sei gegeben durch

+a,2, (ne]N)

o 3_—_”-0: 'fﬂn+1:§g

) Gehen Sie davon aus, dass (a,,) konverglert Welche be1den Werte kommen fur den Grenz— E
v “wert 1n Frage? : : ; s : S
b) Zelgen S1e nun, das a,,) tatsachhch konvergxert und berechnen 81e den Grenzwert
AUFGABE 2 et i ' Fan

a) Untersuchen Sxe dle folgende Re1he auf Konvergenz S

oo 22)12n)| - g o8 gt e e e

- .b) Fur welche * EIR konvergxert dle folgende Potenzx eihe? - '_" Sal

1
—-—-——e B Ly, o e
P . Fiir n eN sei; f,, [O oo) - R gegeben durch

Prufen Sle dze Funknonenfolge f,, ) auf punktwelse und glexchmaﬁlge Konvercenz

AUFGABE 4 :
Die Funktxon f [ 14’- %] — }R sei gegeben durch

""-:.,x 0

furemcelR ST R i R
v ) Pur welchen Wert von c 1st f steng auf { K7 %;—]? Begrunden Sle Ihre Antwort i
b) Zelgen 515 dass f fUI‘ dleses ¢ auf (——, -—) d1fferen21erbar ist und berechnen Sie f AN

Hmwezs Sie konnen benutzen dass hm,\_,'o smm_-_ . :- MR R

AUFGABE 5

' Ze1gen Sle die Unglezchung -
n 1, 1,
iog(x+1) Sx-ox +g

(&%)

_fiir alle x.€ [0, 00).
Hinweis fiir Horer von 1?_7’0]{,5651_7_1211563!-1!:"8 ist der natiirliche Logarithmus In.
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Musterlésung

AU}’-‘GABE]. Cnipd B SR T . : o b Rk

) Wenn d1e rekursw deﬁmerte Polge (a,,) gegen eina € ]R kcnverglert dann konnen wxr auf

: c-idie Rekursmn den Grenzwert =002 anwenden Beachte dass dxe Folge (ﬂn+1) ebenfalls
5. .'ff'_gegen a konvergxert Somxt folgt i S b A 7

a_hma,m_hm(gé+aﬁ) 36 (hm a,,)z-—_-,g—«ka?,' hop

SRR Fe oo U N36 T

B -_ alsoa —a+3z 36 = 0 D1es hefert dle Moghchen Werte

b) Wir benutzen das Monotomekrltenum, um d1e Konvergenz zu zeigen. Zunachst sehen wir
e anhand der Deﬁmtmn, dass a, = 0 fur alie ne ]N wegen nl = 0 und a,1+1 = 356 +a,, > = 36 >0 -
:_furallenEIN I T HE O S T
o ‘Behauptung Es gilta, < fur allene IN
e .'._’-Induktmnsanfang Es g1lt a; = 0<%;. S L Lo s
S ?Induktmnsschntt Dle Behauptung gelte fu1 einne IN (Induktlonsvoraussetzung (IV))._ .

.-_-Behauptung Es gxlt a,,+1 =3 a,, fur aHe n e IN bt B ITE
" Induktionsanfang: Bs gilt 2y = & +02= & > 0= . TR A T TR
T ’;"Induktlonsschntt' Dxe Behauptung gelte fur em n e ]N (Induktlonsvoraussetzung (IV)).___'.‘

Vﬂ'.f"Dannfolgt : N TS

e “n+2— 36+“n+1 ? 36 Sy Tl Sy e ’

SR ' ay <t
_'Alternativ gilt 2,y = (4, ~ 6)(a,, 6)+a,, z a,

Nach dem Monotomekntenum konvergiert nun die Folge (a,,) Wegen a,, folgt auch

a;:= hm,,_m a,, Aus Teil a) folgt somiit a -_I
AUFGABE 2
. )2!!
a}) Wir benutzen das Quotientenkriterium. Sei dazu a, := - (17)'2',,_ Dann folgt
22N (2 1)) - ) ;
Gpei|  2Anel)=1)FD-T 22042 (2p 4 AW(2n= 1)20-1 _42n+2)2n+1) (211—1‘ )2"“
a, 227 (2n)! Co2moml(2n+ 1)l T (2n-1)2 2n+1
(2,,_1)‘2"—1
1 1
LR 2L 8 g
(2-1y 2n+1 -2 e?

Somit konvergiert die gegebene Reihe absolut.

! nypl, '
b) Wir definieren g, := 5——+—i' fiir alle n € IN. Dann folgt

€ n—co v i e"+e” . —00
e:Te—————- < Vlayl < el=e 3 e
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fiir x — 0 als Differenzenquotienten.

b) Sei nfun ¢ =0. Dann ist f fiir x € [-F, £]\ {0} als Komposition djffergn‘zi_erbaf‘erj_I_?u_hkt_ipﬁé_n
differenzierbar und es folgt ' SR R e N et L P

~sin(x) _ —2sin(2x) ' ’

24/cos(x} . 2+/cos(2x) \/cos(x) - \/COS(Z\’.')
X x*

sin(2x) sin{x) N cos(2x) - 4fcos(x)
x4/cos(2x)  2x4/cos(x) x2

filx)=

Fur % = 0 betrachten wir den Dxfferenzenquotxenten und erkennen wieder mit L’Hospltal

dass
’ —sinfx) _ -2sin(2x)
im L T/ f x) = f(0) - lim \/COS \/COS ?x % lim 2\/cos(x 2+/cos(2x)
x—0 -0 x—0 x2 =0 . 2x
‘ - lim 1 sin(2x) 1 sin(x) ; 1.3
" x—0 \/E)S(TX’) 2x 4 cog(x} X 4 4’ ¢

womit f auch in 0 differenzierbar ist mit f'(0) = %L

Alternativ erweitern wir den Bruch wieder und erhalten fiir x = 0
flx)=f(0) _ 1 cos{x) — cos(2x)
x y/cos(x) + y/cos(2x) % '

: _' Entweder wenden wir h1e1 flir den zweiten Bruch LHospxral an und nutzen den Grenzwert o
s, 1m Hmwexs aus, oder wir nutzen zwe1 Mal L Hospltal oder sehen sogar dass 5. e,

(1_22n) Z(n 1)

I j' PN 2 : (2 P
CPS(-Y) TCOS(ZK) ; Zn-O( 1)" JZCn)‘ ;—;*10{ l)” (;N)' - 3
T . Z

my g e R R ) "‘-n_=; SRR Co
: '"fiir x>0 mit der Potenzreihenentwicklung des Kosinus.
AUFGABE 5 |
- Definiere f(x) = x —,,%xz +' log(1+ 1) fur X€ [0 oo). Dann gxltf O und wir haben

. f P@t i o=l
f() x.x x+1

A (J.+I) '
e x+1 x —x+x +x —1 x >0

v fur]edes x e (0, oo) Das zelgt dass f strlkt wachst auf {0 oo) Es folgt f (x 2 f (0) O fur alle
xe[Ooo)undh1erausfolgt o Pathor : _ o AR RPTE R
T 35 SOOI L ':..:..x—lx +—1-x > 1o (x+1) !

“fitr alle x € [0, 00).
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- AUFGABE 6 :
% Ring Fallunterscheldunv 1st mcht unbedmgt notlg, sie veremfacht )edoch das korrekte Argu-'
— ;mentxeren
R FB) - S )) e 0 Entweder ist f'(c) =0 und wir sind fertig mit xp=c Oder f b) f a) 0
: fwomxt wir nach dem Mlttelwertsatz em xo € {a,b) finden mit . T R T

0= £b)- fla) = Falb—a) = f(a3) =

(f(b)- f(a f ) < 0: Es ist genau eine der Zahlen f{b) f (a) und f’(c) gréBer 0 und eine kleiner
- 0 (wiren beide Zahlen grofer oder gleich 0, so wire das Produkt grofer oder gleich 0 (ein
T Wlderspruch), also ist eine der Zahlen kleiner 0; ist die andere Zahl klemer oder glelch 0 so
-~ wire das Produkt groﬂer oder gleich 0 (ein Widerspruch)). .
-+ -Seinun f(b)=f(a)>0und f’(c) <0 (der andere FaH w1rd analog bewxesen) Es folgt mxt dem LN
R "-<M1ttelwertsatz_ che Ex1stenz eines 5 € (a b) rmt n B d T P R R s TR TR 4

; b

_-'.0<f a) f b a).-i:i’f(z

E Da f steng ist und f ) < 0< f folgt mit dem Zw1schenwertsatz, dass ein xg zwxschen c und | oy -
& existiert mit '(xp) - 0 Damit ist die Behauptung gezeigt. Im umgekehrten Fall ist f E } < O RS

: '--und f c)> 0 sodass der waschenwertsatz dasselbe Resultat hefert IR ML AL

AUFGABE 7 R

©+-'a) Zuerst substltule_ren wir x = e dann 1st "dx = e"du - und u= log( x). Danac}__iintegri‘e_re_n wir
"'.'.'_';»'Zweimai partxel} L% 5 LR T - SERITNTL B RN AT L

S lo 2dx f Zet du = ?’e"-l‘-.f QueMdy o L
] g( )) o= | et au=piter- [ et an

=e-0- [Zu,e"]}) +j 2e¥du=e—-2e+0+ {Ze".]}) =—e+2e-2 -
: Ty TN _ e

:e}l.

_'._ b) Wleder substltmeren wir als erstes, d1esma1 U= \/_ Dann ist "du = \,_dx” und somit

R l

f\/§+1 dx_ V—+12\/_ utl

: '- 'i']etzt spalten wir das Integral auf Fur das erste der dann entstehenden Integrale brauchen wn‘ ‘,
e partlelle lntegratmn Eme Stammfunknon des zweiten Integmnden solite bekannt sein. 5

ZJ d _2f U du—ZI du'
L u+l 1 lu‘?{-l L u+l:

[ulog(u + 1)} 2J log(u +1)du - 2[log (u+ 1)}

- = 2(210g(3) log(2)) 2{(u +1)log(u+1) (u+ 1)] —-2(log(3) log(2))
—_.2__1_9g(_3)...2(31.0g( )=2log(2) - 3+2) ! AT
=-4log(3 )~L4log( )+2=4log(2)+

" Eine etwas elegantere Moghchkelt Substituiere y = Vx+1.Dannist “dy = Ede" und \/_ y sl

er erhalten ,
————d 2[ 1d -4] ~d
\/'+12\/' J = iy 23)1) N
4[log } 2 4iog( ) 2+4log(%) '
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Nach Vorlesung konvergiert nun auch +/ a,,l und der Konvergenzradms der Potenzrelhe ist
durch 1 gegeben, womit diese fiir x € (-1,1) kon- und fiir |x| > L divergiert. Pur x=x1ist .
der Betrag der Summanden gegeben durch

i

Le™" = == (n— o),

2 =2 2mer 72

womit sie keine Nullfolge bilden und die Reihe deshalb nicht konvergieren kann. Die
Potenzreihe konvergiert also genau dann, wenn x € (—— L.

AUFGABE 3
Wir wissen, dass x < x+ 1 < e fur alle x € R. Es folgt, dass g"; < 1 fiir alle x € {0, c0) und somit

H
Fuk) = (—eix) —0 firn-— .

D.h. die Fjunktionenfolge (f,) konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion f : [0, 00} — RR;
flx)=0. |

Um zu zeigen, dass {f,) sogar gleichmifig konverglert beachte zunichst, dass f,{x) > 0 fir jedes
x € [0, oo)./Filr ]edes ne IN ist f, differenzierbar mit

.f,é:{X) B n(:_x)"“l e_(;c;ex = n(e—x)” y %’%ﬁf :- n(i')n—l 1e—xx

= fiir x € [0, o0).
Wir sehen, dass_

fix)=0 &= x=0o0derl-x=0 & x=0oderx=1.

Wir sehen auch, dass f,/{x)> 0 fiir x €(0,1) und dass f;(x) < 0 fiir x € (1,00). Somit ist f, strikt
wachsend auf [0, 1] und strikt fallend auf {1,00). D.h. f, besitzt ein globales Maximum in 1. Wir
erhalten

| fulx) = f x)| = fulx )an(l)=(%)"-—>0 fﬁrn'—mo.

Da die Folge auf der rechten Seite unabhingig von x ist, folgt dass (f,) gleichmifig gegen f
konvergiert.

AUFGABE 4
a) Fur x e [, 2]\ [0} ist die Funktion f stetig als Komposition stetiger Funknonen, da
sowohl cos(x) als auch cos(2x) stetig und nicht-negativ sind. Auflerdem gxlt mit der Regel
von LHospxtal dass

—sin(x) ~2sin{2x)
cos{x) —+/cos(2x) (& 2Jeos(x) . 2 2x
lim f(x):lim‘f Dol eOhG] Ly, IR . Bmslis)
x=0 x—=0 x—0 1
sin(2x) o sin(x) > sin(0) ~ .sin(0)

xl—IE(‘) -\/COS(ZX) -\E)S(x_) \/COS \,/705(0)

da der letzte Grenzwert existiert. Somit ist f stetig auf [-%, ] genau dann; wenn c =0, da
nur dann f(0) = limy_,o f(x) '
Alternativ erweitern wir den Bruch und erhalten fiir x = 0

T cos(x) - cos{2x)
+/cos(x) + /cos(2x) x .

f) =

Entweder wenden wir hier fiir den zweiten Bruch L'Hospital an (einfacher als oben; der
erste Bruch konvergiert gegen 3 fiir x — 0) oder sehen sogar, dass

cos{x) —cos(2x) _ cos{x) -1 = 2cos(2x)——

1 .
= i - 251 =0
" T — -3 sin{0) - 2sin(0)
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nng '»-_»,_AUFGABI-: 6

Sexen a, b € ]R m1t a< b Sel auﬁez dem f [a, ] = lR steng dxffezenzxerbar auf [a, b] und es enstlere
e__1i1_1__c___ e[n b] it (f(b fla))f'(c) < Zexgen Sie, dass ein x; € |a, b]
o .__AUFGABE 7

existiert mztf’(xo =1

Berechnen Sle die foIgenden Integrale

e

B mET

Hmwe:s fur Horer von me Sc]maubelz‘ log zst der naturhche Logarzthmus ln

| ws16/17
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