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Aufgabe 1:
Die Folge {a, )nex sei rekursiv definiert durch

a+6

21— firallen ¢ N.
0, —1 ur alle n €

= 10, Q41 1=

(i) Zeigen Sie, dass (a,)nen nach unten durch 3 beschrinkt ist.

(i) Zeigen Sie, dass (@, )nen konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(i) Behauptung: Fir alle n € N gilt a,, ~ 3 > 0.

: Die Behauptung kann mittels vollstindiger Induktion bewiesen werden.

: Nach Voraussetzung gilt ) —3=10-3=72>0.
Die Aussage gelte bereits fiir ein n € N, d.h. es gelte bereits a, ~ 3 > 0.

18 {n ~+ n + 1): Nach Induktionsvoraussetzung ist insbesondere a,, > 3 > % und damit 2q,, —1 > 0.

Weiter gilt

sy~ 3 = a4 6 C4e a? 46~ 6an +3 - a2 ~6a, +9 - {a, - 3)? >0
24, ~ 1 2a, — 1 2a, — 1 20, —1 v
und damit a, > 3 fir alle n € K. 0

(i) Behauptung: (an)nen konvergiert gegen 3.

Beweis: Zuniehst gilt wegen Teil (i) an +2 2 3+ 2= 5 > 0 fir alle n € N. Weiter gilt fir n € ¥
(wieder mit {i}))

B al+6  22%-a,-a’-6 _ el =an=6 _ (an+2)(a, ~3) >
an = Qut] = An —~ = = = Z Y,
2a, — 1 2a, —1 2a,, ~1 2a, —1

also an > Gy fiir allen € N.

Daber ist (@a)nen monoton fallend und nach unten beschrinkt und somit konvergent. Sei a :=
lim a,,. Dann muss a die folgende Gleichung erfiillen
N—rOC

246 2
azgail & a-a-6=0 © (a+2)a-3)=0,
also gilt (wegen (i) a = 3. 0

Aufgabe 2:
(i) Untersuchen Sie die folgende Reibe auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

x 2n

n
Z T2 ()2

na=y

o

{il} Bestinnmen Sie samtliche z € R, fiir die die folgende Potenzrethe konvergiert.

Hinweis: Sie diirfen den folgenden Grenzwert. ohne Beweis verwenden:

/Y
) vn! 1
lim =
s e

Auferdem diirfen Sie die folgende Abschitzung ohne Beweis verwenden:
L1y
. (n+1)
-

fiir alle n € N.

Losungsvorschlag zu Aufgabc 2:
(i) Behauptung: 3707, :"’?(7)7 konvergiert (absolut).

Be

Es sel a, = —.7-—.5 fiir alle n € N, Damit-erhilt man

{(": 1)“]3 -3 (;7—)2 <1 {n-oc)

Somit konvergiert die Reibe 3 rv | == nach dem Quotientenkriterium (absolut). ]

2on=1 —"‘(n‘)‘

, » )
lans1|  (n+ 1200 g2n

|

Van | #20ED((n 4+ 1)1)2

(ii) Behauptung: Die Potenzreihe 30, ;;,',i}y(r — 2)*" konvergiert fiir alle 7 € R mit |z — 2| < /¢ und
divergiert fiir alle z € R mit lz ~ 2] > /e,

Beweis:

Fiir k € N set

ay

{;’%‘r k=2n, neN

0, sonst
Dann gilt 3757, =Bz~ = 3% ar{z - 2)%. Fiir k = 2n erhilt man
1
m wnf 7! a1 ° 5 1 (n = o)
x| = N —— = [ ——— . .
x Voanii n Yn Ve

Damit erhillt man den Konvergenzradius

-1
7= (liznsup!m;}) = e,
ke oc

d.h. die Potenzreibe konvergiert absolut fiir [z ~ 2{ < /e und divergiert fisr |z — 2{ > /6.

Fiir z = 2 4 /e erhiilt man die folgende Potenzreibe Zm_] nle”  Es gilt
nle® n+ )" IN"1 1 .
> —(-————~)—— I+~) —2= firallene N
nntl A n) n"on
ES)
Damit, divergiert die Potenzreibe fiir {z ~ 2] = /e nach dem Minorantenkriterium. =]

Aufgabe 3:
Die Funktionenfolge (f, }nen sel gegeben durch

2

for R R, fulo) = e

‘(i) Zeigen Sie, dass (fu)nen punktweise auf R konvergiert und geben Sie die Grenzfunktion an. Kon-
vergiert { f, Jnen anch gleichmaigig?
(iiy Fiir R > 0und n € N sel f 5= f"ig\[_n.n]‘ Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:

(fn.m)nen konvergiert gleichmiifig gegen 0 & R > 0.



Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) Behouptung: (f,).en konvergiert punktweise, aber nicht gleichmatig gegen

1, =20
TR R, f{x) = .
[iR=R J(2) {0_’ .20

Beweis: Fiirz = 0gilt f,(z) = R U G| (n = oc) und fiir = # O gilt £, (z) = ey )
(n ~ oc). Daher konvergiert (f,)nen punkiweise gegen

. I, =0
T BE-R flr):= {0, A0
Da die punktweise Grenzfunktion f unstetig ist, konvergiert (f,),en nicht gleichmikig. a
(it) Behauptung: ([, si)nen konvergiert gleichmikig gegen 0 genau dann, wenn R > 0.
Beweis: =; Sei R = 0. (2, )nen mit 1, = % fiir alle n € N ist eine Folge in R\ {0}. Es gilt
Jorlza) = flz,) = e 0= 1 (n -+ 20),
d.b. (fn,r)ner konvergiert nicht gleichmikig.

<=: Seinun R > 0 und € > 0. Zu ¢ withle ny € N mit ny > L}’f;(—‘l Dann gilt fiir alle n > ng und
fiir alle xr € R\ [~ R, R]

(@) = () = e = 0 = e gemed <o
also konvergiert (fu g)nen gleichmiifig gegen 0. m]
Aufgabe 4:
Zeigen Sie, dass die Ungleichung
sin(y)e¥ — sin{x)e” > (y — z)e” cos(y)
firalle0 <z <y < 3 gilt.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Behauptung: Fiir 0 < x < y < § gilt sin{y)e? — sin(z)e” > {y — z)e” cos(y).

: Die Funktion f: (0,%) — R, f(z) := sin{a)e” ist differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz
existiert somit zu 0 <z <y < Z ein £ € (z,y) mit

sin{y)e? - sin(z)e” = fly) - flz) = {y - 2)f'(€) = (y ~ D) (cos(&) + sin(&))et.

Esgilt y — 2 > 0 und ¢ > 0. Auferdem sind sin{z) und e* monoton wachsend, sowie cos(z} monoton
fallend auf (0, ), d-h. es gilt (cos(€) + sin(€))ef > (cos(y) + 0)e™. Damit erhilt man

sin(y}e’ — sin(x)e”™ 2 (y — ) cos(y)e”.

Aufgabe 5:
Bestinimen Sie sdmtliche a, 8 > 0 so, dass die Funktion
2sin{z), x € (~00,0]

fiR= R J(z) = {(1 log(z + B), € (0,00)

differenzierbar auf ganz R ist. Geben Sie auferdem die Ableitung f/ an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Behauptung: f ist differenzierbar genau dann, wenn o = 2 und # = 1.

Beweis; Auf R\ {0} ist f nach den Ableitungsregeln differenzierbar. Da 0 ein Haufungspunkt von R ist,
ist [ stetig anf ganz B, genau dann wenn gilt

D f(0) = i L lim fix) = alou(A).
0= f(0)= lim f(x) = lim /(=) = alog(s).

also genau dann, wenn log(4) = 0. Somit ist f stetig, genau dann wenn § = 1, denn log ist streng
monoton auf (0, o).

Damit f differenzierbar ist, muss auberdem gelten

h) - ' h) - f{0 g (h -+
2= lim M = lim S - JO) = lim S - 710) = Hm 9-3)—1’(}1—1—) = q,
RO~ h 0 h R0+ 3 LESNIEN h

also ist f genau dann differenzierbar, wenn a = 2 (Beachte: Der letzte Grenzwert, ist bekannt aus der
Ubung oder kann mit den Regeln von de 'Hospital begriindet werden). Die gesuchte Ableitung von f
lautet

2¢os(x), x € (-oc,0]

JiR- R, fla)={",
;:—T, x € (0.x)
[}
Asefinlon 2.
Aufgabe &
Es sei f: R — R eine stetige und positive Funktion mit
Hm flz)= lim f(z)=0. (*)
X oo Py

(i) Beweisen Sie, dass f ein globales Maximum besitzt, d.h. es existiert ein z, € & mit f(z) € f(z.)
filr alle x € R.

{it) Nun sei f zuséitzlich differenzierbar. Zeigen Sie, dass es z.,xy € R gibt mit f'(z_) < 0 und
f(ze) > 0.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(i) Behauptung: f besitzt ein globales Maximum.
Beweis: Da f > 0 ist, gilt insbesondere ¢ := f(0) > 0. Wegen Voraussetzung (x) existiert ein R > 0
mit f(z) = |f(z)| < § fiir alle jz| > R. Zudem ist [~R, R] beschrinkt und abgeschlossen. Wegen

der Stetigkeit von f existiert also ein z, € [~R, R} mit f(z) < f(z.) fiir alle £ € {~R, R]. Weiter
gilt (wegen 0 € [~R, R]) f(z.) 2 f(0) = ¢ und somit f(z.) > c> § > f{x) fir alle {z] > R, d.b. f

besitzt ein globales Maximum. [m]
(i) Behauptung: Es existieren ., x4 € R mit f/(z.) < 0und f'(z4) > 0.
Beweis: Wihle ein y; < ~Rund y- > R Dann gilt f(y+), f(y-) < § und somit
c
fla) = flys) > e~ 5>0
(o3
fe) - f) > e S >0,

Ty - Yy > ~R+R=0,
fo—y. <R-R=0




Nach dem Mittelwertsatz existieren z, . x. € R mit

Fa) = flys) = (e =y filas) o flegy = LELTI0) oy

Lo = Ys
. .} = fly.
fE) = ) = (. =~y ) ) = fle)= “—I)—:—;—’_) <0,
0
Aufgabe T:
Es sei n € N. Berechnen Sie die folgenden Integrale.
3 i H 5y
(i) / sin{z) cos®(x) dx, (i) / V¥ do, (iii) / " log{x) dr.
o 0 1
Lasungsvorschlag 2zu Aufgabe 7:
(i) Behauptung: Es gilt _I(f sin(x) cos®(x) dr = 1.
Beweis: Mit g(z) == cos(x) (r € {0, %)) und ¢'(x) = — sin(z) erhilt man
¥ 3 ) 6, 1
/ sin{z) cos®(x) dr = —-/ §'(x)g(x)® dr = ~/ P dr = T
0 0 !
o
(i) Behauptung: Es gilt _/(; VT dr =2
Beweds: Mittels Substitution und partieller Integration erhilt man
1 ) )
V¥ dr = / 2y dy = !23/@"}8 -—/ 2e¥ dy = 2¢ — {‘20”}(1) =2~ (20~ 2)=2.
0 o 0
W]
T
(iii) Behauptung: Es gilt ‘/f 2™ og(x) dr = Gw_!iir
Beweis: Mittels Substitution und partieller Integration erhilt man
v:i")' _"jl_g )
/ =™ log(z)dr = / eV Dy gy
i
l 1 1 &
= RACE Y] - _ n y(n+1) g
{n"r](' y}o nw‘-l,/; ¢ v
. {py(uﬂ)] wFT
(n+1)? (n+1)2 L 0
_ e e . 1
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