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L6sungen
Aufgabe 1 (343 Punkte)
Berechnen Sie die Grenzwerte
a)
hm< ! + ! + ! + ! )
nsoo\1:-2 2-3 3-4 (n+1)
b)
lim (iﬁﬁ \/5>
S\ Ve Ve T e
Losung:

a) Via Partialbruchzerlegung haben wir
1 _é+ B A(k+1)+ Bk
k(k+1) k k+1  k(k+1)
mit A=1und B = —1. Also

r 1 1 n 1 n 1 i 1
11m —_— = [1m -_—
n—soo\1-2 2-3 3-4 n(n+1) n—00 £ (k+ 1)k
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= lim (1-— ) =
n—00 n+1
b) Esist
llm i . \3/_6 . E . " 1 HeQz 1 22 — 621001(22 1 211)
n—o00 \2/E \4/6 \G/E 2n, i
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> 1 1 1 -
—— =l -4 - = 1)t log(2
; (2@ 1 22) 2" * ;( ) og(2)
Somit

— bitte wenden —
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Aufgabe 2 (343+3+1 Punkte)

Firn e Nsei H, =1+ % + % + ...+ % die n-te harmonische Zahl. Wir definieren die Folge
(an)nen durch

a, = H, —log(n).

Zeigen Sie:

a

o

o

)
)
)
)

d

log(z) <z —1 fiir alle z > 0.
(@pn)nen ist monoton fallend.
a, = 0 fur alle n € N.

Der Grenzwert lim (H,—log(n)) ~ 0.57721 hei8t Euler-Mascheroni Konstante. Warum
n—oo

existiert dieser Grenzwert?

Losung:

a)

Da log(z) konkav verwenden wir die Ungleichung fiir konkave Funktionen F' : D — R
aus der Vorlesung

f@) < fly)+ f(y)- (v —y)  firallex,y e D.

Wir verwenden dies fiir 2 und y = 1 und mit (log(z))’ = 1

log(z) <z — 1.
Wir betrachten

1
Uny1 — Gn = Hyyy —log(n + 1) — (H, —log(n)) = T + log(n) — log(n + 1)

Lo n Loog(1- 2
n+1 & n+1 n+1 & n+1

< 1 1 B
“n+1 n+1

Y

wobei wir fiir die Ungleichung Teil (i) verwendet haben. Somit ist (a,),eny monoton
fallend.

k
k1+1

n k n
1 1
H 22 dr = d
kzl/k_1x+1x /Ox+1x

= log(z + 1)

Fiir alle k € {1,...,n} gilt 1 ——=dz. Damit gilt

= log(n + 1) — log(1) = log(n + 1).

Da log(z) monoton wachsend auf (1,00) ist somit a, = H, — log(n) > log(n + 1) —
log(n) > 0 fiir alle n € N.

Die Folge (a,) ist nach Teil (ii) und (iii) monoton fallend und von unten beschrénkt.
Nach dem Satz von der Monotonen Konvergenz aus der Vorlesung folgt nun, dass die
Folge konvergiert.

— bitte wenden —



Aufgabe 3 (24242 Punkte)
Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen:
2) FIR\{-2) 5 R f(x) = Lz
b) ¢:R\{0} = R, g(z) =log((x + sinx)?)
¢) h:(0,00) = R, h(x) = z""V"
Losung:
a) Mit der Quotientenregel folgt fiir x # %2

(20 —2)(3z4+2) —3(2* =2z +1) 3a*+4ax -7
(37 + 2)2 (32 +2)2

) =

b) Esist g(x) = log((z + sinz)?) = 2log |z + sinz| und fiir z # 0 ist

2 2+2
J(2) = —— (1 +cosw) = — 295
T+ smx x4+ sz

¢) Wir haben h(x) = 25" V® = s vV#losz ypd somit

h/(flf) _ esinﬁlogm . Cos \/_ T+ sin \/5
\/_ x
_ iy cos\/_ - sin /x

B 2\/_ x '

— bitte wenden —



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei ¢ : (—1,1) — R definiert durch ¢(z) := log (1££). Zeigen Sie, dass fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 1 gilt

Losung:
Wir zeigen die Behauptung mit vollstédndiger Induktion. Fiir n = 1 ist

-z ((l-2)+(1+2)\ 2 1 I
_1+x( (1—a)? ) REETAS e

/ I
() ST 1l—22 142 l1-—=x

IV: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.
IS: Wir leiten ¢™(z) ab

. o qynet (n—1)! e (n—1)! ‘
(") (@) = (<1 G- (o) + 7
n! n!
=" ().

=g T a g

— bitte wenden —



Aufgabe 5 (5 Punkte)
Finden Sie alle lokalen Extrema der Funktion f: R = R, f(z) = (1 4+ x)/|z|.

Losung:

f ist nicht differenzierbar in x = 0. Da f(0) = 0 und f(x) > 0 in einer punktierten Umge-
bung von x = 0, ist z = 0 ein lokales Minimum.

Fiir 2 > 0 gilt f(z) = (1 + 2)y/x. f ist hier differenzierbar mit

1+z

Neh

f'(@) = Va+

Weiter ist

14+ 1
Sr=—-.

2\/x 3

Dies ist aber keine Losung fiir £ > 0. Das heisst es gibt keine Extrema fiir x > 0.

Fir z < 0 gilt f(z) = (1 + 2)y/—x und

i) =V -

Fla)=0e —Va=

1+ 1+=x 1
=0& v—1x= Sr=—=.
2/ —x v 2V —x v 3

Da f/(x) > 0 fir # < —% und f/(z) < 0 fiir > —3 ist # = —1 ein lokales Maximum. Damit
sind {—3,0} alle lokalen Extrema.

— bitte wenden —



Aufgabe 6 (44343 Punkte)

Es sei f, : R = R, f,(x) = nze ™" eine Funktionenfolge

a) Zeigen Sie, dass f,, punktweise konvergiert und bestimmen Sie die Grenzfunktion
f:R—=R.

b) Zeigen Sie, dass die Konvergenz auf dem Intervall (—oo, —2] gleichméafig ist.

c) Ist die Konvergenz gleichméfig auf R? Begriinden Sie ihre Antwort.
Losung:

a) Offenbar ist lim,,_, f,(0) = 0. Ist x # 0, so gilt

1 2 _—nzx
fu(z) = —nate

2

fir jedes n € N. Wegen z # 0 gilt lim, .o (nz?) = oo und nach Vorlesung gilt

lim,_,oo xe™™

nenfolge konvergiert also punktweise auf ganz R gegen die Nullfunktion.

= 0. Zusammen ergibt sich somit lim,_,. f,(z) = 0 und die Funktio-

b) Sei e > 0. Aus lim, , xze™® = 0 folgt die Existenz einer Zahl M > 0 so, dass 0 <
re ® < e fir alle x > M. Fir alle n € N mit n > % erhalten wir somit nz? > 4n > M

fiir alle x < —2. Folglich gilt

1 2 _—nx
(o)l = na

fiir alle n > % und alle z < —2. Somit konvergiert die Funktionenfolge auf (—oo, —2]

gleichméfig gegen die Nullfunktion.

¢) Die Funktionenfolge konvergiert auf ganz R nicht gleichméBig. Wire die Konvergenz
gleichméBig, so gibe es zu jedem £ > 0 ein ny € N mit |f,,(x)| < e fiir alle z € R und
alle n > ng. Insbesondere miisste dann |f,(+)| < e fiir alle n > ng gelten. Allerdings

ist

1
fn(—):e_vll—>1 fiir n — oo.

n

— bitte wenden —



Aufgabe 7 (443 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale

a)

™
Jy @*cos zdx,

1 exp(v+1)
b) SRt
Losung:
a) Wir verwenden partielle Integration mit u(z) = z? und v'(x) = cos(x). Dann ist

b)

u'(x) = 2z und v(x) = sin(z). Damit folgt

i T T
— 2/ T sin xdx = —2/ x sin xdzx.
0 0 0

Wir integrieren erneut partiell mit u(z) = x, «/(x) = 1 und ¢'(z) = sinz, v(x) =

s
/ z? cos xdr = x® sinx
0

—CoSx
= -2 (—x CcoS T —1—/ COS:L’d:L’)
0 0
= 27+ 2sinx
0
= 2.
Wir substituieren z = v/t und dx = %. Damit
1 6\/iﬂ 1 1
/ dt = 2/ ey = 26/ e“dx
o Vit 0 0
1
=2e-¢e"
0
= 2¢2 — 2e.
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