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Analysis 1

Modulpriifung

Aufgabe 1

Es sei a; := 1 und a,,; == ;fg fiir n € N.
n

(a) Zeigen Sie 0 < a,, < 2 fiir alle n € N.
(b) Zeigen Sie, dass (a,)n>1 strikt wachsend ist.

(c) Begriinden Sie, dass die Folge (a,),>1 konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Losungsvorschlag:

(a) Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion. Da a; = 1 per Definition gilt, ist
0 < a; < 2 trivialerweise erfiillt. Es gelte nun 0 < a,, < 2 fiir ein n € N. Dann folgt

5a,,
n>0=—= a,41 = > 0,
¢ (i1 3+ ap,
2(3 + an) — ba, 2—a,
n<2=2—ap41 = =3-—>0.
¢ 1 3+ ap, 3+ay,

Also gilt auch 0 < a,+1 < 2. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist 0 < a, < 2
fiir alle n € N.

(b) Sei n € N. Nach Aufgabenteil (a) ist 0 < a,, < 2 und daher
An+1 _ 5 > 5

an 3+a, 3+2

San  an(3+an)  an(2—an)

= = > 0= a1 > ayp.
3+ a, 3+ a, 3+ a, Gntl =~ @

=1= ap+1 > an.

alternativ: a,y1 — a,

Dan € N beliebig war, folgern wir a,, < a,; fiir alle n € N, d.h., (a,,)n>1 ist strikt wachsend.

(c) Nach Aufgabenteilen (a) und (b) ist (a,),>1 (strikt) wachsend und durch 2 nach oben be-
schrénkt. Damit ist nach dem Monotoniekriterium die Folge (a,)n>1 konvergent. Sei a € R
der Grenzwert von (a,)n,>1. Da a1 = 1 und (a,),>1 strikt wachsend ist, muss a > 1, also

insbesondere a # 0 und a # —3 sein. Aus den Grenzwertsétzen erhalten wir

5n axt— 5 a
a= lim a,.; = lim R s = a(3+a) =ba P 34a=5 = a=2.
n—00 n%oog—}—a,n 3+a




Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren.

@ S () o Do © Z(n”—ﬂ)”

n>1

Losungsvorschlag:

(a) Wir definieren a,, := sin (2) fiir n € N. Da z ~ sin(z) auf [0, 1] wachsend ist, ist (a,) fallend:

n

1 1
anH:sin( +1) < sin <—) =aq, fir allen € N.

n n

Aus der Stetigkeit des Sinus folgt ferner, dass (a,) eine Nullfolge ist:

1
a, = sin (—) — sin(0) =0 fiir n — oo.

n

Also ist (an)n>1 eine fallende Nullfolge. Damit konvergiert > -, (—1)"a, nach dem Leibniz-

kriterium.

(b) Wir setzen a,, := 2(”7'2) fiir n € N. Dann gilt

|ana|  (n+1)12000° 1 () N
o] = G = St = 2(n+1) 1 — 0 fiirn — o0, (1)

wobei wir ausgenutzt haben, dass (ng"),s fiir ¢ € [0,1) eine Nullfolge ist (vgl. Ubungsblatt
11; alternativ kann man ng” = ne™@" fiir ¢ € (0, 1) schreiben und lim,_,, ze~* = 0 (Beispiel
5.28 d)) ausnutzen). Nach dem Quotientenkriterium konvergiert ) . a,.

Anmerkung: Da fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums mn;w % < 1 ausreicht,
reicht es z.B. auch aus, n +1 < 22" n € N, per vollstindiger Induktion zu zeigen, da dann
nach (1) die Ungleichung % < 1 fiir alle n € N gilt.

n3
(c) Wir definieren a,, := <n§L—_2H> fir n € N. Es ist

2 2

[ . Ly (R L H )

da nach der Vorlesung limy,_o(1 + 1)¥ = e > 1 gilt. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert

anl O

Aufgabe 3

(a) Zeigen Sie § < In(1+y) <y fiir y € [0,1].
(b) Bestimmen Sie alle z € C, fiir die ), ., In (1+ <) 2" konvergiert.



Losungsvorschlag:

(a) Wir definieren die Funktionen f,g: [0,1] — R durch
fly)=n(l+y) =35, gy) =y—In(1+y) firyec]0,1].
Es gilt f(0) = ¢(0) = 0 und fiir y € [0, 1]

= f(0) < f(y) und 0=g(0) <g(y),

und  In(1+4y) <y.

1 1 r ..
ﬁgln(l—i_E) gﬁ fiir alle n € N,

und daraus durch Ziehen der n-ten Wurzel

mg [m (1+%>]i < ({71%)2 fiir alle n € N.

Da nach der Vorlesung und Ubung lim,, oo V2 = lim,,_, o /n =1 gilt, folgt aus dem Sand-

wichlemma
1
. 1 n
lim {ln (1 + —2>] = 1.
n—o0 n

Also ist der Konvergenzradius der Potenzreihe 2@1 In (1 + #) 2™ gleich 1. Dies bedeutet,

dass ),~;In (14 -5) 2" fiir [2] < 1 (absolut) konvergiert und fiir [2| > 1 divergiert. Wir
untersuchen den Fall |z| = 1 genauer. Fiir |z| = 1 gilt nach (a)

1 1 a) 1
ln<1+—2> 2" :111(1—1——2) z|" < — fiirallen € N.
n n n

Da 2@1 n% konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium, dass 2@1 In (1 +

2) 2" (ab-
solut) konvergiert. Zusammenfassend erhalten wir also fiir z € C die Aquivalenz:

1
Zln <1 + —2) 2" konvergiert <= |z| < 1.
n>1 n

Aufgabe 4

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte.

(a) lim (1+ 22)%, (b)  fim Sl sn@)
z—0+

z—0t 2




Losungsvorschlag:
In(142x) .
3z fiir z > 0.

(a) Esist
(1+22)% =e
Nach der Regel von de L’Hospital ist
. In(1422) .5« .. 2 2
lim —— = lim —— = -,
z—0+ 3x x—0+ 3(1 + 2:(,’) 3
wobei die Gleichungskette von rechts nach links zu lesen ist. Nun folgt aus der Stetigkeit der
Exponentialfunktion
lim (1+ 2x)ﬁ — lim ™5 = 65,
z—07F z—07t
(b) Aus der Regel von de L’Hospital folgt
. e —1—sinz ., e"—cosx .2 e +sin(z) +0 1
lim = lim —— = lim = = —,
z—07t 2 z—07t 2x z—0F 2 2 2
wobei die Gleichungskette von rechts nach links zu lesen ist und im letzten Schritt die
Stetigkeit von exp und sin ausgenutzt wurden.

= /r — 1 genau eine Losung z € [0, 4] hat.

T

Aufgabe 5
(a) Zeigen Sie, dass die Gleichung e~
(b) Sei f: R — R stetig mit lim, o, f(z) = lim,_,_ f(z) = 0o. Zeigen Sie, dass f ein globales

Minimum hat.

Loésungsvorschlag:
(a) Wir definieren
f:00,4] =R, f(x) =" — Vo + 1.
T = 1 — 1 ist,

und stellen fest, dass = € [0,4] genau dann eine Losung der Gleichung e~
wenn x eine Nullstelle von f ist. Als Komposition stetiger Funktionen ist f stetig. Ferner

f0)=e"—V0+1=2>0,
fW=e*—Vi+1=e*-1<0, dae>1.

Nach dem Nullstellensatz existiert also ein zy € (0,4) mit f(zo) = 0. Da
1
f(x)=—e7"— NG <0 fiir alle z € (0, 4],

ist f strikt fallend auf [0,4] und kann damit nur hochstens eine Nullstelle haben. Somit ist

gilt

die Losung x( eindeutig.



b) Da nach Voraussetzung lim,_, f(z) = lim,_,_ f(z) = oo gilt, existiert ein K > 0 mit
(b) g gilt,
f(z) > |f(0)| fir alle z € R mit |z| > K. (2)

Da ferner f stetig ist, folgt aus dem Satz vom Maximum, dass m := min,e[_k x) f(x) exis-
tiert. Tatséchlich ist dann m das Minimum von f auf ganz R: Denn aus (2) folgt fir alle
r € Rmit [z| > K

f(@) = |f(0)] = £(0) = m.

Da nach Definition von m auch f(x) > m fir alle z € [—K, K] gilt, erhalten wir schliefllich
f(z) > m fir alle z € R, d.h., m = min,cg f(x).

Aufgabe 6
Fiir n € N sei f,: [0,00) = R, fo(z) = zn e ™.

(a) Zeigen Sie, dass (f,,)n>1 auf [0, c0) punktweise konvergiert und geben Sie die Grenzfunktion f an.
(b) Zeigen Sie, dass (f,)n>1 gleichméfig auf [1, 00) konvergiert.
(¢) Konvergiert (f,)n>1 gleichméBig auf [0, 00)?

Losungsvorschlag:

(a) Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N. Sei x > 0. Aus der Vorlesung sind die Grenzwerte
lim,, oo {/x =1 und lim,,_,,, e™ = 0 bekannt. Also folgt

fu(z) = zie ™ 1.0 (n — 00).
Somit konvergiert (f,),>1 punktweise gegen die Nullfunktion f: [0,00) — R, f(z) = 0.

(b) Fiir z > 0 und n € N gilt
fl(x) = %x%_le_m + x%(—n)e_m = (L —n) fulz).
Da f,(z) > 0 fiir x > 0 ist, folgt

1

>0 <= L -n>0< z2€(0,5),

@) 4=0 <= L -n=0<+= =1, (3)

nr

<0 = L -n<0 << z€(5,00).
Insbesondere ist f, fallend auf [-5,00) 2 [1,00) =: J. Somit ist

= Flless = I fullcs = sup | ()| = sup () = fu(1) ® f1)=0 firn — oo.

zeJ

Also konvergiert (fy)n>1 gleichméBig gegen f auf J = [1, 00).



(c) Sei I :=[0,00). Aus (3) folgt, dass f, in x, := n~? ein globales Maximum hat. Wir folgern

n

[fn = Flloos = [ fulloos = ful@n) = \/1—26_71l —1-1#0 (n— o0),

wobei wir lim,, o, /7 = 1 verwendet haben, vgl. Ubung 4 (anstelle von (z,) kann man z.B.
auch die Folge (y,) = (£) betrachten). Also konvergiert (f,,),>1 nicht gleichméBig gegen f
auf I = [0, 00).

Aufgabe 7
Zeigen Sie, dass die Funktion f: [0,00) — R,

stetig differenzierbar auf [0, co) ist.

Losungsvorschlag:

Offenbar ist f € C*°((0,00)). Also hdngt die stetige Differenzierbarkeit von f nur vom Punkt

o = 0 ab. Fiir x — 0™ haben wir

— f(0 i 1 i
0< ‘f(m) S >': i |sinz| | cos(z™2)| < s1nx‘ |sinz| — 1-|sin(0)| = 0,
z—0 T
wobel wir zuletzt lim,_ . % = 1 (nach Vorlesung oder der Regel von de L’Hospital) und die

Stetigkeit des Sinus ausgenutzt haben. Also ist f in 0 differenzierbar und es gilt f’(0) = 0. Fir
x > 0 folgt aus der Produkt- und Kettenregel

SIS

f'(x) =2sin(z) cos(x) cos(x_%) + sin®(z) (— Sin(x_%)> . _71;5—
=2sin(z) cos(z) cos(z72) + S (Qx) sin(z72) 22

(NI

2

Wegen |siny| <1, |cosy| < 1 fiir alle y € R folgt hieraus

. 2
1 |sinz

|f'(z)| < 2|sinx| + 5 2% fiir alle 2 > 0.

Fiir x — 0" haben wir somit

1 2

/() = fO)] = |f(@)] < 2 sinz| + 3

sinx 1

1 I
175204 5-12:0=0,

sin x
T

wobel wir wieder lim,_.o = 1, die Stetigkeit des Sinus und der Wurzelfunktion ausgenutzt

haben. Dies zeigt, dass f’ in 0 stetig und somit f auf [0, 00) stetig differenzierbar ist.



