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Analysis I

Modulpriifung

Aufgabe 1

(a) Zeigen Sie fiir alle n € Nund z € R

n—1 2" —1
H1+x(2) Zx
k=0 k=0

Hinweis: [[}Zo(1+2@) = (1 +2)(1 + 21 +2Y)--- (1 +2@") fir s € R,n € N.

b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass > - log (1 + @) = log (=) fiir z € (—1,1).
k=0 11—z

Losungsvorschlag:

(a) Wir miissen zeigen, dass fiir jedes n € N und z € R die Aussage

2" —1

n—1
A(n,x): Hl—l—x Zx
k=0

wahr ist. Dazu halten wir ein beliebig gewéhltes z € R fest und wir zeigen per vollstéandiger
Induktion, dass A(n,z) fiir alle n € N wahr ist.
Induktionsanfang (IA): Es gilt

1-1 1

H(1+x(2k)) :1+:c:Za:k.

k=0 k=0

Induktionsvoraussetzung (IV): Fir ein n € N gelte

n—1 2n—1
H(l + 2y = z*,
k=0 k=0
Induktionsschritt (1S): Wir folgern
n n—1
[T +2@9) =@+ 2 [ +22Y)
k=0 k=0
oan—1 an—1 2n—1 2n—1 ont+l_1 ontl_q1
1+:c Zx—Z:c +Zxk+2 Zx—i—Zx ",

k=2 k=0
Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion ist damit A(n,:z:) fiir alle n € N wahr, und
da x € R zuvor beliebig gewéhlt war, ist somit wie gewiinscht A(n,x) wahr fiir n € N und
r e R.



(b) Esseiz € (—1,1). Fiirn € Ny betrachten wir zunéichst die n-te Partialsumme von  , . log (1+
a;(Qk)): Nach Aufgabenteil (a) und der geometrischen Summenformel (G) gilt

n n ontl_q
Zlog (1+ x(Qk)) = log <H (1+ Jz(zk))) @ log ( Z zk
k=0 k=0

) (G) <1 . x2n+1>
= log| ———— ).
k=0

11—z
Da lim,,_, "™ = 0 gilt, folgern wir aus der Stetigkeit des Logarithmus

n 1 _
Zlog (1+ x(zk)) = log ( <
k=0

antt
— ] — log b (n — o00)
1—2 1—=2 '

Nach der Definition der Reihenkonvergenz bedeutet dies aber gerade

- 1
Zlog (1 + x(Qk)) = log ( )
k=0

1 —
Da x € (—1,1) zu Beginn beliebig gewihlt war, ist die Aussage bewiesen.
Aufgabe 2

(a) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

(i) Zﬁ ) 3ot

—nt+ 1
(b) Es sei (an)n>0 eine monoton fallende Nullfolge und }_, - a, divergent.

(i) Zeigen Sie, dass der Konvergenzradius von ) -, a,z" gleich 1 ist.

(ii) Bestimmen Sie alle z € R, fir die ) ., a,2" konvergent ist.

Losungsvorschlag:

(a) (i) Es sei a, := ﬁ fiir n € Ny. Dann gilt fiir alle n € Ny
|an+1| - (21?)

- _ )+ )i+ 1)
|ay| (2(n+1))

nln!
n+1

ntl Lt — : <1l (n— o0
= = — n Q).
(2(n+1))! 22n+1)  2(2+1) 4
Nach dem Quotientenkriterium konvergiert also die Reihe ), -, ﬁ (sogar absolut).
(i) Es sei a, 1= \3:4;;11 fir n € N. Dann ist fiir n > 4

0" - 2n 4+ (n —4) 2n S 2n
nt+1

2n 1
Vit 1l TVt 3t n

2n2  n’
Da die Reihe ) ., - nach Vorlesung divergent ist, folgt nun aus dem Minorantenkriterium,
dass auch die Reihe > -, \%T;fl divergent ist.



(b) (i) Es sei p der Konvergenzradius der Potenzreihe ) | - a,z™. Da (@, )n>0 nach Voraussetzung

eine monoton fallende Nullfolge ist, gilt
0<a, <ay firallen € N,

und daher auch
Vlan| < /|ap| fiir alle n € N.

Hieraus folgt

limsup v/|a,| < limsup v/|ao] = lim {/]ag| = 1,
n—oo

n—oo n—oo
wobei wir den aus der Vorlesung bekannten Grenzwert lim,, o, {/a = 1 fiir a > 0 zuletzt

ausgenutzt haben. Hieraus folgt fiir den Konvergenzradius

> 1.

~ limsup ¢ lan|
n—oo

Andererseits folgt aus der Divergenz von o a, =Y -,a,1", dass p < 1 sein muss. Wir

erhalten also wie gewiinscht p = 1.

(ii) Da nach Aufgabenteil (i) der Konvergenzradius p = 1 ist, konvergiert > -, a,z" (sogar
absolut) fiir x| < 1, d.h., fiir x € (—1,1), und divergiert fiir |x| > 1. Wir untersuchen noch
die Falle x = 1 genauer. Fiir x = 1 ist ano a, nach Voraussetzung divergent und fiir

x = —1 ist nach dem Leibnizkriterium ) - (—1)"a, konvergent. Es folgt

{x eR: Zanx” ist konvergent} =[-1,1).

Aufgabe 3
Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.
: 3z __ 1
(a) lim sine™ — 1) , (b)  lim 2” (\/$6 + 3z — :v3> :
x—0+4 X T—00
Loésungsvorschlag:

(a) Mit der Regel von de L’Hospital folgt

: 3z 0« 3z 3z

. osin(e’® —1) 8« . 3e’®cos(e’® —1
lim g < lim ( )
0+ x z—0+ 1

= 3ecos(e’ — 1) = 3,

wobei wir fiir die vorletzte Gleichheit die Stetigkeit der Exponentialfunktion und des Kosinus
ausgenutzt haben.
(b) Fiir z > 0 gilt
Vab + 3r—a® = (V2% + 3z — 27) (V7 + 3z + o) _ (Va5 32)? — ()2 ) - |
Vb + 3z + 23 V26 + 31 + 3 /26 1 37 1+ 23

Fiir x — oo folgern wir daher

323 3 3 3

2 6 3) _ _
|\ Vab 4+ 3z —a2° | = = SN
( ) Vb + 3z + a3 1+3 41 V1I+04+1 2




Alternativer Losungsvorschlag: Fiir x > 0 ist

/ 3 1—1—36—35—1
xQ(\/:IJ6+3x—x3):x5( 1+—5—1>:3f
x 5

Durch die Substitution y = :% (x > 0) sehen wir, dass der Grenzwert

lim 3
r—r00 —5
X

genau dann existiert, wenn der Grenzwert

. V1I+y—1
lim ————

y—0+ Yy

existiert. Letzterer ist gleich der Ableitung von f: [0,00) — R, f(y) = +/1 + y an der Stelle

y = 0, also gleich
1

214y

(Alternativ kann man zur Bestimmung von lim,_,o; ¥ 1Zy_1 auch wieder die Regel von de

, 1
' W)ly=o = 7

y=0

L’Hospital verwenden). Wir folgern insgesamt

V1t - VIFy—1
lim 32'2(\/1'6 +3x—x3> = lim Y——— = lim 3+—y = §

T—00 T—r00

Aufgabe 4
(a) Zeigen Sie, dass fir jedes y € (0,1) ein = € (0, 00) existiert mit
(1+2) e " =y.

(b) Es seien D C C nichtleer und f: D — C eine Funktion. Ferner existiere eine in 0 stetige
Funktion g: [0,00) — R mit ¢g(0) = 0 so, dass

1/ (2) — f(w)| < g(]z —w|) fiir alle z,w € D.

Zeigen Sie, dass f gleichméfig stetig ist.

Loésungsvorschlag:

(a) Wir betrachten die Funktion
f:(0,00) > R, flz) = (1+x)% "
Dann ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Ferner gelten

lim f(r) = lim (1+2)% “ =1, lim f(zr)= lim(1+2)% " =0.

z—0+ rz—0+ r—00 T—00



Hieraus und dem Zwischenwertsatz folgt die zu zeigende Aussage, denn: Ist y € (0, 1) gege-
ben, so folgt aus lim, ,o; f(x) = 1 die Existenz eines z; € (0,00) mit f(z;) > y und aus
lim, o f(z) = 0 die Existenz eines x5 > x; mit f(z2) < y. Nach dem Zwischenwertsatz

existiert daher ein x € (21, 22) mit f(z) =y, d.h., mit
(1+2z)% " =y.
Da y € (0,1) beliebig gew#hlt war, existiert also zu jedem y € (0,1) ein x € (0,00) mit

(1 + z)%" = y. Genau dies war zu zeigen.

(b) Sei ¢ > 0. Da g(0) = 0 und g in 0 stetig ist, existiert nach der e-0-Charakterisierung der
Stetigkeit ein 6 > 0 mit

l9(r)] = lg(r) —g(0)] < e fiir alle r € [0,4]. (1)

Seien nun z,w € D mit |z —w| < §. Dann gilt

|f(2) = f(w)] < g(lz = w]) < [g(]z = w])] <e

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, zeigt dies die gleichméfige Stetigkeit von f.

Aufgabe 5
Fiir n € N sei f,,: (1,00) = R definiert durch f,(x) :=

n

T
142 -

(a) Zeigen Sie, dass (f,)n>1 punktweise konvergiert und geben Sie die Grenzfunktion an.
(b) Sei aw > 1. Zeigen Sie, dass (f,,)n>1 gleichméfBig auf («, co) konvergiert.

(c¢) Konvergiert (f,)n>1 gleichméBig auf (1,00)7 Beweisen oder widerlegen Sie.

Loésungsvorschlag:

n n

(a) Sei x € (1,00). Dann gilt
x x

0< f,(z)= <
S I = T S gy
Somit gilt nach dem Sandwichkriterium lim,, ., f,(z) = 0. Da z € (1, 00) beliebig gewéhlt

=2 "—0 (n—o0).

war, konvergiert damit (f,,),>1 auf (1, 00) punktweise gegen die Nullfunktion
f:(1,00) = R, f(z)=0.

(b) Wir beweisen zunéchst, dass f, fiir jedes n € N fallend ist. Dazu betrachten wir die Funktion

g € (1,00) = R, g(t) = i und fiir n € N die Funktion h,,: (1,00) — (1,00), hy(z) = 2™
Wegen
, (14+8)—2t2  1-—1¢ N
= = fiir all 1
g'(t) EE e <0 fiir alle t >

ist ¢ monoton fallend. Weiter ist aus der Vorlesung bekannt, dass h,, fiir jedes n € N wachsend

ist. Also ist f,, = g o h,, als Komposition einer fallenden und wachsenden Funktion fallend.
Seien nun a > 1 und J = (a, 00). Da f,, fallend und stetig ist, folgt
. (a)
[fnlloe.s = sup | fu(2)| = sup fu(z) = lim fo(z) = fo(e) — f(a) = 0.
z€J z€J r—rot

Dies zeigt, dass (f,)n>1 auf J = (o, 00) gleichméBig gegen f konvergiert.



(c) Es sei I := (1,00). Da wie in Aufgabenteil (b) bereits gesehen die Funktionen f, fallend
sind, folgt

xn

1
[ fulloo,r = sup fa@) = lim fu(w) = lm ;=50 = o firallen € N.

Insbesondere ist (|| fn|/oo,7)n>1 keine Nullfolge. Somit konvergiert ( f,)n>1 auf I = (1, c0) nicht
gleichméBig gegen f.

Alternativer Losungsvorschlag: Angenommen, (f,,),>1 wiirde auf I gleichméBig gegen f kon-
vergieren. Dann wére (|| fuloo,)n>1 eine Nullfolge. Wir setzen z,, == 1+ % fiir n € N. Dann
gilt

(14 2)

= 5 >0 —
T+ 1+ L T 1ye (n = co)

fnllso.r = sup fu(w) = f(wn)
e
im Widerspruch dazu, dass (|| fy|lco,r)n>1 eine Nullfolge ist.

Aufgabe 6

(a) Zeigen Sie
Vi+ta< 1—1—% fiir alle x > 0.

(b) Es sei f:]0,00) — R differenzierbar und es existiere a := lim,_,, f'(x). Zeigen Sie, dass
dann auch lim, . 3(f(z+2) — f(z)) existiert und dass lim,_, 5 (f(z +2) — f(z)) = « gilt.

Loésungsvorschlag:

(a) Wir betrachten die Funktion

f:10,00) = R, f(x)zl—i—%—\g/l—i—x.

Dann ist f stetig auf [0, 00) und differenzierbar auf (0, 00). Fiir die Ableitung von f gilt

f,(x):%<1—(1+33)_§) > (1—(1—1—0)_%) =0 firz>0.

Also ist f strikt wachsend auf [0, 00). Es folgt
f(z) > f(0) =0 fiir alle x > 0.

Dies bedeutet aber gerade

\3/1—|—95<1—|—§ fiir alle > 0.

(b) Es sei € > 0. Da nach Voraussetzung lim, ., f'(z) = « ist, existiert ein K. > 0 mit
If(z) —a] <e fiirallez > K.. (2)

Fiir jedes x > K existiert aber nach dem Mittelwertsatz ein &, € (x,z + 2) mit

flx+2) - f(x)




Mit > K. ist auch &, > K., sodass wir aus (2) und (3)

%(f(fc +2) = f(x)) —a|=|f(&) —a| <e fiir alle x > K.

folgern. Da ¢ > 0 beliebig gewahlt war, zeigt dies gerade, dass lim, .., %(f(m +2) — f(x))
existiert und dass lim, 0 5(f(z +2) — f(2)) = « gilt.

Aufgabe 7

Zeigen Sie
max{a > 1|3z € R: a® = 2} = e'/°.

Hinweis: Betrachten Sie fiir a > 1 die Funktion f,: R — R, f,(z) = a¢® — x und bestimmen

Sie zunéchst mingeg f, ().

Losungsvorschlag:

Fiir a > 1 betrachten wir die Funktion
far R=>R,  fu(z)=0a"—uz.
Als Differenz differenzierbarer Funktion ist f, differenzierbar und fiir die Ableitung gilt

fi(z) =log(a)a® — 1 fiir alle z € R.

a

Fiir x € R folgern wir daher

1 I 1
s g g, loglloga)

() =0 < a" =
fa(@) “ loga loga

a

Genauer gilt

<0, falls x <z,
fi(x) < =0, fallsz =z,
>0, fallsz > x,.

Somit ist f, fallend auf (—oo,z,| und wachsend auf (x,,c0). Daher ist x, die Stelle des globalen

Minimums von f, und

log(log a) l 1
M = () = falia) = =, = el o DECOR)

(1+log (loga)) .

Definieren wir nun
A={a>1|3r eR:a” =z},

so ist nach Aufgabenstellung die Identitét
max A = e/¢
zu zeigen. Nun gilt

A={a>1|FzeR:a"=ax}={a>1|TreR: fo(x) =0} ={a>1|m, <0},



wobei wir fiir die letzte Gleichheit ausgenutzt haben, dass f, stetig ist und lim, ,1 f,(z) = 00

gilt. Wegen a > 1 ist log(a) > 0 und daher gilt m, < 0 genau dann, wenn
1+ log(log(a)) <0 <= log(log(a)) < —1 «= a < e/

Wir folgern
A={a>1]|m, <0} =(1,e"]

und damit wie gewiinscht

max A = e/,



