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KAPITEL 1

Grundlagen

Das erste Kapitel entélt eine knappe Zusammenfassung einiger grundlegender Begriffe der
Logik und der Mengenlehre, und fiihrt ein erstes Beweisprinzip, das Prinzip der vollstan-
digen Induktion, ein. Wir setzen dabei ein Grundverstdndnis von Mengen als bekannt
voraus.

1.1. Bezeichnungen

Wir setzen die natiirlichen, die ganzen und die rationalen Zahlen als bekannt voraus,
aukerdem auch deren Rechenregeln zur Addition und Multiplikation. Als Notation wird
verwendet:

N={1,23,...} (natiirliche Zahlen),
Ny = {0,1,2,3,...},
Z=A4...,-2-1,0,1,2,...} (ganze Zahlen),

Q= {@ | m € Z, n € N, Bruch gekiirzt} (rationale Zahlen).
n

Logische Grundbegriffe. Wir verwenden die folgenden logischen Zeichen:

Negation
und

oder
Implikation
Aquivalenz
fiir alle

es existiert

Wy <0 4 <>

es existiert genau ein

Eine Aussage ist ein Ausdruck, der entweder wahr oder falsch sein kann. Eine Aussage
kann nicht gleichzeitig wahr und falsch sein.

Beispiele: Es bezeichne n eine natiirliche Zahl.

(i) 3>5  Aussage (falsch)
(i) n>7 = n>2  Aussage (wahr)
(ili) n>2 = n>7  Aussage (falsch)
(iv) 3n keine Aussage
(v) 7(n>2) & (n=1Vn=2) Aussage (wahr)
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6 1. GRUNDLAGEN

(vi) A n: (n>2)A(n<4) Aussage (wahr)

Sind A, B Aussagen, so gilt
(A= B) & (mA) Vv B.
Die Aussage ,es gilt entweder A oder B* lasst sich durch
(AN=-B)V (~AAB)

ausdriicken.

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion logischer Grundbegriffe sei auf die Vorlesung Lineare
Algebra 1 bzw. auf |1, Kapitel 1.1| verwiesen. Einige wichtige Regeln zum Umgang mit
Quantoren V, 3 und zur Negation von Aussagen werden im Laufe der Vorlesung noch
erganzt.

Mengen. Wir setzen ein elementares Verstandnis von Mengen als Zusammenfassung un-
terscheidbarer Objekte voraus. Mengen werden duch Angabe ihrer Elemente definiert.

Beispiele:
E=1{1,2,3728)
F=1{1,2,3,6,7}
N={1,23,..}
G = {n € N|n gerade}
U = {n € N|n ungerade}
) ={} leere Menge (Menge, die keine Elemente enthilt)

Begriffe und Notationen. Es seien M, N Mengen.

x € M: z ist Element der Menge M. (Bsp.: 7 € E.)

x ¢ M: xist kein Element der Menge M. (Bsp.:0¢ (), 5 ¢ G.)

M = N: M und N enthalten dieselben Elemente, d.h. es gilt xt € M < x € N.
(Bsp.:U={2n—-1|ne N}, G={2,4,6,8,...}.)

M # N: M und N sind nicht identisch, d.h. es existiert ein x € M mit x ¢ N oder
es existiert ein x € N mit « ¢ M. (Bsp.: E # F.)

M C N: (auch M C N). M ist Teilmenge von N, d.h. ist x € M, so ist auch z € N.
(Bsp.: {2,3} € {2,3,4}, {2,3} € {2,3}.)

M S N: M ist echte Teilmenge von N, d.h. M C N und es existiert ein x € N
mit = ¢ M. (Bsp.: {2,3} £ {2,3,4}, {2,4} & G))

M 2D N: M ist Obermenge von N, d.h. N C M.
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Um mit Mengen zu arbeiten, benotigen wir die folgenden
Operationen von Mengen. Wiederum seien M, N Mengen.

M U N: Vereinigung von M und N, d.h. die Menge aller z mit x € M oder x € N.
(Bsp.: EUF = {1,2,3,6,7,8}, GUU =N, EU( = E.)

M N N: Durchschnitt von M und N (,,M geschnitten mit N,)), d.h. die Menge
aller z mit z € M und x € N.
(Bsp.: ENF ={1,2,3,7}, EN0 =0, GNU =0, ENG ={2,8}.)

M\ N: Differenzmenge von M und N, d.h. die Menge aller z mit x € M und = ¢ N.
(Bsp.: E\F={8}, F\E={6}, N\U=G, U\N=10.)

M x N: Produktmenge von M und N, d.h. die Menge aller geordneten Paare (z,vy)
mit x € M und y € N.
(Bsp.: {1,2} x {4,6,7} = {(1,4), (1,6), (1,7), (2,4), (2,6), (2,7)}.)
Schreibweise: M x M = M?2.

Fiir Rechenregeln beziiglich der oben aufgefiihrten Operationen sei wiederum auf die Li-
neare Algebra 1 bzw. auf die Literatur verwiesen.

Abbildungen. Es seien X,Y Mengen.
Eine Abbildung oder Funktion f von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedem Element
von X genau ein Element von Y zuordnet. Schreibweise:
f: X =Y, ze f(x).
Dabei heifst
f(z) € Y Funktionswert von f an der Stelle z,
X Definitionsbereich von f,

Y Zielmenge von f.

1.2. Vollstandige Induktion

In diesem Abschnitt stellen wir ein erstes wichtiges Beweisprinzip der Analysis vor, das
Prinzip der vollstandigen Induktion. Es kann haufig angewandt werden, wenn man Aus-
sagen A(n) zeigen mochte, die von n € N (bzw. n € Ny) abhéngen. Da es nicht mdoglich
ist, die unendlich vielen Aussagen A(1), A(2), A(3), ... separat zu zeigen, machen wir uns
die folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen zunutze.

PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION 1. Es sei M C N eine Menge. Es gelte
(Induktionsanfang, IA): 1 € M.

(Induktionsschluss): Ist n € M, so gilt auch n+1 € M.

Dann ist M = N.
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BEWEIS. Da nach Voraussetzung schon M C N, geniigt es zu zeigen, dass N C M. Es
sei dazu k € N fest gewéhlt, aber beliebig. Nach (IA) ist 1 € M. Ist also k = 1, so ist
k € M und die Behauptung ist gezeigt. Sei nun & > 1. Nach dem Induktionsschritt ist
1+1=2¢€ M. Ist k =2, so sind wir auch in diesem Fall fertig. Ist k£ > 2, so wiederholen
wir obiges Argument (k — 2)-mal. O

Wir formulieren das Beweisprinzip so um, dass wir es auf Aussagen A(n) anwenden konnen.

PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION II. Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage.
Es gelte
(Induktionsanfang, 1A): A(1) ist wahr.
(Induktionsschluss):
(Induktionsvoraussetzung, I1V): Es sein € N und A(n) sei richtig.
(Induktionsschritt, IS): Aus der Richtigkeit von A(n) folgt, dass A(n + 1) wahr ist.

BEWEIS. Dies folgt direkt aus dem Prinzip der vollsténdigen Induktion I, angewandt
auf die Menge
M = {n € N| A(n) ist wahr}.
O

BEISPIEL. Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen lasst sich folgendermafend berech-
nen: Fiir jedes n € N gilt

n(n+ 1)

—

Beweis: Fiir n € N bezeichne A(n) die Aussage, dass die Gleichung erfiillt ist.

(IA): A(1) ist wahr, da 1 = w

(IV): Es sei n € N fest gewéhlt, aber beliebig. Es gelte A(n).

(IS): z.z.: Es gilt A(n+ 1). Es ist nach (IV)

(1.1) 1+24+3+...+n=

(n+1)(n+2)
2 Y

+1
14+243+.. .+ (n+1) = (14+243+.. .+n)+(n+1) = %

d.h. A(n + 1) ist wahr.

Um die oben verwendete Schreibweise 14243+ ...+n zu prézisieren, fithren wir folgende
Schreibweise ein.

Summenzeichen: Es sei m € Z. Fiir alle k € Z mit k > m sei aulerdem a;, € QQ gegeben.
Wir setzen

+(n+1) =

(1.2) Z ag := A,
k=m
1
und definieren dann rekursiv die Summe Z ay, fiir jedes | € Z, | > m: Wir nehmen an,

k=m
m+n
dass fiir ein n € Ny der Ausdruck Z ap, € Q schon definiert ist. Wir setzen dann
k=m
m+n+1 m+n

(1.3) Z aj = (Z ar) + Qmntd-

k=m k=m
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!
Mittels vollstdndiger Induktion lasst sich nun zeigen, dass dadurch die Summe Z ay, fir

k=m
jedes [ € Z mit | > m definiert ist. Dazu wendet man das Prinzip der vollstdndigen

Induktion I auf die Menge
m-+n
M :={n e Ny Z ay ist definiert}
k=m
an. Dann gilt nach Definition M C Ny, und nach (1.2) ist 0 € M. Ist n € M, so ist nach
(1.3) auch n+1 € M.

BEMERKUNG. Wir haben hier das Induktionsprinzip fiir Teilmengen M C Nj statt M C N

verwendet. Hierbei ist als Induktionsanfang zu zeigen, dass 0 € M. Gezeigt wird dann,
dass M = Ny ist.

Entsprechend definieren wir rekursiv das
Produkt: Es sei m € Z. Fiir alle k € Z, k > m, sei a;, € Q gegeben. Wir setzen

m
H A = U,
k=m

und definieren rekursiv fir alle n € Ny
m—+n+1 m+n

H ay = (H ax) * Qmnil-
k=m k=m

Auch hier zeigt man wieder mittels vollstdndiger Induktion, dass hiermit das Produkt
l

H ap fir alle | € Z mit | > m definiert ist.
k=m

Wir treffen die folgenden Konventionen:

m—1 m—1
Z ag ‘= (leere Summe), H ag =1 (leeres Produkt).
k=m k=m

Fiir a € Q und n € N setzen wir
n
a" = Ha (n-te Potenz von a), a’ = 1.
k=1

Dh.esista®=1,a'=a, a®>=a-a, a®> =a-a-a usw.

Fakultat: Fir n € N setzen wir
nl=[[k=1-2-...n, 0 = 1.
k=1

Bsp.: Esist 11 =1, 21 =2, 31 =6, 4! = 24, 5! = 120, .. ..
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Binomialkoeffizienten: Fiir n, k € Ny, k < n setzen wir
Es gilt

und

n n n—+1
1.4 = .
= () ()= ()
SATZ 1.1 (Binomischer Lehrsatz). Es seien x,y € Q und n € Ny. Dann gilt
(15) =3 ()t

k=0

BEWEIS. Beweis durch vollstdndige Induktion: Fiir n € Ny bezeichne A(n) die Aussage

0
(1.5)). (TA): A(0) ist wahr, da (z + ) = 1 und Z (2) xRk = (8) 29y = 1.

k=0
(IV): Sei n € Ny. Es gelte A(n).
(IS): Nach (IV) ist

(z+y)" =(z+y)(z+y)"

n n - n n e n n .
_ (.CE + y)(z (k)xn kyk) _ (k)x +1 kyk + (k)m kyk-i-l
0 0

k=0 k=

£ £ ()

(B0 e (e

Im letzten Schritt haben wir eine Indexverschiebung (siche Bemerkung unten) in der
zweiten Summe verwendet. Verwendet man nun ([1.4)), so zeigt dies, dass A(n + 1) wahr
ist. U

BEMERKUNG. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass man bei Summen die Indexverschie-
bung

n n+1
E g1 = E Qg
k=0 k=1

durchfithren kann.

SATZ 1.2 (Geometrische Summe). Es sei x € Q, x # 1, und n € Ny. Dann gilt

1 — "t
Zx —



KAPITEL 2

Reelle und komplexe Zahlen

2.1. Korper-Axiome und Anordnungs-Axiome
Es sei X eine nichtleere Menge.

DEFINITION 2.1. Eine Teilmenge R C X x X heift Relation auf X. Fir (z,y) € R
schreiben wir x ~g y. Eine Relation R auf X heift Ordnungsrelation (oder Ordnung) auf
X, falls fiir alle z,y, z € X gilt:

(R) z ~pg x; (Reflexivitét)
(T) Aus x ~g y und y ~p z folgt x ~p z; (Transitivitét)
(AS) Aus x ~p y und y ~p z folgt = = y. (Antisymmetrie)

Ist R eine Ordnung auf X, so heift das Paar (X, R) geordnete Menge. Gilt zusétzlich fiir
alle z,y € X
xr~gpy oder y~pgux,
so heifst R totale Ordnung auf X.
Beispiel:
(1) (Z, <) und (Q, <) sind total geordnete Mengen.
(2) Sei M = {0,{0},{1},{0,1},{0,2},{0,1,2}}. Dann ist (M, C) eine geordnete
Menge (C bezeichnet die iibliche Teilmengenrelation). M ist jedoch nicht total
geordnet, da z.B. {0,1} € {0,2} und {0,2} € {0,1}.

Notation: Ist R eine Ordnung, so schreibt man tiblicherweise ,,<“(kleiner gleich) anstelle
von R oder ~r. Wir verwenden auferdem die Notationen

x <y fallsx <yund x #y,

x>y fallsy <z,

x>y fallsy <.
Eine Abbildung * : X x X — X, (z,y) — x x y heifst Verknipfung auf X.

Beispiel: Addition und Multiplikation auf Q:
+:QX@_>@> (ZE,y)'—)CU‘I‘y,
2 QxQ—-Q, (ry)—zx-y.

DEFINITION 2.2 (Korper). Es sei K eine Menge mit Verkniipfungen + und - sowie Ele-
menten 0, 1 mit 0 # 1. Dann heiftt (K0, 1, +,-) Kdrper, falls fir alle x,y, z € K gilt:

(Al) (z+y)+z=2+ (y + 2), (Assoziativgesetz der Addition)
11
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(A2) z+0=ux, (neutrales Element der Addition)
(A3) Ve € K Ju e K mit z +u =0, (additiv inverses Element)
(Ad) z+y=y+x, (Kommutativgesetz der Addition)
M1) (z-y)-z=2-(y-2), (Assoziativgesetz der Multiplikation)
(M2) z-1=u, (neutrales Element der Multiplikation)
(M3) Ve e K\ {0} Jv € K mit z-v =1, (multiplikativ inverses Element)
(M4) z-y=y -z, (Kommutativgesetz der Multiplikation)
(DG) (zx+y) - z2=x-24+y- 2. (Distributivgesetz)

Notation: Wir schreiben K fir (K,0,1,+, ), und zy statt z - y. Klammern werden oft
weggelassen (unter Beriicksichtigung von ,,- vor +), z.B. schreibt man x+ zy fir x+ (y- 2).
Wir schreiben auBerdem —z := u fiir das additiv inverse Element von z in (A3), 1 :=
x~! := v fiir das multiplikativ inverse Element von = # 0 in (M3), sowie z —y fiir z + (—y)
und ¥ fiir z - i (mit y # 0).

BEMERKUNG. (1) Die neutralen Elemente sind eindeutig bestimmt: Ist auch 0’ neu-
trales Element der Addition, so gilt 0’ + 0 = 0’ nach Anwendung von (A3) fiir 0,
und 0/ + 0 = 0+ 0’ = 0 nach Anwendung von (A4) und (A3) fir 0, also 0 = 0.
Ahnlich zeigt man, dass 1 eindeutig bestimmt ist.
(2) Die additiv und multiplikativ inversen Elemente sind eindeutig bestimmt.
(3) Es gilt —0 = 0.
(4) Es gilt —(—z) =z und —z = (—1)z fir z € K.

BEISPIEL. (1) (Q,0,1,+,-) ist ein Korper.
(2) Z ist kein Korper: z.B. existiert zu 2 € Z kein multiplikativ inverses Element in
Z,da 2-v =1 in Z nicht 16sbar ist.
(3) Definiert man auf der zweielementigen Menge Fy := {0, 1} die Verkniipfungen +
und - durch die Verkniipfungstafeln

so kann man zeigen, dass (Fy,0, 1, +, ) ein Korper ist.



2.1. KORPER-AXIOME UND ANORDNUNGS-AXIOME 13

BEMERKUNG. Aus den Korperaxiomen lassen sich die iiblichen Regeln zum Bruchrechnen
herleiten, z.B. gilt fir a,c € K und b,d € K \ {0}
a ¢ ad+bc
-+ == und

b d bd ’

ad
= c # 0.

alo|ole

Wir wollen im folgenden Korper betrachten, die zusétzlich zur algebraischen Struktur des
Korpers auch eine Ordnungsstruktur besitzen. Wir fordern, dass die Ordnungsstruktur
zur algebraischen Struktur vertraglich ist.

DEFINITION 2.3 (geordneter Korper). Es sei (K,0,1,+,-) ein Kérper, und < sei eine
Relation auf K. (K, <) heit geordneter Korper, falls fir alle x,y, z € K gilt:

(01) < ist totale Ordnung auf K.
(02) Ausz <y folgt x + 2z <y + 2.
(0O3) Aus z > 0 und y > 0 folgt = -y > 0.

Notation: Ist x > 0, so heist = positiv, ist x < 0, so heiit x negativ. Ist > 0, so heifst x
nichtnegativ, und ist x < 0, so heifit x nichtpositiv. Wir setzen

K. :={xe K|z >0}, K ={re K|z <0}

BEMERKUNG (Trichotomiegesetz). Es sei (K, <) ein geordneter Kérper, und x € K. Dann
gilt genau eine der drei Beziehungen

x >0, xz =0, x < 0.

BEISPIEL. (1) (Q, <) ist ein geordneter Korper.
(2) Der Korper [Fy kann nicht angeordnet werden: Angenommen, < sei eine Totalord-
nung auf Fy. Wire dann 0 < 1, so wiirde aus (O2) folgen, dass 0+1 < 141, also
1 < 0 im Widerspruch zur Antisymmetrie der Totalordnung. Umgekehrt fiihrt

auch die Annahme 1 < 0 zum Widerspruch.

SATZ 2.4. Es sei (K, <) ein geordneter Kdrper. Dann gilt fir alle x,y,a,b € K
(i))y>x & y—x>0.
(i1) Aus x >y und a > b folgt x + a > y +b.
(111) Aus x >y und a > 0 folgt ax > ay.
(iv) Aus x> 0 folgt —x < 0.
(v) Aus x > 0 und y < 0 folgt xy < 0.
(vi) Aus x >y und a < 0 folgt ax < ay.
(vii) Sei x # 0. Dann ist * > 0. Insbesondere ist 1 > 0.
(viii) Aus x > 0 folgt =1 > 0.
(iz) Aus x>y >0 folgt 0 < 7' < y=' und 2> 1

DEFINITION 2.5. Es sei (K, <) ein geordneter Korper. Der Betrag | . | : K — K ist
definiert durch
x, x>0,
|z] =
—x, x <0,

fiir jedes x € K.
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Der Betrag wird verwendet, um den Abstand zweier Elemente im geordneten Korper an-
zugeben. In Q haben zwei Elemente a, b den Abstand |a — b|, z.B. ist der Abstand von —2
zu 17 gegeben durch | — 2 — 17| = 19.

Der Betrag geniigt den folgenden Eigenschaften

SATZ 2.6. Es sei (K, <) ein geordneter Korper. Fir alle z,y,a € K undr € K mitr >0
gilt

(i) |x| = | — x|, und x < |z|.

(i) |x| >0 und (|z| =0 < x=0).

(1) |zy| = |yl
(v) lr—a|<r & a—r<z<a+r.
(v) |z +y| <|z|+|y| (Dreiecksungleichung).

BEWEIS. (v) Fall 1: Sei 4+ y > 0. Dann folgt aus (i) und Satz (ii), dass |z +y| =
4y < |z[+y < |z| + |yl
Fall 2: Sei x + y < 0. Dann ist nach Satz (iv) —(z +y) > 0. Wendet man Fall 1 auf
—(x +y) = (—x) + (—y) an, so erhilt man unter Verwendung von (i)
lzt+yl=1-(@+y)|=(-2)+(=y)| < |-zl +] -yl = [z[+[y]
0]
KOROLLAR 2.7 (umgekehrte Dreiecksungleichung). Fs sei (K, <) ein geordneter Korper.
Dann gilt fir alle v,y € K
[z =yl = ||| = [yl]
BewEIS. Ubung. O

BEMERKUNG. In einem geordneten Korper setzen wir 2 := 14 1. Dann gilt nach Satz
2=1+1>1>0.

LEMMA 2.8 (Arithmetisches Mittel). Sei (K, <) ein geordneter Korper. Fir a,b € K mit
a<b gilt

1

BEWEIS. Nach Satz ist 2 > 0 und 5 > 0. Somit ist wegen (ili) @ < i(a +b)
aquivalent zu 2a < a + b, was wiederum &aquivalent zu a < b ist. Letzteres gilt nach
Voraussetzung. Die Behauptung 3 (a + b) < b folgt entsprechend. O

2.2. Suprema und Infima

DEFINITION 2.9. Es seien (K, <) ein geordneter Korper und A eine nichtleere Teilmenge
von K. Dann heifst A
nach oben beschrdinkt, falls ein s € K existiert mit

(OS) a<s fiir alle a € A,
nach unten beschrdnkt, falls ein s € K existiert mit

(US) s<a  furalleae€ A,
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beschrinkt, falls A nach oben und nach unten beschrankt ist. Ist A nicht beschrankt, so
heiflt A unbeschrinkt.

Jedes Element s € K mit (bzw. (US])) heifst obere (bzw. untere) Schranke fiir A.
Ein Element m € K heift Mazimum (bzw. Minimum) von A, falls m obere (bzw. untere)
Schranke von A ist mit m € A.

Notation: m = max(A) (bzw. m = min(A)).

BEISPIEL. (1) A={1,-2,59} C Q ist eine beschrinkte Menge mit min(A4) = —
und max(A) = 9. Z.B. ist —73 eine untere Schranke fiir A.
(2) B={2x€Q|1<z <3} Dannist max(B) = %, und 1 ist untere Schranke fiir
B. Jedoch besitzt B kein Minimum (noch zu beweisen).

(3) C={x € Q| 7z —5 < 1} ist unbeschrénkt.

Y

BEMERKUNG. Eine Menge A C K, A # (), besitzt hochstens ein Minimum und hochstens
ein Maximum.

BEWEIS. Angenommen, es existieren zwei Maxima my, my € A. Dann gilt a < m; fiir
alle a € A, also insbesondere my < my. Umgekehrt gilt aber auch a < my fiir alle a € A
und somit m; < mo. Aus m; < mg und msy < my folgt wegen der Antisymmetrie der
Ordnung m; = ms. Entsprechend lésst sich die Aussage fiir das Minimum zeigen. O

Notation: Fiir z,y, 2 € K schreiben wir kurz x <y < z, falls z < y und y < z gilt.

DEFINITION 2.10 (Intervalle). Es sei (K, <) ein geordneter Korper. Ein Intervall ist eine
Teilmenge J von K mit der Eigenschaft: Sind x,y € J mit x < y, so gilt auch z € J fiir
alle z € K mit z < z < y.

Fiir a,b € K mit a < b definieren wir die beschrinkten Intervalle

= {a},
(2.1) (a,
[

und die unbeschrankten Intervalle
(—00,b] :=={z € K | z <b},
(—o0,b):={r € K |z <b},
(2.2) la,00) :=={z € K |z >a},
(a,00):={r € K | x> a}.

Die Intervalle [a, b], [a, a], (—o0, b], [a, 00) heifen abgeschlossen, die Intervalle (a,b), (—o0,b),
(@, 00) heiken offen.

BEMERKUNG. (i) Die Intervalle in (2.1)) sind alle beschrénkt, da jeweils a eine untere
Schranke und b (bzw. a in [a, a]) eine obere Schranke fiir das Intervall ist.
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Die Intervalle in sind unbeschrinkt.
Beweis fiir A := [a,00) (die anderen Fille lassen sich entsprechend beweisen): Wir
nehmen an, dass eine obere Schranke fiir A existiert, d.h. es existiere ein s € K mit
x < s fiir alle x € A. Da nach Satz und (02) 0 < 1 und s < s+ 1 folgt, gilt fiir
reA

a<zr<s<s+1,
also insbesondere s + 1 € A. Da s obere Schranke fiir A ist, folgt nun s +1 < s, im
Widerspruch zu s < s+ 1. Somit kann keine obere Schranke fiir A existieren, d.h. A
ist unbeschrénkt.

Es gilt min([a,b]) = a und max([a, b]) = b.

Das Intervall (a, b) besitzt weder ein Minimum noch ein Maximum.

Beweis: Wir nehmen an, B := (a, b) beséfe ein Minimum, d.h. es existiere ein m € B
mit m < x fir alle x € B. Wegen m € B gilt a < m < b. Nach Lemma [2.§] folgt fiir
das arithmetische Mittel ¢ = £ (a + m)

1
a<§(a+m)<m.

D.h. esist a < ¢ <m < b, und somit ¢ € B. Da m Minimum von B ist, muss aber
m < c gelten, im Widerspruch zu ¢ < m. Also ist die Annahme falsch. Entsprechend
lasst sich auch zeigen, dass (a, b) kein Maximum besitzt.

DEFINITION 2.11 (Supremum und Infimum). Es sei (K, <) ein geordneter Koérper und A
eine nichtleere Teilmenge von K.

Es sei A nach oben beschrankt. Existiert eine kleinste obere Schranke fiir A, so heifst dieses
Element Supremum von A.

Es sei A nach unten beschrénkt. Existiert eine grofite untere Schranke fiir A, so heifst
dieses Element Infimum von A.

Notation: Wir schreiben sup(A) bzw. inf(A), falls das Supremum bzw. Infimum von A
existiert.

BEMERKUNG. Falls das Supremum bzw. Infimum von A existiert, so ist

sup(A) = min({s € K | s obere Schranke fiir A}),
inf(A) = max({s € K | s untere Schranke fiir A}).

BEMERKUNG. (i) Ist A nach oben (bzw. unten) beschrénkt, so muss sup(A) (bzw.

(i)

inf(A)) nicht existieren. (Beispiel siehe spéter).

Existiert sup(A) (bzw. inf(A)), so gilt im Allgemeinen sup(A) ¢ A (bzw. inf(A) ¢ A).
Beispiel: Fiir a,b € K mit a < b gilt inf((a,b)) = a und sup((a, b)) = b, aber a ¢ (a,b)
und b ¢ (a,b).

Beweis zu inf((a,b)) = a: Direkt klar ist, dass a untere Schranke fiir (a,b) ist. An-
genommen, es existiert eine untere Schranke s fiir (a,b) mit s > a (und s < b).
Dann gilt aber a < 3(a + s) < s, also muss ¢ := 3(a + s) € (a,b) gelten mit ¢ < s.
Widerspruch zu s untere Schranke.
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(iii) Existiert sup(A)und gilt sup(A) € A, so ist sup(A) = max(A).
Existiert inf(A) und gilt inf(A) € A, so ist inf(A) = min(A).

(iv) Existiert max(A), so existiert auch sup(A), und es ist sup(A) = max(A).
Existiert min(A), so existiert auch inf(A), und es ist inf(A) = min(A).

2.3. Die reellen Zahlen

Wir betrachten zunéchst eine nichtleere, nach oben beschrinkte Menge, welche kein Su-
premum besitzt.

BEISPIEL. a) Die Gleichung x* = 2 ist in Q nicht l6sbar, d.h. es existiert kein z € Q mit
2
x° = 2.

BEWEIS. Angenommen, es existiere ein solches © € Q. Ohne Einschrankung sei
x > 0 (sonst wihle —z, welches dann ebenfalls die Gleichung 16st). Wir schreiben
T =7 mit p,q € N, wobei p, g als teilerfremd gewahlt sind, d.h. der Bruch ist gekiirzt.

Dann gilt 2% = JZ—; = 2 bzw.

P? = 2.
Somit muss p? gerade sein, und damit auch p. Also kénnen wir p = 2r fiir ein r €
N schreiben. Hieraus folgt (2r)? = 2¢* bzw. 2r? = ¢*. D.h. auch ¢ ist gerade, im
Widerspruch zu der Annahme, dass p und ¢ teilerfremd sind. U

b) Wir setzen
A:={z€Q|z>0und 2* < 2}.

Dann ist A nach oben beschrankt, aber A besitzt kein Supremum in Q.

BEWEIS. A ist nach oben beschrankt, da z.B. 2 obere Schranke fiir A ist: Ist a € A,
so ist a? < 2 < 4, woraus a < 2 folgt. (Wire a > 2, so wiire nach Satz a’? > 4.)
A besitzt kein Supremum: Angenommen, es existiere ein s € Q mit s = sup(A). Dann
gilt a < s fiir alle a € A, folglich a? < s? und a? < 2 fiir alle a € A.
Behauptung 1: Es muss s? = 2 gelten.
Beweis der Behauptung 1: Wir wollen einen indirekten Beweis fithren. Dazu suchen wir
einen Punkt ¢ so, dass ¢? zwischen s? und 2 liegt. Wir setzen

'_25—1—2
o542
Dann ist
2 — g2
2.3 -
(2.3) c=5s-+ R
und
2(s2 -2
(2.4) 02—2:M.
(s+2)2

Fall 1: Angenommen, es ist s> < 2. Dann ist nach und ¢ > sund ? < 2.
Somit ist ¢ € A und ¢ > s im Widerspruch zu s obere Schranke fiir A.

Fall 2: Angenommen, es ist s> > 2. Aus und folgen nun ¢ < s und ¢ > 2.
Dann ist also a? < 2 < ¢? fiir alle a € A, und wir schliefen daraus, dass ¢ obere



18 2. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

Schranke fiir A ist. Dies steht im Widerspruch zu ¢ < s, da s nach Definition die
kleinste obere Schranke fiir A ist.

Somit muss s* = 2 gelten. Aus Beispiel a) wissen wir aber, dass ein s € Q mit s> = 1
nicht existiert, d.h. A besitzt kein Supremum in Q. 0

Wir wollen nun den geordneten Korper Q so erweitern, dass jede nichtleere nach oben
beschrinkte Teilmenge immer ein Supremum besitzt.

DEFINITION 2.12. Es sei (K, <) ein geordneter Korper. K heifit ordnungsvollstindig, falls
gilt:
(V) Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmengen von K besitzt ein Supremum.

BEMERKUNG. Aquivalent zu (V) ist die Aussage: Jede nichtleere, nach unten beschriinkte
Teilmenge von K besitzt ein Infimum.

BEISPIEL. Q ist nicht ordnungsvollstandig (siehe Beispiel oben).

DEFINITION UND SATZ 2.13 (Reelle Zahlen). Wir bezeichnen mit dem Kérper der reellen
Zahlen R einen ordnungsvollstindigen Erweiterungskorper von Q. Dieser ist eindeutiﬂ
bestimmt und induziert auf Q die urspringliche Ordnung.

BEWEIS. Siehe [1, Theorem I1.10.4]. O
Dies bedeutet, dass R so definiert ist, dass Q C R, (Q,0,1,+,-) ein Teilkérper von
(R,0,1,+,) ist, und (R, <) die Axiome (A1-4), (M1-4), (DG), (O1-3) und (V) erfiillt.
BEMERKUNG. Es git NC Z C Q C R.

SATZ 2.14. Es set A C R nichtleer und z € R.
(1) Sei A nach oben beschrinkt. Dann gilt

r<sup(Ad) <& da€Amitz<a
(11) Sei A nach unten beschrinkt. Dann gilt
x> inf(A) < da€ A mitz>a.

BEWEIS. (i) ,,=“: Sei # < sup(A). Angenommen, es ist x > a fiir alle a € A. Dann
wére x obere Schranke fiir A mit x < sup(A). Widerspruch zur Definition des Supremums.
»,<="1Se a € Amit < a. Nach Definition der oberen Schranke gilt a < sup(A), also auch
r < a < sup(A).

(ii) analog zu (i). O

SATZ 2.15 (Satz von Archimedes). N ist in R nicht nach oben beschrinkt, d.h. fir jedes
x € R ewstiert einn € N mit n > x.

BEWEIS. Ist z < 1, so withle n = 1. Sei nun & > 1. Wir betrachten A := {n € N|n <
z}. Dann ist A # (), da 1 € A. AuRerdem ist = obere Schranke fiir A. Nach Satz
existiert s := sup(A) € R. Wir wenden nun Satz an auf s — 3 < s. Dies liefert
die Existenz von einem a € A mit s — % < a. Setzt man nun n := a4+ 1 € N, so folgt
n=a+1>s-+ % > 5. Also ist n ¢ A, damit gilt nach Definition von A, dass n > x

ist. ]

Ihis auf Isomorphie
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Wir verwenden den Satz von Archimedes, um zu zeigen, dass rationale Zahlen ,dicht“ in
den reellen Zahlen liegen, d.h. dass sich eine reelle Zahl beliebig gut durch eine rationale
Zahl approximieren lasst.

SATZ 2.16. Zu a,b € R mit a < b existiert einr € Q mit a < r <b.

1

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist b —a > 0. Aus Satz erhalten wir zu x = 3 ein

n € Nmit n > - also nb > na + 1. Nach Satz existiert auferdem ein m; € N mit
my > na und ein mo € N mit mo > —na. D.h. es gilt —mo < na < m;. Folglich existiert
ein m € Z mit

m—1<na<m.

Wir setzen r := 7+ € Q. Dann gilt a < 7* =r, und nb > na + 1 > m, also b > . U
Wir notieren noch zwei direkte Folgerungen aus dem Satz von Archimedes.

KOROLLAR 2.17. (i) Es seia € R. Gilt 0 < a < % fiir alle n € N, so muss a =0 sein.
(11) Zu jedem a € Ry ezistiert einm € N mit 0 < % <a.

BEWEIS. (i) Wire 0 < a < = fiir alle n € N, so wire n <  fiir alle n € N, d.h. N wiire
nach oben beschrankt im Widerspruch zu Satz [2.15]

(ii) folgt direkt aus Satz O
2.4. Potenzen

Wir wollen Quadratwurzeln, n-te Wurzeln und Potenzen mit rationalem Exponenten de-
finieren. Will man z.B. fiir gegebenes a € R, die Quadratwurzel y/a als Losung der
Gleichung x? = a definieren, so muss sichergestellt sein, dass die Losung immer existiert,
und dass y/a dadurch eindeutig definiert ist. Wir beginnen zunéchst mit ganzzahligen Po-
tenzen reeller Zahlen:

n-te Potenz von a: Fiir a € R und n € N setzen wir
n
a’ =1, a' =a, a” = Ha, und
k=1

a™:=(a")"' fallsa #0.

LEMMA 2.18. Es seien a,b € R und m,n € N. Dann gilt
a"b" = (ab)", a*a™ = a"t", (™)™ =a"™, und
(a™) ™t =a" falls a # 0.
BEwEIS. Ubung (mit vollstindiger Induktion). O

Im folgenden zeigen wir, dass fiir gegebenes a € R, und n € N die Gleichung z" = «a
eindeutig 16sbar ist, falls wir nur Losungen x € R mit > 0 zulassen.

SATZ 2.19. Zu jedem a € R, und n € N existiert genau ein x € R, mit 2" = a.
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Zum Beweis des Satzes werden wir die folgende binomische Formel benotigen: Fiir x,y € R
und n € N gilt

n—1
(2.5) y"—a" = (y — x) Z yl It
=0

Aufserdem werden wir wiederholt folgende Beobachtung verwenden:
BEMERKUNG. Sind a,b € R mit b > a > 0 und n € N, so folgt b" > a™ > 0.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung mittels vollstdndiger Induktion: Fiir n = 1 ist
die Aussage klar. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gezeigt ist. Dann folgt
aus Satz 2.4 dass 0" =b-b" > a- V" >a-a" = a" ist. O

BEWEIS VON SATZ 2,19 Eindeutigkeit: Es seien x,y € R, mit ohne Einschrinkung
0 <2z <yund n > 2. Dann ist y — 2 > 0 und nach auch y™ — 2™ > 0, also
insbesondere y™ # x™. Somit kann hochstens ein x € R, mit ™ = a existieren.
FEuxistenz: Es seien ohne Einschrankung n > 2 und a # 1 gewéhlt. Wir setzen

A:={zeRy|2" <a}.

Wir wollen zeigen, dass sup(A) existiert und die Gleichung 2™ = a 16st. Wir unterscheiden
die Falle a > 1 und a < 1.

Fall I: Es sei a > 1. Dann ist 1 € A, also A # (). Wahlen wir ein z > a, so folgt wegen
a > 1 auch 2" > a" > a > 0, d.h. in diesem Fall ist = ¢ A. Umgekehrt bedeutet dies, dass
x < agilt fir alle a € A, also ist A nach oben beschréankt. Aus der Ordnungsvollstéandigkeit
von R folgt nun die Existenz von s := sup(A) in R. Insbesondere ist s > 1.

Behauptung: s"™ = a.

Wir zeigen die Behauptung durch einen indirekten Beweis.

Fall 1: Wir nehmen an, dass s" < a ist, also a — s™ > 0. Wir suchen ein ¢ € R mit € > 0
so, dass s™ < (s + ¢)" < a gilt. Mit Hilfe der binomischen Formel schreiben wir

n—1
(s+e)"=s"+ Z (Z) sken=k,
k=0

Um die Ungleichung (s + )" < a einzusehen, gehen wir zunéichst davon aus, dass ¢ <1

ist. Dann gilt "% < ¢ fiir alle k € {0,...,n — 1}. Setzt man b:= >}~/ (7)s", so folgt
n—1 n
s+e)t <s"+4e sF | = 5"+ eb.
s e (S ()]

Nach Korollar existiert ein ¢; € R mit 0 < g1 < “’bsn (da nach Voraussetzung
a—s" > 0). Setzt man ¢ := min(eq, 1), so folgt (s +¢&)" < s" +eb < a. Also ist s+¢ € A,
im Widerspruch zu s < s + ¢ und s obere Schranke fiir A.

Fall 2: Wir nehmen an, dass s" > a ist. Dann ist s — a > 0. Wir suchen nun ein ¢ € R
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mit € > 0 und a < (s — )" < s". Nehmen wir wieder an, dass ¢ < 1 ist, so gilt

k=0
n—1 n
n k_n—k
> s Z <k>$ €
k=0
> s" —eb,

mit b wie in Fall 1. Nach Korollar existiert wieder ein ey € Rmit 0 < g1 < STLT_“ (da

hier s” —a > 0 ist). Dann erfiillt € := min(ey, 1) die Ungleichung (s —&)* > s™ —eb > a.
Dies bedeutet, dass s — ¢ ¢ A, auferdem schliefen wir daraus, dass s — ¢ obere Schranke
fiir A ist mit s — e < s. Widerspruch zur Definition des Supremums.

Aus den Féllen 1 und 2 folgt, dass s” = a gelten muss.

Fall II: Es sei nun 0 < a < 1. Wir wenden Fall I auf b = % > 1 an und erhalten ein
y € Ry mit y” = b. Wahlt man x = i, so gilt 2" = a. O

Der obige Satz ermoglicht es nun, die n-te Wurzel einer positiven reellen Zahl zu definieren.

DEFINITION 2.20. Es sei a € R,.
(i) Es sei n € N. Wir definieren die n-te Wurzel von a als das nach Satz eindeutig

bestimmte x € R} mit 2" = a.
1
Notation: /a :=a» := z, und v/a := Za.

(ii) Es sei p =" € Q, mit m € Z, n € N teilerfremd. Wir definieren die p-te Potenz von
a durch @® = ({a)™ = (an)™
Fir p > 0 setzen wir 0P := 0.

BEMERKUNG. Um die p-te Potenz in (ii) eindeutig zu definieren, setzt man zunéchst
voraus, dass p = 7+ die teilerfremde Darstellung von p ist. In Lemma [2.21] wird gezeigt,
dass auf diese Forderung verzichtet werden kann.

BEMERKUNG. Elemente aus R \ Q werden irrational genannt. Z.B. wurde im vorherigen
Abschnitt bewiesen, dass v/2 irrational ist.

LEMMA 2.21 (Potenzgesetze). Es seien a,b € Ry und p,q € Q. Dann gilt
aPbP = (ab)p, aPad = ap+q7 (aP)? = aP.
BEWEIS. Siche Ubung. U

BEMERKUNG. In den Ubungen werden die folgenden Ungleichungen gezeigt:
(i) Sinda:,yERmitO<x<yundn€N,sogﬂtO<x% <y%.

(i) Fiir a € R mit 0 < @ < 1 und m,n € N mit m < n gilt am < ax.

(ili) Fiir « € R mit @ > 1 und m,n € N mit m < n gilt am > ax.



22 2. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

2.5. Komplexe Zahlen

Ist (K, <) ein geordneter Korper, so gilt 2 > 0 fiir alle x € K. Somit lisst sich z.B.
die Gleichung 2> = —1 in K nicht 16sen. Wir wollen einen (nicht geordneten) Erweite-
rungskorper von R finden, in dem diese Gleichung losbar ist. In diesem Korper muss es
mindestens ein Element i geben, das nicht in R liegt und fiir welches i = —1 gilt. Zur
Konstruktion dieses Korpers verwenden wir Zahlenpaare (z,y) € R? (dhnliches wird ge-
macht, wenn man z.B. Q aus Z konstruiert und rationale Zahlen r = ™ durch Zahlenpaare
(m,n) € Z x N definiert).

Addition und Multiplikation: Fiir (x,y), (u,v) € R? definieren wir
(z,y) + (u,v) :== (x + u,y + v),
(2.6) (@,9) - (u,v) == (zu — yv,2v + yu).

Versehen mit dieser Addition + und Multiplikation - ist (R?, (0,0), (1,0), +, -) ein Kérper.
(Beweis in der Linearen Algebra/Ubung).

Zu beachten ist, dass dann insbesondere (0,1) - (0,1) = (—1,0) gilt. Dies legt folgende
Konstruktion nahe. Wir schreiben
1 fir (1,0),
i fiir (0,1),
und
z=gx+iy fiir (z,9) € R%
Mit dieser Notation gilt z.B. i2 = —1.

Wir definieren den Kérper der komplexen Zahlen als C := {z = x +iy|z,y € R},
versehen mit der Addition und Multiplikation in (2.6). Den Korper der reellen Zahlen

identifizieren wir mit der Teilmenge
{z=2+1i-0|z R},
und fassen in diesem Sinne R als Teilkorper von C auf.
BEMERKUNG. Wegen > = —1 kann der Koérper C nicht angeordnet werden.

Inverse Elemente: Das additiv inverse Element zu z = = + iy, mit z,y € R, ist gegeben
durch —z = —z — 4y. Das multiplikativ inverse Element zu z # 0 ist gegeben durch

1 x .y

: 2y Pty

DEFINITION 2.22. Fiir z = z + 1y € C mit 2,y € R heilst x =: Re z Realteil von z, und
y =: Im z Imagindrteil von z. Ist z € C\ {0} mit Rez = 0, so heilt z rein imagindr. i
heifst imagindre Einheit. Die Zahl z := x — 1y heilst zu z = x + 1y konjugiert kompleze
Zahl. Die Zahl |z| := /22 + y? heifit der Betrag von z.

SATZ 2.23. Fir z,w € C mit z=x 41y, v,y € R, gilt
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(i) Rez = (2 +2), und Im z = - (z — 2);
(i) zeR & z=12z;
(iii) = z;
(v) z+w = Z + W, und ZW = Zw;
(v) 2z = 2* + y* = |2|%;
(vi) [zw| = |z[[w|;
(vii) |Rez| < |z|, |Imz| < |z|, und |z| = |Z];
(viii) |z] =0 < z=0;
(iz) |z +w| < |z| + |w]; (Dreiecksungleichung)
(x) |z —w| > ||z] — |w||; (umgekehrte Dreiecksungleichung)
(wi) + = LZ%’ fiir z # 0.

BEWEIS. Es seien z = x 4+ 1y und w = u + v mit z,y,u,v € R.
(i)Esgilt z+z=ao+iy+x—iy=2xr=2Rez,und z —Z =z +iy — (x —iy) = 2iIm z.
(ii) Es gilt nach (i) die Aquivalenz
2—2z2=0¢ 21Imz2=0 & Imz=0 & zeR
(iii) Es ist 2 =z — iy = = + 4y.
(iv) Wir haben z+w =z —iy +u—iv = (z+u) —i(y +v) = 2 + w, sowie wegen i* = —1
und (26)
2w = (z —iy)(u — iv) = 2u — iyu — ivv + i*yv = U — Yv — i(TV + Yyu) = Zw.

(v) Wieder wegen i* = —1 ist nach Definition des Betrags

22 = (zv +iy)(z —iy) = 2% + ivy — izy — i%y® = 2% +9° = |2~

(vi) Nach (v), (iv) gilt
lzw|* = (2w)(ZW0) = 2wzw = 2zww = |z|*|w|?.
Zieht man links und rechts die Wurzel, so folgt die Behauptung.
(vii) Nach (i) ist |Rez| = |z| = Va? < /2?2 + y?, wobei im letzten Schritt die letzte
Bemerkung aus Abschnitt verwendet wird (Monotonie der Wurzel). Analog zeigt man
die zweite Behauptung. Ferner gilt |z| = /22 + (—y)? = |2|.
(vii) Esist 2] =0 & [z]?=2?+¢y*=0 & (z=0undy=0) & z=0.
(ix) Hier gilt
E+w?? G+ w)EFw) Y (24 w)(E+ @) = 27+ 20 + Fw + wd

WD) 12 4 2+ 70 + [w]? 2 |22 + 2Re(2w) + |w]?

(vi),(viz

(vid) )
< P 20zw| + wlP ] 2P 4 2z lw] + Jw]? = (2] + |w])?.

Wiederum verwenden wir die Monotonie der Wurzel, um hieraus |z + w| < |z] + |w|
abzuleiten.
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(x) Nach (ix) ist |z| = |z —w + w| < |z — w| + |w]|, also |z — w| > |z| — |w|. Durch
Vertauschen der Rollen von z und w folgt zusétzlich |z — w| > |w| — |z| und somit die
Behauptung.
. o1 z z
(xi) Ist 2 # 0, s0 ist — = — = —. O
z  zz |22

Wir fithren zuletzt noch folgende Notation fiir Kreisscheiben und Kreislinien in C ein:
Fiir 2 € C und r € R mit r > 0 setzen wir

B(z,r) ={weC||z —w| <1} (offene Kreisscheibe in C);
B(z,r) :={w e Cl|z —w| <7} (abgeschlossene Kreisscheibe in C);
S(z,r):={weC||z—w|=r} (Kreislinie in C);

jeweils mit Mittelpunkt z und Radius r.



KAPITEL 3

Konvergenz von Folgen

3.1. Definition von Folgen

DEFINITION 3.1. Eine Abbildung ¢ : N — R bzw. ¢ : N — C heift (reelle bzw. komplexe)
Folge. Fiir n € N heifst a,, := p(n) n-tes Folgenglied der Folge ¢. Wir schreiben anstelle
von ¢ auch

(an)nen, (an)n, (a,) oder (aj,as,as,...).
Wir betrachten zu Beginn einige einfache Beispiele.

BEISPIEL. a) Fiir a € C definiert (a,)nen := (@)neny = (@, a,a,a, . ..) eine konstante Folge.
b) Die Folge der natiirlichen Zahlen ist gegeben durch (a,)nen := (n)nen = (1,2,3,4,5,...).

c) Die Folge (an)nen := ((—=1)")neny = (—1,1,—1,1,...) wird alternierende Folge genannt.
Sie nimmt genau zwei Werte an.

d) Die Folge (an)nen := ((4)")nen = (4, —1,—1, 1,4, —1,...) nimmt vier verschiedene Werte
an.

e) Betrachtet man die Folge (a,)pen := (%)nEN = (1, %, %, i, %, ...), so ist intuitiv klar,
dass die Folge ,,gegen 0 strebt. Wie dies mathematisch prézise zu formulieren ist, wird

in der néchsten Definition deutlich gemacht.

DEFINITION 3.2. Es sei (a,)nen eine Folge und a € C. Die Folge (a,)nen heifst konvergent
mit Grenzwert (oder Limes) a, falls fiir jedes gegebene € > 0 ein N, € N so existiert, dass

(3.1) la, —a| <e fir alle n € N mit n > N,
gilt.
Ist (an)nen konvergent mit Grenzwert a, so schreiben wir
lim a, =a oder a, = a (n— o00).
n—oo

Sprechweise: ,,(a, )nen konvergiert gegen a fiir n gegen oo.”
Ist (@n)nen nicht konvergent, so heifst (a,)nen divergent. Sprechweise: ,,(a, )nen divergiert.”

BEMERKUNG. Formal ausgedriickt bedeutet die Konvergenz von (a,)nen gegen a, dass
Ve >03IN. e NVn > N, : |a, —a| <e.
Divergiert die Folge (a,)nen, so bedeutet dies formal, dass
Vae C3e>0VN. e NIn> N, : |a, —a| >e.
25
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Wir gehen zurtick zu den obigen Beispielen und zeigen die Konvergenz bzw. Divergenz in
zwei Fallen.

BEISPIEL. e) Behauptung: Die Folge (a,), = (+), konvergiert gegen 0.
Voriiberlegung: Wir miissen fiir ein vorgegebenes € > 0 ein N, € N so finden, dass
die Bedingung erfiillt ist, d.h. dass |a, — 0] = £ < e ist fiir alle n > N,. Dies
finden wir nach dem Satz von Archimedes.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Nach dem Satz von Archimedes existiert zu € > 0
ein N, € Nmit 0 < Nis < e. Mit dieser Wahl folgt fiir alle n € N mit n > N,
dass

< — S 67

| |
]\fa

S|

womit die Konvergenz gezeigt ist.

c) Behauptung: ((—1)"),, divergiert.
Voriberlegung: Nehmen wir an, dass die Folge einen Grenzwert a € R besitzt. Ist
a > 0, so haben aber die ungeraden Folgenglieder immer Abstand mindestens 1,
kann also nicht beliebig klein gewéhlt werden fiir hinreichend grofes n. Beweis:
Es sei a € R beliebig gewahlt. Wir wahlen ¢ = % Ist a > 0, so gilt fiir alle n € N,
n ungerade, dass

la—ap|=la—(-1)=a+1>0+1>c¢.

Folglich kann kein N, € N existieren mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N,.
Ist andernfalls a < 0, so gilt fiir alle n € N, n ungerade, dass |a — a,| = |[a — 1] =
1 —a > 1> e ist. Somit ist gezeigt, dass (a,), divergiert.

Wir zeigen, dass Grenzwerte konvergenter Folgen immer eindeutig bestimmt sind:

SATZ 3.3. Es sei (ay)nen eine konvergente Folge. Sind a,b € C Grenzwerte von (an)nen;,
so gilt a = b.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass a # b ist, also € := @ > (0. Da a Grenzwert von
(an)n ist, existiert ein N. € N mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N.. Wir erhalten hieraus mit
der umgekehrten Dreiecksungleichung, dass fiir alle n > N,

b—an|=b—a+a—a,| >|b—a|l—|a,—al| >|b—a|—|a,—a]| >2e —ec=¢

ist, im Widerspruch zu b Grenzwert von (a,),. O

Die in Beispiel ¢) betrachtete alternierende Folge ist divergent, jedoch ,,geht sie nicht gegen
Unendlich®. Wir driicken dies mit dem Begriff der Beschranktheit aus:

DEFINITION 3.4. Eine Teilmenge A C C (bzw. A C R) heifit beschrinkt in C (bzw. in R),
falls ein M > 0 existiert mit
[z —yl <M

fir alle z,y € A. Eine Folge (a,)nen heifit beschrinkt, falls die Bildmenge {a, |n € N} in
C (bzw. in R) beschrankt ist.
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BEISPIEL. (i) Ein beschrénktes Intervall ist beschriankt: z.B. gilt fiir das Intervall [a, b]
mit a,b € R und a < b, dass |[x — y| < |b—a| =: M ist fiir alle z,y € |a,b].
Entsprechendes gilt fiir die Intervalle (a, b), (a,b] und [a, b).

(ii) Fiir z € C und r > 0 ist B(z,r) in C beschrénkt: Wahlt man z.B. M = 2r, so gilt
fir alle z,y € B(z,r), dass |z —y| < |z — 2| + |z — y| < 2r.

(iii) Die Folge (an)n, = ((—1)™), ist beschréankt, da {a, |n € N} = {-1,1}.
(iv) Die Folge (ay)n = (n), ist nicht beschriankt. Es ist {a, |n € N} = N, und N ist nicht
beschrénkt in R (vgl. Satz [2.15)).

BEMERKUNG. Eine Menge A ist genau dann beschrénkt, wenn ein M > 0 existiert mit
|z| < M fiir alle x € A.
Beweis: Ubung.

SATZ 3.5. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

BEWEIS. Es sein (a,),en eine konvergente Folge mit Grenzwert a € C. Dann existiert
zue=1ein N = N; € Nmit |a, —a| <1 fir alle n > N, und somit

lan| = la, —a+al < la, —al+ |a| <1+ |d]
fir alle n > N. Setzen wir nun
M = max{|ay|, |as], ..., |lan_1], 1 + |a|},

so gilt |a,| < M fiir alle n € N. O

BEMERKUNG. In der Konvergenzbedingung (3.1)) geniigt es, wenn man eine Abschétzung
gegen ein Vielfaches von ¢ findet, solange dieses Vielfaches nicht von € oder n abhéngt:

i) Es sei (a,), eine Folge, und a € C. Auferdem sei ein ¢ > 0 gegeben. Existiert zu
g geg
jedem £ > 0 ein N, € N mit
la, —a| < ce fir alle n € N mit n > N,

so ist (ay), konvergent mit Grenzwert a.
Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Setzt man ¢ :=
Annahme an, so existiert ein N, € N mit

> 0 und wendet hierauf obige

[SWILH

la, —a| <ce=¢  firallen> N..

Dies zeigt aber gerade die Konvergenz von (a,), aus Definition (mit € anstelle
von €).

(ii) Teil (i) zeigt auch, dass die Bedingung |a, — a| < € in (3.2)) durch die Bedingung
la,, — a| < € ersetzt werden kann.
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3.2. Rechenregeln fiir Folgen

Sind zwei Folgen konvergent, so ist der Grenzwert der Summe der Folgen gleich der Summe
der Grenzwerte. Auferdem konvergiert ein skalares Vielfaches einer konvergenten Folge
gegen das Vielfache des Grenzwerts.

SATZ 3.6. Es seien (an)nen und (by)nen in C (bzw. R) konvergente Folgen mit lim a,, = a
n—oo
und lim b, =b. Es sei A € C (bzw. R). Dann gilt:

n—oo

(1) Die Folge (ay, + bn)nen ist konvergent mit
lim (a, + b,) = a+b.
n—oo

(11) Die Folge (Aay)nen ist konvergent mit
nh_glo()\a”) = \a.
BEWEIS. (i) Es sei € > 0. Dann existieren N (e, a), N(g,b) € N mit
la, —a| <e fir alle n > N (e, a),
b, — b < e fur alle n > N(e,b).

Setzt man N. := max{N(e,a),N(e,b)}, so gilt unter Verwendung der Dreiecksunglei-
chung, dass fiir alle n > N,
|(an +b,) — (a4 D) = [(an, — a) + (b, — )| < |an —a|] + by, — b < e+e = 2e.
(ii) Ist A =0, so ist (Aa,), = (0),, mit lim Aa, =0 = Aa.
Sei A # 0. Dann gilt fiir alle n > N(g, gfoéass
[Aan — Aaf = [Aan — a)| = [M[an — a] < |Ale
ist. Nach der letzten Bemerkung in Abschnitt [3.1] folgt die Konvergenz von (Aay,),. O

DEFINITION 3.7. Eine Folge (a, )nen heifst Nullfolge, falls (a,,)nen konvergent ist mit Grenz-
wert 0.
BEISPIEL. (a) Die Folge (a,), = (35)n ist eine Nullfolge. (Beweis unten).
(b) Konvergiert eine Folge (a,), gegen ein a € C, so ist (a, — a), eine Nullfolge.
Beweis: Direkt aus der Definition; oder aus Satz |3.6[ (i): Da (a,), konvergent ist, gilt

lim (a, —a) = lim a, + lim (—a) =a —a = 0.
n—oo n—oo n—oo

(c) Ist (by)n eine reelle Nullfolge, und (a,,), eine Folge (in R oder C) mit
la,| < by, fir alle n € N,

so ist (an), eine Nullfolge.
Beweis: Es sei ¢ > 0 gegeben. Nach Voraussetzung existiert ein N(e,b) € N mit
|b,| < ¢ fiir alle n > N(e,b). Dann folgt auch

la,| < b, <e fir alle n > N (e, b).

Wir verwenden (c), um (a) zu beweisen: Nach Beispiel e) in Abschnitt ist (%), eine
Nullfolge. Da 0 < n—12 < % ist fiir alle n € N, folgt nach (¢) die Behauptung.
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SATZ 3.8. Es seien (ay)nen und (by)nen zwei Folgen.
(1) Ist (an)nen eine Nullfolge und ist (b,)nen beschrankt, so ist (a,by)nen eine Nullfolge.

(11) Sind (an)nen und (by)nen konvergent mit lim a, = a und lim b, = b, so ist
n—oo n—oo

lim (a,b,) = ab.

n—o0

BeweIs. (i) Ubungsblatt.
(ii) Nach Beispiel (b) oben sind (a,, — a),, (b, — b),, Nullfolgen, auferdem ist nach Satz
(by,)n, beschrankt. Nach Teil (i) und Satz (ii) sind ((an — a)by), und (a(b, — b)),
Nullfolgen. Wir schlieffen mit Satz (i), dass
anb, —ab = (a, —a)b, +a(b, —b) -0 (n — 0).
U

Konvergiert eine Folge gegen einen Grenzwert # 0, so konvergiert die inverse Folge gegen
das Inverse des Grenzwerts:

SATZ 3.9. Ist (a,), eine konvergente Folge mit Grenzwert a € C\ {0}, so existiert ein
N € N mit a,, # 0 fiir alle n > N, und es gilt

.1
lim — = —.
n—0oo Q, a
BEWEIS. Da a # 0 ist und (a,), gegen a konvergiert, existiert zu & := % > 0 ein
N € N mit
|an—a|§e§:V%| fir alle n > N.
Also gilt fiir n > N nach der umgekehrten Dreiecksungleichung
|an| = lan —a+a| = [a = (a —an)| = ||a] = |a = an|]

(3.2) z\al—\a—an]2|a|—%:%>0.

Es sei nun ¢ > 0 beliebig. Wiederum aus der Konvergenz von (a,), folgt die Existenz
eines N, € N mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N.. Fiir n > max(V, N;) folgt dann mit (3.2

1 1 a— ay 1 2 2
-— — —| = - ’an_a|§_‘an_a’§_€7
ap @ ana |an||al |al? |al?
1 1.
d.h. — = - fir n — oo. O

an, a

Wir notieren noch zwei wichtige Vergleichssétze fiir reelle Zahlenfolgen.

SATZ 3.10. Es seien (an)n und (b,), zwei konvergente Folgen in R. Ezistiert ein Ny € N
so, dass

a, <b, fir alle n > Ny
qilt, so folgt

lim a, < lim b,.
n—o0 n—oo
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BEMERKUNG. Weifs man, dass a,, < b, ist fiir alle n > Ny, so ldsst sich daraus nicht
schlieffen, dass dann auch lim,,_, a, < lim,,_,. b, ist.

Beispiel: Fiir die Folgen (ay), = (), und (by), = (2), gilt fir n > 2, dass a, < b, ist,
aber beide Folgen konvergieren gegen 0.

BEWEIS VON SATZ [3.10l Wir bezeichnen mit a bzw. b die Grenzwerte der beiden
Folgen. Wir nehmen an, dass b < a ist. Dann wére € := a—0b > 0, und nach Voraussetzung
existiert dann ein N, € N mit |a, —a| < 7 fiir alle n > N,, somit insbesondere a,, > a — §.
Entsprechend existiert auch ein NV, € N so, dass b, < b+ 7 ist fir alle n > N,. Fiir
N := max(N,, N;) folgern wir

G—ZSGNVg.bN§b+Z7
also € = a — b < 5. Widerspruch. O

SATZ 3.11 (Sandwichkriterium). Es seien (ay)n, (by)n und (¢,), reelle Folgen mit lim a,, =

n—o0

lim ¢, =: a. Existiert ein N € N so, dass
n—oo

(3.3) a, < b, <c, fir allen > N
qilt, so folgt lim b, = a.
n—oo
BEWEIS. Es sei ¢ > 0. Dann existiert nach Voraussetzung ein N(a,e) € N mit a,, >

a—e fiir alle n > N(a,¢), und ein N(c,e) € N mit ¢, < a+e¢ fiir alle n > N(c, ). Folglich
gilt fir M := max{N, N(a,¢), N(c,¢e)}, dass

a—e<a,<b,<c¢c,<a+e¢ fiir alle n > M,
also |b, — a| < ¢ fiir alle n > M. O

BEISPIEL. Es sei b > 0. Behauptung: Die Folge (b,)neny = ({L/E)neN ist konvergent mit
lim Vb =1,

n—oo

Aus der Ubung ist bekannt, dass lim {/n = 1 gilt. Nach dem Satz von Archimedes (Satz

n—oo

und Korollar [2.17)) existiert ein N € N mit 1 < b < N. Folglich ist

1
—<b<n fiir alle n > N,
n

und aus der Monotonie der Wurzel (Bemerkung nach Lemma [2.21)) erhalten wir
1 1
= (ﬁg Vb< n fir alle n > N.
n n
Setzen wir also (ay,), = (%) ,und (¢,)pn := (/n)n, so gilt lim a, = lim ¢, = 1, und
n n—00 n—00
Bedingung (3.3)) ist erfiillt. Satz [3.11{liefert also lim Vb =1.

n—o0

Wir schliefsen den Abschnitt mit zwei Beobachtungen zur Konvergenz komplexer Folgen:
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LEMMA 3.12. Es sei (ay), eine konvergente Folge in C mit lim a, = a. Dann konvergiert
n—oo

auch (|ay|)n, und es gilt lim |a,| = |a].
n—oo

BEWEIS. Es sei ¢ > 0 gegeben. Da (a,), konvergent ist, existiert ein V. € N mit
la, — a|] < ¢ fir alle n > N.. Unter Verwendung der umgekehrten Dreiecksungleichung
folgt nun

lan| — la|| < |a, —a| <& fiir alle n > N,

und somit die behauptete Konvergenz von (|a,|)y. O

BEMERKUNG. Die Umkehrung der obigen Aussage gilt im Allgemeinen nicht!
Beispiel: Die Folge (an)nen = ((1)")neny = (4, —1,—14,1,4,...) ist divergent, aber die Folge
der Betrige (|an|)neny = (]i"])nen = (1)nen konvergiert.

Bei komplexen Zahlenfolgen geniigt es, den Real- und den Imaginéarteil der Folge separat
auf Konvergenz zu untersuchen:

SATZ 3.13. FEs sei (ap)nen eine Folge in C. Dann sind dquivalent:

(1) (an), ist konvergent.
(2) (Reay), und (Imay,), sind konvergent.

In diesem Fall gilt

lim a, = lim (Rea,)+ ¢ lim (Ima,).
n—00 n—00 n—00

BEWEIS. (1) = (2): Wir setzen a := lim a,. Nach Beispiel (b) in diesem Abschnitt
n—oo
und Lemma ist (|a, — a|), eine Nullfolge. Mit Satz (vii) erhalten wir
| Re(a, —a)| < |a, — a fir alle n € N,
also ist nach Beispiel (c) auch (Re(a, — a)), eine Nullfolge., und somit nach Beispiel (b)

Rea, — Rea fiir n — oco. Entsprechend folgt die Aussage fir (Imay,),.

(2) = (1): Wir setzen ag := lim (Rea,) und a; := lim (Ima,), sowie a := ag + iay, also
n—oo n—o0

ar = Rea und a; = Ima. Aus der Ungleichung /22 + y? < x 4 y fiir z, y > 0 folgern wir

la, — a| = v/|Rea, — Real? + |Ima, —Imal?> < |Rea, — Rea| + | Ima, — Imal

fir alle n € N. Da (Rea,, — Rea), und (Ima,, — Ima),, nach Voraussetzung und Beispiel
(b) Nullfolgen sind, folgt mit Beispiel (c), dass (a, — a),, eine Nullfolge ist. D.h. (ay,),
konvergiert. U
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3.3. Teilfolgen und Haufungspunkte

Sind X, Y, Z nichtleere Mengen und f: X — Y und g : Y — Z zwei Abbildungen, so ist
die Komposition von g mit f definiert durch

gof: X —=Z, x(gof)(z)=g(f(x)).

Wir nennen eine Abbildung v : N — N strikt wachsend, falls
(3.4) P(k) <Y(k+1) fir alle k € N
gilt.

DEFINITION 3.14. Es sei ¢ = (a,)nen eine Folge, und ¢ : N — N eine strikt wachsende
Abbildung. Dann heift p o9 : N — C (bzw. N — R) eine Teilfolge von .

Notation: Setzt man ny := ¥ (k), k € N, so schreiben wir fiir eine Teilfolge von (a,)nen
auch

(ank>k€N - (a’n17 a‘n27 an37 .. )

anstelle von ¢ o 1. Da 9 strikt wachsend ist, gilt ny <no <mng <....

BEISPIEL. a) Die Folge ((—1)"), = (—1,1,—1,1,...) besitzt z.B. die beiden konstanten
Teilfolgen

(=) )pen = (1,1,1,..) und  ((=1)* penw = (=1, -1, —1,...),
die man durch Wahl der Abbildung ¢ : N — N, ¢(k) = 2k bzw. (k) = 2k — 1 erhilt.
b) Jede Folge ist Teilfolge ihrer selbst, da auch ¢ : N — N, ¢ (k) = k zuléssig ist.
¢) Fiir die Folge (a,), = (%), erhilt man mit der Wahl ¢ : N — N, ¢(k) = 2* die Teilfolge

1 1111
(a'nk>k - (?)k - (571757%7"')

der Inversen der Zweierpotenzen.

BEMERKUNG. Ist 1 : N — N strikt wachsend, so gilt (k) > k.

Dies lasst sich leicht mit vollstdndiger Induktion zeigen: Da i nach N abbildet, muss
¥(1) > 1 gelten. Gilt nun (k) > k fiir ein k € N, so folgt aus (3.4), dass ¢(k + 1) >
Y(k) > k gilt, also ¥(k+1) > k+ 1.

LEMMA 3.15. Es sei (a,)nen €ine konvergente Folge mit Grenzwert a € C. Dann ist auch
jede Teilfolge (an, )ken von (an)nen konvergent, und

lim a,, = a.
k—o0
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BEWEIS. Es sei (an,)r eine Teilfolge von (a,),. Da (a,), konvergent ist, existiert zu
e > 0ein N. € N mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N.. Nach obiger Bemerkung gilt n, > k
fiir alle k£ € N. Ist also k > N,, so auch n;, > N,. Hieraus schlieffen wir, dass

lan, —al <e fir alle £ > N,
ist, also a,, — a konvergiert fiir £ — oo. O

BEISPIEL. Es sei m € N gegeben. Dann sind die Folgen (#)%N und (k%m)keN konvergent

mit 1 1
lim — =0, und Ilim — =0.
k—oo mF k—oco k™

Dies folgt aus Lemma mit der Wahl ¢ : N — N, ¢(k) = m* bzw. (k) = k™, und der
Folge (an)n = (l)n

n

DEFINITION 3.16. Es sei (ay)nen eine Folge. Dann heift a € C Haufungspunkt der Folge
(@p)n, falls zu jedem e > 0 unendlichﬁ viele a,, existieren mit |a, —a| < e.

BEISPIEL. (a) Die Folge ((—1)"), besitzt zwei Haufungspunkte —1 und 1. (Dass keine
weiteren Haufungspunkte existieren, zeigen wir spéter.)

(b) Die Folge ((#)™),, besitzt vier Hiufungspunkte ¢, —1, —i, 1.

(c) Die Folge (n), besitzt keinen Haufungspunkt.
Beweis: Angenommen, es existiere ein Haufungspunkt a € C der Folge (a,), = (n),.
Wir wiihlen ¢ = 1. Existiert kein Folgenglied mit |a,, — a| < 1, so sind wir fertig. Ist
andernfalls a,, ein Folgenglied mit |a,, — a| < ¢, so gilt fiir ein weiteres Folgenglied ay,
mit k # n, dass |ay —a| > |ay — an| —|a, —a] > 1—1 =3 > eist, da fiir k # n immer
lax — an| > 1 gilt.

Wir wollen einsehen, dass wir zu jedem Haufungspunkt einer Folge auch eine Teilfolge
finden konnen, die gegen den Haufungspunkt konvergiert.

SATZ 3.17. Fine Folge (a,)nen besitzt genau dann a € C als Hdaufungspunkt, wenn eine
Teilfolge (an, )ken von (ay)nen existiert mit limy_,o a,, = a.

Der Beweis des Satzes folgt nach dem Einschub.
Einschub

A) Bijektionen und unendliche Mengen

Es seien X,Y, Z nichtleere Mengen. Fiir eine Abbildung f : X — Y bezeichnen wir die
Bildmenge der Abbildung mit

f(X) :={y € Y|es existiert ein z € X mit f(z) =y} = {f(z) |z € X}

Isiche Einschub A) unten
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Wir fiihren die Eigenschaften Injektivitéit, Surjektivitat und Bijektivitédt einer Abbildung
ein (fiir weitere Details und Beispiele vgl. Lineare Algebra).

DEFINITION. Es sei f: X — Y eine Abbildung. Dann heift
(i) f surjektiv, falls f(X) = Y gilt (d.h. zu jedem y € Y existiert ein x € X mit
) = y);
(ii) L}C(igjektgjz, falls fiir u,x € X gilt, dass aus x # u immer f(z) # f(u) folgt;
(iii) f bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Ist f: X — Y bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung f~':Y — X, y— f1(y) =: x,
wobei x € X das eindeutig bestimmte Element mit f(z) =y ist.E]

BEMERKUNG. Ist f: X — Y bijektiv, so ist auch f=!:Y — X bijektiv.

Mit Hilfe bijektiver Abbildungen wollen wir definieren, was eine endliche bzw. eine un-
endliche Menge ist.

DEFINITION 3.18. Es seien X, Y nichtleere Mengen. X und Y heiflen gleichmdchtig, falls
eine Bijektion f : X — Y existiert.

Existiert ein n € N so, dass X und {1,...,n} gleichméchtig sind, so heifst X endlich.
Schreibweise: #X = n.

Ist X nicht endlich, so heifst X wunendlich. Schreibweise: #X = oo.

BEISPIEL. (i) Ist M eine endliche Menge mit Méchtigkeit #M = n fiir ein n € N, so
kann man M darstellen als M = {z1,...,z,}.
Denn: Wegen #M = n existiert eine bijektive Abbildung f: M — {1,...,n}. Setzt
man z; := f~(j) fiir j € {1,...,n}, soist also M = {z1,...,2,}.

(ii) N ist unendlich.

(iii) Allgemeiner gilt: Fiir jedes m € Z ist M = {k € Z| k > m} unendlich.
Beweis: Angenommen, es existiert ein n € N mit #M = n. Dann kann nach (i)
M dargestellt werden als M = {z1,...,2,} mit Elementen z; € Z. Wir setzen nun
y = |z1|+|ze|+...+|z,|+1. Dannist y € Zmit y > x; > mfiir alle j € {1,...,n},
also y € M mit y > x; fiir jedes x; € M. Widerspruch.

BEMERKUNG. Ist ¢ : N — N eine strikt wachsende Abbildung, so ist die Menge ¢(N) =
{¢(k) | k € N} unendlich.

Beweis: Da 1) strikt wachsend ist, ist ¢ : N — N injektiv und somit ¢ : N — 9 (N) bijektiv.
Also sind N und ¥(N) gleichméchtig.

B) Wohlordnungsprinzip
SATZ 3.19. Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein Minimum.

BEWEIS. Angenommen, A C N, A # (), und A besitzt kein Minimum. Wir setzen
B := {n € N|n untere Schranke von A}. Dann ist 1 € B (da A C N). Sei n € B. Da
min(A) nicht existiert, muss n ¢ A gelten, aufferdem n < a fiir alle @ € A. Somit gilt auch
n+1 <afirallea € A, also n+1 € B. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist

2Existenz von z wegen Surjektivitit, Eindeutigkeit wegen Injektivitit von f.
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also B = N. Dies impliziert A = (): Wiirde ein m € A existieren, so wiare m+ 1 ¢ B =N,
im Widerspruch zu A C N. Also muss A = ) gelten im Widerspruch zur Annahme. 0

Wir kommen zuriick zu Satz [3.171

BEWEIS VON SATZ B.17 Ist (an,)r eine Teilfolge von (ay,), mit limg o an, = a, so
ist a Haufungspunkt von (ay, ); und somit auch von (ay,),. (Hier verwenden wir, dass die
Indexmenge {ny | k € N} unendlich ist.

Sei umgekehrt a ein Haufungspunkt von (a,,),. Wir miissen eine Teilfolge finden, die gegen
a konvergiert. Hierzu setzen wir n; := 1, und definieren dann rekursiv fiir k£ > 2

1
ny = min{m € N|m > ny_1, |a,, —a|] < E}

Fiir & > 2 sind jeweils die Mengen Ay := {m € N|m > nj_1, |a, — a| < 7} nichtleer,
da a Haufungspunkt ist. Nach Satz existiert also min(Ay). Somit ist (k) = ng
wohldefiniert, und nach Definition der n; ist ¥ strikt wachsend.

Zu zeigen ist noch, dass (a,, ), konvergent ist mit Grenzwert a.

Sei dazu € > 0. Dann existiert nach Korollar ein K € Nmit 0 < % <efiralle k > K.
Nach Definition der n;, folgt

1
|ank—a]§E<€ fir alle k£ > K,

also a = lim ay,. O
k—o0

KOROLLAR 3.20. Es sei (ay,), eine konvergente Folge mit Grenzwert a € C. Dann ist a

der einzige Haufungspunkt von (ay),.

BEWEIS. Nach Satz ist @ Haufungspunkt von (a,),. Es sei b € C ein weiterer
Héufungspunkt von (a,),. Wiederum nach Satz existiert eine Teilfolge (ay, ) mit
an, — b fiir k — oco. Da (ay,), konvergent ist, muss aber nach Lemma auch die Teil-
folge gegen den Grenzwert a konvergieren, d.h. a,, — a fiir £ — oo. Aus der Eindeutigkeit
des Grenzwerts (Satz schliefen wir, dass a = b gelten muss. O

Die néchste Bemerkung liefert uns ein Kriterium, wann eine Folge nur z.B. m Héufungs-
punkte besitzt. Durch Hinschauen“ ist klar, dass z.B. die Folge ((—1)"),, nur zwei Héau-
fungspunkte besitzt, da wir die Folge in zwei Teilfolgen zerlegen konnen, die jeweils gegen
einen der beiden Haufungspunkte konvergieren. Zeigen lasst sich dies folgendermafen:

BEMERKUNG. Es sei (a,), eine Folge mit Hiaufungspunkten ¢!, c?, ..., ¢™ fiir ein m € N.
Wir nehmen an, es existieren Teilfolgen (ay,))r mit ay,w — ¢ fir k& — oo, fiir alle
j € {1,...,m}. Liegt jedes Folgenglied in (mindestens) einer dieser Teilfolgen, so besitzt
(an)n keine weiteren Haufungspunkte.

BEWEIS. (wird noch ergénzt). O
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3.4. Monotonie von Folgen
Wir betrachten in diesem Abschnitt reelle Folgen.
DEFINITION 3.21. Eine Folgen (a,), heift monoton wachsend, falls
ap < Apaq fiir alle n € N
gilt, und monoton fallend, falls
Gy > Apat fir alle n € N

gilt. Notation: a,, 7 bzw. a, \,.
Die Folge (a,),, heilt strikt monoton wachsend bzw. strikt monoton fallend, falls a,, < a, .1
bzw. a, > a,.1 gilt fir alle n € N.

BEISPIEL. (a) Die Folge (n?),, ist strikt monoton wachsend. Allgemein gilt: Die Folge
(n?),, ist strikt monoton wachsend fiir p € Q mit p > 0.
(b) Die Folge ((—1)"), ist nicht monoton.

Um die Konvergenz von Folgen zu zeigen, ist die nédchste Aussage oft sehr niitzlich: Be-
schrankte monotone Folgen konvergieren.

SATZ 3.22 (Monotoniekriterium). (i) Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte
reelle Folge (ay,), konvergiert, und es gilt
lim a, = supa, = sup{a,|n € N}.
n—r00 neN
(ii) Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte reelle Folge (ay), konvergiert, und
es qilt

lim a, = inf a, = inf{a, |n € N}.
n—00 neN

BEWEIS. (i) Es sei (a,,), monoton wachsend. Die Bildmenge der Folge A := {a, |n €
N} ist nach Voraussetzung nach oben beschrankt und nichtleer. Also existiert a := sup(A)

in R. Wir zeigen, dass (a,), konvergiert mit lim a, = a:
n—oo

Sei ¢ > 0. Nach Satz (i) existiert ein ay € A mit a — e < ay < a. Da (a,), monoton
wachsend ist, folgt

a—c<any<a,<a fiir alle n > N,

also |a,, —a| < e fiir alle n > N und somit die Konvergenz der Folge gegen a.
(i) Dies lésst sich analog zu Teil (i) zeigen, mit a := inf(A) und unter Verwendung von

Satz 2.14 (ii). O

BEMERKUNG. Aus der Ubung ist die sogenannte Bernoullische Ungleichung bekannt: Fiir
r€R, x> —1und n € N gilt

(3.5) (1+2)" >1+nx.
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BEISPIEL 3.23 (Eulersche Zahl - Teil 1). Die Folge (a,), := ((1 + £)"), konvergiert. Wir
setzen

1 n
e:= lim <1 + —) (Eulersche Zahl).
n

n—oo

Es gilt 2 < e < 3.

BEWEIS. Behauptung 1: (ay,), ist monoton wachsend.
Beweis von Beh. 1: Fir n € N gilt unter Verwendung der Bernoullischen Ungleichung

(3.5)

also ap11 > ay,.

Behauptung 2: (ay), ist nach oben beschrénkt.

Beweis von Beh. 2: Analog zu oben zeigt man, dass die Folge (b,), = (1—2

~)")n monoton

y Lin

wachsend ist (Ubung). Damit folgt: Die (inverse) Folge (c,)n := (b11)n = ((14 —) H)
n n

ist monoton fallend. Nun gilt aber

1 n 1 n+1
an:<1+—) §<1+—> =c,<c=4
n n

fiir alle n € N und damit die Behauptung. Aus Satz folgt nun, dass (a,),konvergiert.

Behauptung 3: 2 < e < 3.
Beweis von Beh. 2: Verwendet man die binomische Formel, so lasst sich a,, fiir jedes n € N
darstellen als

1\" " /n\ 1 " /n\ 1
3.6 n=l14+—-] = — =1 -
Fiir jedes k € {1,...,n} gilt die Abschétzung

<n>1 n! 1 1 (=K n-(n-1)-...-(n—k+1)

E)nk ~ Kln—k) nk kK (n—k) nn-....n
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da 21 < k!. Setzen wir dies in (3.6) ein, so erhalten wir

n n n n—1 k
n\ 1 1 1 1
%ZHZ(k)mf“ZﬂS”Z%:” (5)

k=0
1— (3" 1\"
(3.7) :1+#1):1+2(1— -] )<1+2=3,
1—3 2
wobei in der zweiten Zeile die geometrische Summenformel (Satz verwendet wurde.
O
BEISPIEL 3.23 (Eulersche Zahl - Teil 2). Es gilt
e = lim Zn: L
T oo k!
k=0
. —~1 .
BEwEIS. Wir setzen s, := ik Die Folge (s,), ist monoton wachsend (da s, <
k=0 "

Sp + ﬁ = Spy1 ist). Aus Teil 1 wissen wir, dass s, < 3 fiir alle n € N gilt, d.h. (s,,), ist

beschriankt. Satz |3.22| liefert folglich die Konvergenz von (s,),. Wir setzen lim s, =: €
n—oo

und zeigen, dass €' = e gilt.

Nach ist a, < s, fir alle n € N, also muss e < ¢’ gelten nach dem Vergleichssatz
3.10] Es bleibt also noch zu zeigen, dass ¢’ < e ist. Sei m € N fest gewihlt. Fiir n > m
schatzen wir a,, nach unten ab durch

(£

k=0
"™\ 1 ~1n-(n—1)-...-(n—k+1)
> =1 ]
—Z(k>nk +Zk[ n-n n
k=0 k=1
1 1 k—1
k=1

Nun gilt a,,, 7 s, flir n — oo, und aukerdem a,,,, < a, fiir alle n > m. Der Vergleichs-
satz liefert also s, < e. Da m € N beliebig gewéahlt war, gilt

Sm < e fir alle m € N.

Die nochmalige Anwendung von Satz liefert nun e’ < e. U

3.5. Limes superior und Limes inferior

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass jede beschrinkte Folge eine konvergente Teil-
folge besitzt. Dies ist der sogenannte Satz von Bolzano-Weierstrafs, einem der wichtigsten
Resultate in dieser Vorlesung. Wir beginnen mit einer
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Voriiberlegung: Es sei (a,), eine beschriankte reelle Folge. Wir definieren hieraus zwei
neue Folgen (b,), und (¢,), durch
by, == sup ay, = sup{ay, |k > n},
k>n
(3.8) Cp 1= lir>1f ap = inf{ay | k > n}.
Da die Folge (ay,,), beschriankt ist, existieren sowohl sup a; und ’11>1f ay, und wir haben die

k>n
Abschétzung

inf ap < inf ap < inf ap < sup ap < supag < sup ag.
k=1 kzn k2n+1 E>n+1 k>n E>1

Dies zeigt zum einen, dass die Folgen (b,,), und (c,), beschriankt sind. Zum anderen zeigt
es, dass die Folge (b,), monoton fallend und die Folge (¢,),, monoton wachsend ist. Nach
Satz sind (b,), und (c,), konvergent. Dies erlaubt die folgende Definition.

DEFINITION 3.24. Es sei (ay,), eine beschrénkte reelle Folge. Dann heifst

limsupa, := lim a, := lim (Sup ak)
n—oo n—oo n—oo k>n
der Limes superior, und
liminf a,, := lim a, := lim (inf ak)
n—00 n—oo - k>n

n—oo

der Limes inferior der Folge (ay)n.

BEMERKUNG. Nach Satz und der Voriiberlegung gilt

lim sup a,, = inf ( sup ak) , und
n—00 neN " p>n

liminf a,, = inf ay).

iminfa, = sup (jof )

BEISPIEL. a) Fiir die alternierende Folge (a,), := (—1)" gilt
limsupa, =1, und liminfa, = —1.

n—00 n—00

b) Betrachtet man die Folge (a,), :== ((=1)"(1 4 1)), = (2,3, -3, 2,-2,..), so ist

{1 + %, n gerade,

1
1+ -5, n ungerade,

b, :=supay =
k>n

und

¢, = inf a; =
k>n

—(1+ n%l), n gerade,
—(1+ %),  n ungerade,

woraus wir sehen, dass

limsupa, = lim b, =1, und liminfa, = lim ¢, = —1.
n—00 n—00 n—00 n—00
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c) Die Folge (an)n = (n), ist nach unten beschrénkt, aber h,?l) irolf a,, existiert nicht. Es ist

namlich ¢, := inf a; = inf k = n, also ist (¢, ), divergent.
k>n k>n

BEMERKUNG. Die Folgen (b,) und (c,) aus (3.8) sind im Allgemeinen keine Teilfolgen
von (ay),. ZB. ist in Beispiel b) die Folge (b,), = (2,2,2,2 I 1 ) offensichtlich keine
Teilfolge von (ay,),.

BEMERKUNG. Es sei (a,), eine beschrinkte reelle Folge. Wir setzen a := liminf a,, und

n—oo
b := limsup a,,. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein N, € N so, dass
n—0o0

a—e<a,<b+e fir alle n > N..

Beweis: Ubungsblatt.
D.h. es gibt nur endlich viele Folgenglieder die kleiner als a — € oder grofer als b + ¢ sind.
Wie man in Beispiel b) oben sieht, kann auf das € > 0 nicht verzichtet werden.

SATZ 3.25 (Bolzano-Weierstrafs I). Jede beschrankte reelle Folge (ay,),, besitzt einen kleins-
ten Hdaufungspunkt a. € R und einen griofsten Hdaufungspunkt a* € R. Es gilt

a, = liminfa,, wund " = limsupa,.
n—00 n—00

BEWEIS. Da (a,), beschrénkt ist, existiert lim sup a,, =: a*. Wir zeigen, dass a* grofter
n—oo

Haufungspunkt von (a,), ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass kein groferer Haufungspunkt

als a* existieren kann.

Sei b € Rmit b > a" = ing b,. Nach Satz [2.14] (ii) existiert ein b, mit a* < b, < b. Da
ne

b, = sup ay, ist, folgt hieraus, dass
k>n

ar < b, <b fiir alle £ > n,

somit ist b — ax > b — b, > 0 fiir alle k£ > n, d.h. b kann kein Haufungspunkt von (a,),
sein.
Es bleibt zu zeigen, dass a* ein Haufungspunkt von (a,), ist. Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Da
a® = inf b, ist, gilt
neN
a*—e<a*<b, =supay fiir alle n € N.
k>n
Zu jedem n € N existiert somit nach Satz [2.14] (i) ein & > n mit a* — ¢ < a;. Nach
der Bemerkung vor Satz [3.25 wissen wir auferdem, dass nur endlich viele Folgenglieder
grofer a* 4 € sind. Also muss das Intervall (a* — €, a* + €) unendlich viele Folgenglieder
ar, enthalten, d.h. a* ist Haufungspunkt von (a,),.
Analog zeigt man, dass a, kleinster Haufungspunkt von (a,,),, ist. 0

SATZ 3.26 (Bolzano-Weierstraf I1). Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente
Teilfolge.



3.5. LIMES SUPERIOR UND LIMES INFERIOR 41

BEWEIS. Sei (a,), beschrénkte Folge.

(i) Ist (ay), reell, so folgt die Behauptung aus Satz und Satz
(ii) Sei nun (ay,), komplex. Wir identifizieren C mit ]RX]R, und betrachten anstelle der Folge

(an)n = (Tn + 1Yn)n die beide reellen Folgen (), und (y,), des Real- und Imaginérteils
der Folge. Da |z,,| = | Rea,| < |a,|, und |y,| = |Ima,| < |a,| ist fir alle n € N, sind auch
(Zy)n und (y,), beschréankte Folgen. D.h. nach Teil (i) existiert eine Teilfolge (:L‘nk)k von
(n)n, die gegen ein x € R konvergiert, also

Ty, — T, k — oo.

Da (y,), beschrankt ist, ist auch die Teilfolge (yn, )r beschréankt. Wir wenden Teil (i) auf
die Folge (yn, )r an und erhalten die Existenz einer Teilfolge (ynkj ); von (yn, )k, die gegen
ein y € R konvergiert, also

Yni, =Y, J 00

Wegen Lemma gilt aber auch Ty, = T fiir j — oo. Somit folgt aus Satz , dass
die Teilfolge (ankj ); von (ay), konvergiert mit

ankj%a:x_’_iy’ j—)OO,

und somit die Behauptung. 0

BEISPIEL. Wir betrachten die Folge
123123451 71 9
(an)n: 17_7_7_7_7_7_7_7_7_7‘ R R IR I
2°'2°2°3'33 334 4’5’ 5

mit a, = k—Hfurn— k*+ 4, fir j € {1,2,...,2k + 1} und k € Ny. Hier ist a, = 0,

a* = 2. Jedes r € Q mit r € (0,2) kommt unendlich oft vor. Jedes a € R mit a € [0, 2] ist
Haufungspunkt der Folge.

KOROLLAR 3.27. Es sei (ay), eine beschrinkte Folge.
(i) Es sind dquivalent:

(1) (an)n ist konvergent.
(2) (an)n besitzt genau einen Haufungspunkt a € C.

In diesem Fall ist lim = a.
n—oo

(i1) Es sei (an)n reell. Dann sind (1) und (2) dquivalent zu

(8) limsup a,, = hm inf a,,.
n—00 —roo

In diesem Fall ist a = lim = limsup a,, = liminf a,,.
n—>00 n—00 n—>00
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BEWEIS. (i) (1) = (2) folgt aus Korollar [3.20]
(2) = (1): Angenommen, (a,), konvergiert nicht gegen a. Dann existiert (nach Definition
der Konvergenz) ein € > 0 so, dass fiir alle N € N ein Index ny > N existiert mit
|an, —al > e.
Im Allgemeinen sind jedoch die Indizes ny nicht strikt wachsend. Deswegen setzen wir
N; := 1 und definieren rekursiv
Nit1:=nn, +1 fur alle £ € N.

Dann gilt ny,,, > Ny = ny, +1, also ist (ny, )x strikt wachsend. Wir setzen abkiirzend
ny = ny,. Fiir die Teilfolge (a,, )r von (a,), gilt nun nach Konstruktion

(3.9) lan, —a|l >¢  firalle k € N.

Da (ay, )r beschrénkt ist, existiert nach Satz3.26|eine Teilfolge (ankj );, die gegen ein b € R
konvergiert, d.h. Gy, = b fiir j — oo. Nach Satz ist b Haufungspunkt von (a,,),. Nach
Voraussetzung ist aber a einziger Haufungspunkt, also muss a = b gelten. Widerspruch zu

(3-9)-
(ii) folgt direkt aus Satz O

BEeIsPIEL. Wir betrachten die Folge (a,), gegeben durch

n, mn ungerade,
a, =
1, n gerade.

(an)n besitzt genau einen Haufungspunkt, ist aber divergent. Korollar ist nicht an-
wendbar, da (a,), nicht beschrénkt ist.

Vollstandigkeit und Cauchyfolgen

DEFINITION 3.28. Eine Folge (a,,), heift Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0 ein N, € N
existiert mit

(3.10) lan, — am| <e fiir alle m,n € N, m,n > N.

SATZ 3.29 (Vollstéandigkeit von C bzw. R). Es sei (ay,), eine reelle bzw. komplexe Folge.
Dann ist (ay), genauw dann konvergent, wenn (a,), eine Cauchyfolge ist.

BEWEIS. ,,=*“: Es sei (a,), konvergent mit Grenzwert a € C. Dann existiert ein V. € N

mit |a, —a| < § fiir alle n > N.. Somit gilt auch
e €
|y — am| = lan, —a+a—ay| <la, —al + |a — ay| §§—|—§:5
fir alle m,n > N, also ist (a,), Cauchyfolge.
»<=" Es sei (a), eine Cauchyfolge. Dann ist (a,), beschrankt, da nach ue =1
ein N € N existiert mit
la, —an| <1 fur alle n > N,



3.5. LIMES SUPERIOR UND LIMES INFERIOR 43

und somit |a,| = |a, —ay + an| < |a, —an| + |ay| < 1+ |ay]| fiir alle n > N. Folglich ist
|an| < max{lal, [azl, ... lan—1], 1+ [an[}

fir alle n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs (Satz besitzt also (ay,), eine
konvergente Teilfolge (a,, )r. Sei € > 0. Dann existiert nach (3.10) ein N € N so, dass

la, —am| <e  fir alle n,m > N.
Aufserdem existiert wegen der Konvergenz der Teilfolge ein K € N mit
la,, —al <e fir alle £ > K.
Setzt man M := max{N, K}, so gilt
la, —al <lan — an,, | + |an,, —a| <e+e=2¢

fir alle n > M, also konvergiert (a,,), gegen a. O

BEMERKUNG. (Vgl. Ubung). Betrachtet man die rekursiv definierte Folge (a,,),

1 2
ap =1, apy1 = §<an + a),
mit 1im, e @, = V2, so ist (a,), Cauchyfolge in Q, aber (a,), konvergiert nicht in Q.
Wir sagen: ,,Q ist nicht vollsténdig.






KAPITEL 4

Reihen

Wir wollen einen Spezialfall von Folgen, sogenannte Reihen noch genauer untersuchen.
Aufgrund der besonderen Struktur der Reihen stehen uns hier einige weitere Kriterien zur
Untersuchung der Konvergenz zur Verfiigung. Wir werden Reihen spéater verwenden, um
elementare Funktionen wie z.B. die Exponentialfunktion oder trigonometrische Funktionen
zu definieren.

4.1. Definition von Reihen

DEFINITION 4.1. Es sei (ax)ren, eine Folge in C. Fiir n € Ny setzen wir

n
Sy = g ay.
k=0

s, heifst n-te Partialsumme, und die Folge (s, )nen, heifit Reihe.
Notation: Anstelle von (s,)nen, schreiben wir auch Z ar, Z ay, oder Z Q.
k

k>0
ay, heilst k-ter Summand der Reihe Z ar. Die Reihe Z ay, heifst konvergent, falls die Folge
k k

(Sn)n ihrer Partialsummen konvergiert. In diesem Fall heifst der Grenzwert von (s,,),, der
Wert der Reihe (oder der Grenzwert der Reihe).

Notation:

2 o= lim ) o= lim o

k=0

Die Reihe Z a, heifst divergent, falls die Folge (s,), der Partialsummen divergiert.
k

BEMERKUNG. Eine Reihe ist die Folge ihrer Partialsummen.

1
BEISPIEL. (a) Wir betrachten die Folge der Summanden (ay)ken, = (E)kENO und fiir

n € Ny die zugehorigen Partialsummen

n n 1
Sn:ZGkZZH.
k=0 k=0

45
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n—oo

1 1
In Beispiel [3.23] haben wir gesehen, dass lim Z i e gilt. D.h. die Reihe Z il
=0 ko

konvergiert mit Reihenwert
o0
> -
k!
k=0

1
Die Reihe Z = konvergiert.

k>1
n

1
Beweis: Wir setzen s,, := Z 12
k=1

men (S, )neny konvergiert. Dazu wenden wir das Monotoniekriterium an (Satz (3.22]).
Da a; = k% > 0 ist, gilt

fiir n € Ny und zeigen, dass die Folge der Partialsum-

n+1 1
n = Sn 5 = Sn,
Sntl = Z RN P P

also ist (s,), monoton wachsend. Aufserdem ist (s,), nach oben beschriankt, da

"1 - 1
Sn=;ﬁ§1+;m,

und letzteres eine Teleskopsumme ist, da

u 1 1 1
2 mon %1 F

1. 1 1. 1 1 1 1 1 1
—1=)+G=+G P A G T )
1

Somit ist s, < 14 (1 — 1) < 2 fiir alle n € N. Nach Satz [3.22) m folgt die Konvergenz
von (8y)n, d.h. Z — konvergiert.

k>1
Zusatz: (Hier ohne Beweis.) Der Reihenwert ist

SATZ 4.2. Ist die Reihe Z ar konvergent, so ist die Folge der Summanden (ag)ren, €ine

k>0

Nullfolge.
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BEWEIS. Es sei Z ar, konvergent. Dann ist nach Definition (s, )nen, konvergent, also
k>0

nach Satz eine Cauchyfolge. Zu ¢ > 0 existiert somit ein N € N so, dass |s,,—s,_1| < &
ist fiir alle n > N, woraus

n n—1
janl = 1> ar = ar| = Isn — s0a| <& fiivallen >N

folgt. D.h. (a,), ist eine Nullfolge. O

1
BEISPIEL. (c¢) (Harmonische Reihe) Die harmonische Reihe Z T ist divergent.

E>1
Idee: Wir schreiben
21—1+ R
ko 2 3 4 5 6 7 8
k=1 N~ = ~~ 4
>1 >1 >1
=32 =32 =2
Beweis: Fir n € N betrachten i
2n
1 1 1 1
’52n—8n|—|2——ZEZk;l—En'%:?

also ist (s,), keine Cauchyfolge und somit nach Satz [3.29 nicht konvergent.

BEMERKUNG. Das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt, dass die fiir die Konvergenz
notwendige Bedingung, dass (ay)x eine Nullfolge ist, nicht hinreichend ist.

BEISPIEL. (d) (Geometrische Reihe) Es sei ¢ € C. Ist |q| < 1, so konvergiert die geome-
trische Reihe Z ¢" mit Reihenwert

k>0
(4.1) Zq 1= gl < 1.
k=0 q
Ist |g| > 1, so ist qu divergent.

k>0
Beweis: Ist |g| > 1, so ist (ax)ren, = (¢%)ren, keine Nullfolge, da |ax| = |¢*| = |q|F > 1

fiir alle £ € Ny. Also divergiert Z ¢" nach Satz 4.2,
k>0
Es sei nun |¢| < 1. Nach Satz [1.2]ist

n+1

k
n — — GN

Da |q| < 1 ist, gilt aber ¢"*! — 0 fiir n — oo (vgl. Ubungsblatt 5). Somit gilt s,, — fq
fiir n — oo.
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Aus den Rechenregeln fiir Folgen erhalten wir direkt

SATZ 4.3. Es seien Zak und Z bi konvergente Rethen.

k>0 k>0
(i) Die Reihe Z(ak + by) konvergiert mit Reihenwert
k>0
Z(ak + bk) = Zak -+ Zbk
k=0 k=0 k=0
(i1) Es sei A € C. Die Reihe Z(Aak) konvergiert mit Rethenwert
k>0
j{:(Aak):: A (jg:(lk).
k=0 k=0

n

BEWEIS. Setze s, := Zak und t, = Zbk fiir n € Ny. Nach Voraussetzung sind
k=0 k=0
(Sn)n und (), konvergent, also existieren s, € R mit s, — s und ¢, — ¢ fiir n — oo.
Aus Satz erhalten wir, dass (s, + t,), und (As,), konvergent sind mit

Jgrgo(sn+tn)=s+tzzak+zbk,

k=0 k=0

und

lim (As,) = As = )\Zak.

n—00
k=0

4.2. Konvergenzkriterien

Wir iibertragen zwei Konvergenzkriterien fiir Folgen auf Reihen. Aus dem Monotoniekri-
terium erhalten wir fiir Reihen mit positiven Summanden folgende Aussage.

SATZ 4.4. Es sei Zak eine Reihe mit a; > 0 fir alle k € Ng. Dann ist Zak genau
k>0 k>0
dann konvergent, wenn (s, )nen, beschrankt ist. In diesem Fall gilt

o0

g ap = sup Sp.

k=0 neNg

BEWEIS. Da a;, > 0 ist fiir alle k € Ny, gilt

n n
Spt1 = E ap + Qpy1 2 E Qg = Sp,
k=0 k=0
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also ist (s,), monoton wachsend und beschriankt (nach Voraussetzung). Satz liefert
nun die Behauptung, mit lim s, = sup s,. Ist (s,), unbeschrénkt, so kann nach Satz

n—oo neNy
(Sn)n nicht konvergieren. 0

Aus dem Cauchykriterium fiir Folgen (Satz [3.29) erhalten wir

SATZ 4.5 (Cauchykriterium). Es sei Z ar eine Reihe. Es sind dquivalent:
k>0

(1) Zak ist konvergent.

k>0
(2) Zu jedem € > 0 existiert ein N, € N mit

m
‘Zadﬁg fir alle m >n > N..
k=n-+1

BEWEIS. Dies folgt direkt aus Satz angewandt auf (s,),, da fir m > n gilt

m m
s = sul = 1Y _ax =Y ar| =1 > al.
k=0 k

=0 k=n+1

n

O

Wir betrachten einen weiteren Spezialfall von Reihen, sogenannte alternierende Reihen,
d.h. Reihen mit Summanden mit wechselndem Vorzeichen. Diese lassen sich in der Form
Z(—l)kak mit a; > 0, k € Ny, darstellen.

k>0

BEISPIEL. (e) Die Reihe » “(=1)**' =1 —1+1—1+ ... ist divergent, da fiir n € N
E>1

2n
Sm=) ()M =1-14+1-1+...41-1=0,
k=1

und
2n+1

Smpr = (DM =1-141-14.. . +1-14+1=1
k=1

gilt, also (s,)nen divergent ist.

SATZ 4.6 (Leibniz-Kriterium). Es sei (ag)ken, eine monoton fallende Nullfolge mit ar > 0

fiir alle k € Ny. Dann konvergiert die alternierende Reihe Z(—l)kak.
k>0
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BEWEIS. Wir betrachten die Folgen der Partialsummen (sg,), und (S2,+1), separat.
Fir alle n € N ist

2n+2 on
k k
Son+2 — Son = E (—1) ap — E (—1) A = A2n42 — A2n+1 <0,
k=0 k=0

da (ag)x als monoton fallend vorausgesetzt ist. Analog sieht man ein, dass

Sont3 — Sontl = —Q2p43 + d2ng2 = 0
ist. D.h. (s2,,), ist monoton fallend und (s2,41), monoton wachsend. Aufserdem gilt fiir
alle n € N, dass s9,11 = Son — Gont1 < So,, somit ist wegen der Monotonie der Folgen
Sont1 < Sop < 8o, und 81 < Sgnq1 < Sop.

Die Folgen (s2,,),, und (S2,+1)» sind also nach unten bzw. oben beschrinkt. Nach Satz [3.22]
existieren somit s,t € R mit s, — s fiir n — oo, und s9,41 — t fiir n — oo. Nun ist aber
s—t= lim s9, — lim S9,41 = lim (89, — Sop41) = lim aguy1 =0,

n—oo n—oo n—oo n—oo

da (ax)r als Nullfolge vorausgesetzt war. Wir zeigen noch, dass (s,), konvergiert mit
Sp — s fur n — oo. Sei € > 0 gegeben. Da (sa,), und (sg,+1)n gegen s konvergieren,
existieren Ny, Ny € N so, dass

|son — 8| < ¢ fiir alle n > Ny,
|Soni1 —s| < e fiir alle n > No,

also |s, — s| < e fur alle n > max(Ny, Ny). O

1
BEISPIEL. (f) (Alternierende harmonische Reihe) Die Reihe Z(_l)kHE konvergiert nach
k>1
dem Leibniz-Kriterium, da (4); monoton fallend ist mit ¢ — 0 fiir k — oco.
Zusatz: (Beweis spéter.) Der Reihenwert ist

o

1
Z(—l)kHE =1log2~0,69314. ...
k=1

4.3. Absolute Konvergenz
DEFINITION 4.7. Eine Reihe Z a, heifst absolut konvergent, falls die Reihe Z lag| in R
k k

konvergiert.

1
BEISPIEL. Die alternierende harmonische Reihe Z(—l)kﬂz ist konvergent, aber nicht
k>1
absolut konvergent (vgl. Beispiel (c)).
Die geometrische Reihe qu ist fiir ¢ € C mit |¢| < 1 absolut konvergent, ansonsten

k>0
divergent.
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LEMMA 4.8. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

BEWEIS. Es sei Z ay, eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert Z |ag|, und

k k
nach Satz (Cauchykriterium) existiert zu gegebenem € > 0 ein N, € N mit

m
Z lag| <€ fir alle m > n > N..
k=n+1

Hieraus folgt aber mit der Dreiecksungleichung

(4.2) | Z ag| < Z lag| < e fir alle m >n > N,
k=n+1 k=n+1
also nach der umgekehrten Implikation in Satz die Konvergenz von Z Q. U
k

BEMERKUNG. Ist die Reihe Z ay absolut konvergent, so gilt fiir den Reihenwert
k

(43) | i | <

o0

|a|.
k=0

BEWEIS. . O

Zur Untersuchung der absoluten Konvergenz gibt es einige sehr niitzliche Kriterien, die
wir uns im Folgenden anschauen wollen. Besprochen werden hier das Majorantenkriterium
und das Minorantenkriterium (letzteres zum Beweis der Divergenz), sowie das Wurzel- und
das Quotientenkriterium.

SATZ 4.9 (Majorantenkriterium). Es sei Z ay eine Rethe in C, und Z ¢ eine Reihe in
k k

R. Ist ch konvergent und existiert ein K € N mit
k

0 <lag| < e fiir alle k > K,

so ist Z ay absolut konvergent.
k

BEMERKUNG. Die Reihe ), ¢ heift Majorante fiir ), ay.
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BEWEIS. Nach Voraussetzung konvergiert Z ci. Nach Satzﬁ ist dies dquivalent zu

k
folgender Aussage: Zu gegebenem ¢ > 0 existiert ein NV € N so, dass
m

chgs fur alle m > n > N.
k=n+1

Fiir M = max(N, K) folgt nach Voraussetzung

m m
Z|ak|§20k§5 fur alle m > n > M.
k=n-+1 k=n+1

k
Konvergenz von E Q- U
k

Dies ist wiederum nach Satz 4.5 dquivalent zur Konvergenz von Z |ag|, also der absoluten

Das Gegenstiick zum Majorantenkriterium ist das folgende Minorantenkriterium:
SATZ 4.10 (Minorantenkriterium fiir Divergenz). Es seien Z a und Z ¢, Rethen in R.
k k

Ist Z ¢ diwergent und existiert ein K € N mit
k

0<c¢, <ay fur alle k > K,

so st auch Zak divergent.
k

n

n
BEWEIS. Es sei ohne Einschrankung K = 0. Wir setzen s,, := Z ag, und t,, := Z Cr.
k=0 k=0

Da Z ¢ divergiert und ¢, > 0 ist, ist (¢,), nach Satz unbeschrankt. Auferdem ist

k
nach Voraussetzung

n n
Oﬁtnzzckﬁzak:&u
k=0 k=0

somit ist auch (s, ), unbeschrankt. Wiederum nach Satz 4.4 folgt die Divergenz von Z ag.
k

1
BEISPIEL. (g) (i) Es sei p € Q mit p > 2. Die Reihe Z o konvergiert.
E>1
1
Beweis: Fiir p > 2 und k € N gilt k» > k2, also ist 0 < kip < k% Da Z yE konvergiert
E>1

nach Beispiel (b), folgt die Behauptung nach dem Majorantenkriterium.
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1
(8) (i) Sei p € Q mit 0 < p < 1. Die Reihe » _ -5 divergiert.

k>1

1
Beweis: Dies folgt aus dem Minorantenkriterium, da die Reihe Z z divergiert, und
k>1
= < 2 ist fiir k € Nund p € (0,1]. 1
(g) (iii) Sei p € Q mit 1 < p < 2. Die Reihe Z e konvergiert.
k>1
Beweis: Ubung.

SATZ 4.11 (Wurzelkriterium). Es sei Z a eine Reihe in C. Setze

K
q := limsup /| ax|.

k—o00
Dann gilt
(i) Zak konvergiert absolut, falls ¢ < 1;
2

(1) Zak divergiert, falls ¢ > 1.
k

Ist g =1, so kann Z ay konvergent oder divergent sein.
k

BEWEIS. (i) Da ¢ < 1 ist, existiert ein t € R mit ¢ < ¢ < 1. Nach Satz ist ¢
grofter Haufungspunkt der Folge ({/|ax|)x, somit existiert ein K € N so, dass {/|ax| <t
ist fiir alle k¥ > K (vgl. Bemerkung vor Satz [3.25)). Also ist |az| < t* fiir alle k > K.

Da 0 <t < 1, konvergiert die geometrische Reihe Z t*. Nach dem Majorantenkriterium
k>0

konvergiert somit die Reihe Z ay absolut.
k

(ii) Sei nun ¢ > 1. Da ¢ grofter Haufungspunkt von ({/|ax|)x ist, existieren unendlich
viele Indizes k& € N mit 1 < {/|ag|, also 1 < |ag|. D.h. (ax)r kann keine Nullfolge sein.
Nach Satz 4.2 ist Z ay divergent.

k

(iii) Zum Beweis der letzten Aussage geniigt ein Beispiel: Fiir die alternierende harmoni-

1
sche Reihe Z(_l)kHE gilt /]ay| = é% — 1 fiir k — o0, also ist ¢ = 1. Die Reihe Zak
k>1 k

ist konvergent, die Reihe Z |ag| ist divergent. O
k

BEMERKUNG. Es geniigt nicht zu zeigen, dass {/|ax| < 1 ist fiir alle k£ € N.
Beuspiel: Die harmonische Reihe ist divergent, jedoch gilt {/% < 1 fiir alle k£ > 2.
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SATZ 4.12 (Quotientenkriterium). Es sei Z ay eine Rethe in C mat ap # 0 fiir alle k € Ny.

k>0
Dann gilt
(i) Zak konvergiert absolut, falls ein q € (0,1) und ein K € Ny existiert mit
k>0

Ap+1
Qg

<gq fur alle k > K.

(1) Zak divergiert, falls ein K € N ezistiert mit
k>0

Ag+1
Qg

>1 fiir alle k > K.

BEWEIS. (i) Nach Voraussetzung ist |agi1]| < glag| fiir alle & > K. Induktiv erhalten
wir

Jak| < ¢ Flax| = |a—g|qk fir alle k > K.
q

Wir setzen ¢ := |Z—I’§|. Dann ist CZ ¢" Majorante fiir Z ai. Da g < 1 ist, konvergiert die

k>0 k>0
geometrische Reihe CZ ¢" . Die Behauptung folgt aus Satz 4.9
k>0
(ii) Aus der Bedingung folgt |ax| > |ax| > 0 fiir alle k > K, also ist (ax)x keine Nullfolge
und somit Z aj divergent nach Satz 4.2 O
k>0

BEISPIEL. (h) Die Reihe Z k*27% konvergiert absolut.

k>1
Beweis: Fir k € N gilt
Qi1 (k+1)2 2F 1, 1 1
= =0+ ) =2 k—
ar = v Gl WA Rt o

also existiert ein X € N mit

Qr+1
ag

Die Behauptung folgt aus Satz [4.12]

gzz:q<1 fir alle £ > K.

4.4. Uberabzihlbarkeit von R

Als Anwendung der bisher entwickelten Theorie zu Reihen wollen wir zeigen, dass die
Menge der reellen Zahlen iberabzihlbar sind, d.h. dass keine Bijektion f : N — R existiert.
Dazu verwenden wir die Dezimaldarstellung reeller Zahlen, die wir uns zunéchst herleiten.
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DEFINITION UND LEMMA 4.13. Fir z € R setzen wir
[z] =max{k € Z : k <ux}

als die grofite ganze Zahl kleiner gleich x. Die Abbildung [.] : R — Z, x +— [x], ist
wohldefiniert und wird als Gaulsklammer bezeichnet.

BEWEIS. Die Wohldefiniertheit von [.] folgt aus dem Wohlordnungsprinzip Satz|3.19]
U

Dezimaldarstellung reeller Zahlen

Voriiberlegung: 1) Ist m € N, so existiert eine eindeutige Darstellung

I
m:Zyj~10j
=0
fir ein [ € Ng und y; € {0,1,...,9}, 0 <j <[, mit y; # 0.

2) Fir z, € {0,1,...,9}, k € N, und n € N gilt unter Verwendung von ({4.1))

n o0 1
0<D z,-100F<9-Y 107 =09 —1)=1.
R TE i e

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert somit Z 2,107% mit Grenzwert x € [0, 1].
k>1

3) Die Dezimaldarstellung wird im Allgemeinen nicht eindeutig sein, da z.B.

— 9 9 1
3,99999...::3+29-10—k:3+_Z1o—k:3+El - =4
k=1 T 10

Konstruktion: Es sei x € R. Ohne Einschrankung sei z > 0. Dann existiert ein r € [0, 1)
mit x = [z] + r. Es gentigt also, z € [0,1) zu betrachten. Wir definieren rekursiv

xq1 :=[10 - z],
k—1

= (108 (2 = 2y 107)], k>2,
j=1

und definieren

o0

(4.4) Zxk c107F =2 0, zyxozsTaTs . .
k=1

als die Dezimaldarstellung von x.

SATZ 4.14. Jedes © € R besitzt eine Dezimaldarstellung. Diese ist eindeutig, wenn Ent-
wicklungen ausgeschlossen sind, bei denen xy =9 ist fir alle bis auf endlich viele k € N.

BEWEIS. Siehe |1, Theorem II1.7.11]. O
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Abzahlbarkeit

Zur Erinnerung: Wir bezeichnen zwei nichtleere Mengen X, Y als gleichmdchtig, falls eine
Bijektion f: X — Y existiert (vgl. Definition |3.18)).

DEFINITION 4.15. Es sei X eine nichtleere Menge. X heiflt abzdhlbar, falls X endlich
ist oder X und N gleichméchtig sind. Andernfalls heiftt X <berabzdhlbar. Sind X und N
gleichméchtig, so heilst X abzdhlbar unendlich.

BEISPIEL. 1) 2N = {2n|n € N} ist abzéhlbar.

2) Z ist abzdhlbar: Die Abzéhlung (0,1, —1,2,—2,3,—3,...) lasst sich mit Hilfe der Ab-
bildung

—”T’l, n ungerade,
oL
realisieren. Aus der Definition lésst sich ablesen, dass f injektiv ist. Um zu zeigen, dass
f surjektiv ist, wihlen wir m € Z. Ist m > 0, so ist m = f(2m), und im Fall m < 0 ist
m = f(—(2m —1)). D.h. f : N — Z ist bijektiv.

3) Q ist abzéhlbar: Wir beschréanken uns zunéchst auf Q, und verwenden ein Diagonal-
verfahren nach Cantor (Skizze siche Vorlesung). Hiermit erhélt man als Abzéhlung von

Q.

fN—=Z, ni—>{
n gerade

1 1123
1 1 ) =1(0,1,=,2,3,=,—, =, =,...).
(f( )7f( )7f(3>7 ) (07 727 ’373747372’ )
Durch Einfiigen negativer Zaheln erhalten wir eine Abzéhlung von Q
(f(1), f(2), f(3),-..)
1 1 1 11 12 23 3
=0,1,-1,=,—=,2,—-2,3, -3, =, —=, -, — =, =, — =, =, — =, .. .).
(07 Y ’2’ 2’ ) 737 3737 374’ 4737 3727 2’ )

4) (0,1) und R sind iiberabzéhlbar: Zunéchst ist klar, dass (0,1) unendlich ist, da z.B.
{f|n € N,n > 2} C (0,1) ist. Wir nechmen an, dass (0,1) abzéhlbar unendlich ist.
Dann existiert eine Bijektion f : N — (0,1). Wir setzen z, := f(n) fiir n € N. Nach
Satz besitzt x,, eine eindeutige Dezimaldarstellung

o0
Ty = E ap107F = 0, ajasasaqas . . . .
k=1

mit a; € {0,1,...,9} fir £ € N. Wir wollen nun eine weitere Zahl y € (0,1) finden, die
nicht in {z1, 29, x3,...} enthalten ist. Bezeichnet a,, die n-te Ziffer von z,, so setzen

wir
b, = 2, a, <2,
1, a, > 2,

sowie y := 0,b1babsby ... € (0, 1). Dann ist nach Konstruktion y # z,, fiir alle n € N, da
y und x,, sich mindestens in der n-ten Ziffer unterscheiden. Widerspruch zur Annahme,
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dass f : N — (0, 1) eine Bijektion ist.
Fiir die Uberabzéahlbarkeit von R geniigt es einzusehen, dass die Abbildung

g:R—=(0,1), g(x)==+ ,

eine Bijektion ist.

4.5. Umordnung von Reihen

Wir wollen der Frage nachgehen, ob man bei Reihen die Anordnung der Summanden
beliebig vertauschen kann.

DEFINITION 4.16. Es sei Z ay eine Reihe in C und ¢ : Ny — Nj eine bijektive Abbildung.
k>0
Wir setzen by := ay(x), k € Ng. Die Reihe Z by heilst Umordnung von Zkzo ag.
k>0

1
BEISPIEL. Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe Z(—l)kHE. Wir ha-
k>1
ben gesehen, dass diese konvergiert, aber nicht absolut konvergiert. Aus dem Beweis
des Leibniz-Kriteriums Satz ldsst sich leicht ablesen, dass fiir den Reihenwert s :=

[e.9]

1
Z(—l)kﬂz die Abschétzung sy < s < s3 gelten muss, also 1 < s < 2. Wir betrachten
k=1

nun anstelle von

1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6
die Umordnung
1 1 1 1 1 1 1 1
[ Y (T U e SR
U3+ Gr7 PG5~

Formal lésst sich diese Umordnung so darstellen: Wir definieren ¢ : N — N durch
kit 3)(k— 1),
o(k) =< k+EL 3|(k-2),
k—%, 3k
Die Reihe Z ao(k) ist eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe mit
k>1

o(3k—2) =4k -3, o(Bk—1)=4k—1, o(3k)=2k  keZ

n
Wir setzen t,, := Z Ao(k)- Dann ist
k=0

3n 3n
1 T 11 11 1\ 5
o = ) sagiod L )
3 ;(4k—3+4k—1 2k>>(+3 2)+k22(4k+4k; 2k> 6
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s T — o < i fur alle k > 2 ist (f3,), konvergent nach dem

Wegen 0 < TRG=T)

Majorantenkriterium, da Z ’ konvergiert (vergleiche Beispiel (b)). Aufserdem ist

= (k—1)
(45) hm |t3n+1 — t3n| = hm |t3n+2 — t3n| = O
n—o0 n—o0

Somit ist (t,), eine Cauchyfolge (Ubung; um dies einzusehen, zerlegt man fiir m,n € N
z.B.

tant1 — tamea] < |tans1 — tan| + [t3n — tam| + [t3m — tamiz]
und verwendet im ersten und dritten Teil und im zweiten Teil die Konvergenz von

(t3n)n). Nach Satz [3.29 konvergiert (¢,),, d.h. die Umordnung Za”(k) konvergiert mit
k>1

Reihenwert ¢ > % > S.

1
BEMERKUNG. Es existiert auch eine Umordnung von Z(—l)kﬂg, die divergiert.
k>1

BEMERKUNG. Existiert ein N € N so, dass (k) = k gilt fur alle k > N, so besitzt die

Umordnung k>0 Qo(k) dasselbe Konvergenzverhalten wie Z ag.
k>0
Im Allgemeinen ist dies falsch, wie obiges Beispiel zeigt!

Wir wollen zeigen, dass absolut konvergente Reihen umgeordnet werden kénnen, ohne dass
sich das Konvergenzverhalten oder der Reihenwert dndert.

SATZ 4.17. Es sei Zak eine absolut konvergente Reihe, und Zbk eine Umordnung
k>0 k>0

derselben. Dann ist auch Zbk absolut konvergent, und es gilt
k>0

by
0

o0
D=

k=0 k

o0

BEWEIS. Wir bezeichnen mit s,, und %, die n-ten Partialsummen, d.h. s,, := ZZ:O ag
und t,, := ZZ:O by fiir n € Ny. Es sei ¢ > 0. Dann existiert nach Satz ein N € N mit
(4.6) Z lax] <e  fiir alle m > N.

k=N+1
Es bezeichne o : Ny — Ny die zur Umordnung gehérende Abbildung mit by, = ao ),
k € Ny. Setzt man M := max{c~(0),07'(1),...,07'(N)}, dann gilt {0,...,N} C
{a(0),...,0(M)}. Aus (4.6]) folgt nach Wahl von M, dass
1
> lagwl < fiirallel > M.
k=M+1
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Hieraus folgt nach Satz die absolute Konvergenz der Reihe. Fiir den Reihenwert gilt
nun fiir alle [ > M wiederum nach Wahl von M und (4.6))

l l [e%S)
|t — si| = |Zaa(k) - Zak| < Z |a| < e.
k=0 k=0 k=N+1
D.h. (t; — s;); ist eine Nullfolge. Da (t;), und (s;); konvergieren, erhalten wir llim t =
—00
lim s;.
l—00

BEMERKUNG. (Riemannscher Umordnungssatz) Ist Zkzo ay, konvergent, aber nicht abso-
lut konvergent, so existiert zu jedem s € R eine Umordnung mit > k) = s. Auberdem
existiert eine Umordnung, die divergiert. (Ohne Beweis).

Das Cauchy-Produkt

Wir wollen eine Umordnung von Reihen betrachten, die die Produktbildung von Reihen
in einigen Situationen vereinfacht: Sind zwei Reihen ), ., a; und )", b konvergent, so
lisst sich das Produkt der Reihenwerte nach Satz [3.6] berechnen als

[e.e] n n

(S0 (50) = Cim 3o (i S50) = i (S0) (350

k=0

:JLI&(a0+...+an)-(b0+...+bn),

d.h. man multipliziert zunéchst jeweils die ersten n Summanden miteinander und betrach-
tet dann den Grenzwert fiir n — oo.

Das Produkt ldasst sich auch folgendermafen als sogenanntes Cauchyprodukt bzw. Fal-
tungsprodukt berechnen, bei dem tiber Diagonalen aufsummiert wird:

SATZ 4.18 (Cauchyprodukt). Es seien Y, <, ar und Y, b zwei absolut konvergente Rei-
hen in C. Dann konvergiert das Cauchyprodukt -

Z Z agbn_k

n>0 k=0
von Y oGk und Y o by absolut. Fiir den Rethenwert gilt

<Zak> . < bl> = ZZakbn_k.
k=0 1=0 n=0 k=0
BEWEIS. Fiir N € Ny setzen wir Ay := Zivzo ar und By = Z;\LO b;. Nach Voraus-
setzung existieren A, B € C mit A, — A und By — B fiir N — oco. Auferdem seien
Cn 1= Y p_o @kbn—y die Koeffizienten des Cauchyprodukts, und Sy := 25:0 ¢, die zugeho-
rigen Partialsummen.
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Wir zeigen, dass Sy — AB konvergiert fiir N — oo, sowie die absolute Konvergenz von
Y n>0 Cn- Dazu schreiben wir fir N € N

N N n N  N-k N
:ch:ZZakbnk—ZakZb :Zak bl:ZakBN_k
n=0 n=0 k= n= k=0  1=0 k=0
Dann ist
N
AB— Sy =(A—Ay)B+ AxB — Sy = (A~ Ay)B+ Y ar(B — By_y).
k=0

Da nach Voraussetzung Ay — A fiir N — oo, folgt limy_oo(A — Ay)B = 0. Fiir den
zweiten Teil zerlegen wir die Summe in zwei Teile. Dazu sei L := [%} Es sei e > 0
gegeben. Da Zkzo aj absolut konvergent ist, existiert ein C; > 0 mit

!
> Jax <€y fiiralle I € Ny,
und es existiert ein N; € N mit

D lax| < firallem > 1> Ny,

Da By — B fir N — oo, existiert des Weiteren ein Cy > 0 mit |B — B;| < Cs fiir alle
[ € Ng, und es existiert ein Ny € N mit

|IB— B <e fur alle [ > Ns.
Fir N > 2max(Ny, Ns) folgt
L L
\Zak(B—BN,k)\ SZ akHB BN k| < max ’B Bl <Z‘ak‘) <Cl€
k=0 =

<IKN

und

N
’ Z Clk(B—BN,k)’ < max ‘B Bl ( Z \%\) <CQ€

N+1
k=L +1 0sI=75— k=L+1

Somit ist Sy — AB fiir N — oo gezeigt. Schlieflich folgt die absolute Konvergenz von
ano ¢, aus der Abschétzung

> e iimnbn k|<(2|ak|) (ﬁ:lbzl)§<§:|ak|)-<§:|bl|>.
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4.6. Die Exponentialreihe

k

LEMMA 4.19. Fir jedes z € C konvergiert die Reihe Z % absolut.

k>0

P

BEWEIS. Es sei z € C\ {0}. Fiir k¥ € Ny setzen wir a; := %;, dann ist
Ak1 | _ 2| < 1
ag k +1 = 2

fir k > 2|z|. Nach dem Quotientenkriterium (Satz|4.12)) konvergiert die Reihe absolut. O

Dies erlaubt die folgende Definition.
DEFINITION 4.20. Die Abbildung

©  _k

z

exp: C— C, zr—>§ 7
k=0

k
heilst Fxponentialfunktion, und die Reihe Z % heifst Ezponentialreihe von z € C.
k>0

BEMERKUNG. Fiir € R ist exp(z) € R. Die auf R eingeschrinkte Abbildung R — R,
k

“x
x Z o wird ebenfalls mit exp bezeichnet.
k=0

Als Anwendung von Cauchyprodukten erhalten wir die Funktionalgleichung der Fxponen-
tialfunktion.

LEMMA 4.21. Fir z,w € C gilt
exp(w) - exp(z) = exp(w + z).

BEWEIS. Nach Lemma {.19| konvergieren die Reihen ), ., “’k—f und Ez>07_xl absolut.
Nach Satz .18 erhalten wir - N

k=0 =0 n=0

Aus der binomischen Formel folgt aber

N T 1< n! P R S | "
Y ()
k=0 k=0 k=0

Einsetzen liefert die Behauptung. O

BEMERKUNG. Fiir r € Q gilt
exp(r) = €',
wobei e die Eulersche Zahl aus Beispiel ist.
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= e ist. Aus Lemma

— 1
BEWEIS. (i) In Beispiel |3.23| wurde gezeigt, dass exp(1) = Z ]
k=0

folgt

exp(2) = exp(l + 1) = exp(1) - exp(1) = €.

Induktiv erhélt man
exp(k) = e, keN.
(ii) Durch Einsetzen erhilt man exp(0) = 1 = ¢". Hieraus folgt fiir k € N
1 =exp(0) = exp(k — k) = exp(k) - exp(—k),

also exp(—k) = (exp(k))~! = e~*. Somit ist exp(k) = e* fiir k € Z gezeigt.
(iii) Es sei nun r = § € Q, mit p,q € N. Zunéchst ist

1 1 1 1
e = exp(1l) = exp(q - 5) = exp(; +...+ 5) = (exp(g))q,
1
g-ma
also exp( é) — ¢u. Hieraus folgt
P 1 1 1 1
exp(=) = exp(= +... + —) = (exp(=))" = (e1)?,
q q q q
1
p-ma

py _ 2 NP p Py _ _
also exp(®) = es. SchlieRlich ist exp(—2)exp(£) = exp(0) = 1, also

Py ex P 1= eg _1:(3_%.
eXP(—a)—( p(q)) (e7)

4.7. Uneigentliche Konvergenz
Wir wollen auch ausdriicken konnen, dass eine Folge , gegen unendlich geht”. In dieser
Situation ist die betrachtete Folge divergent, besitzt jedoch oo als sogenannten uneigent-
lichen Grenzwert.
Wir fiihren die Symbole —oco und +o00 = oo ein, fiir die

—00 < T <00 fir alle z € R

gelten soll. R := R U {—o0, 00} wird als erweiterte Zahlengerade bezeichnet.

Achtung: —oo, oo sind keine reellen Zahlen. Ausdriick wie z.B. 0o — oo oder 22 sind nicht
definiert.

Ist M C R nichtleer und nicht nach oben (bzw. nicht nach unten) beschrankt, so setzen
wir sup M := oo bzw. inf M := —cc.
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DEFINITION 4.22. Es sei (a,), eine Folge in R. Wir sagen a, — oo fiir n — oo (bzw.
a, — —oo fiir n — o0), falls fiir alle K > 0 ein Nx € N existiert mit

a, > K (bzw. a, < —K) fiir alle n > N

In diesem Fall spricht man von uneigentlicher Konvergenz. Anstelle von a,, — +oo fir

n — oo schreiben wir auch lim a,, = +oc0.
n—oo

BEISPIEL. Die Folge (n? — n),ey ist divergent, aber es gilt lim (n* — n) = oc:

n—oo
Sei K > 0 gegeben. Wir wihlen N := max([K] + 1,2), dann ist
n—n=nn-1)>n>K fir alle n > Nk,

d.h. (n? — n),en konvergiert uneigentlich gegen oo.

Sehr niitzlich ist oft der folgende Satz, der Nullfolgen und uneigentlich konvergierende
Folgen in Beziehung setzt. Vergleiche auch Satz [3.9] bei dem Nullfolgen ausgeschlossen
waren.

SATZ 4.23. Es sei (ay), eine Folge in R mit a,, # 0 fir alle n € N. Dann gilt

1
(i) — — 0 fir n — oo, falls a, — oo oder a,, — —oo fiir n — oo.
a

n

1
(i) — — oo fiir n — oo, falls a, — 0 fiir n — oo und ein Ny € N existiert mit a,, > 0
G,
fur alle n > Ny.

1
(i1i)) — — —o0 fiirn — oo, falls a, — 0 fir n — oo und ein Ny € N existiert mit a,, < 0
fz';r alle n > Njy.

BEWEIS. (i) Sei € > 0. Es gelte a,, — co. Dann existiert zu K := % ein Ng € N mit
a, > K fir alle n > Ny, und somit
1 1
I< —<—==c¢ fir alle n > Np.
a, K
D.h. es gilt i — 0 fiir n — oo. Analog zeigt man die Aussage im Fall a,, — —o0.
(ii) Sei K > 0. Zu € := &+ > 0 existiert nach Voraussetzung ein N. € N mit |a,| < € fiir
alle n > N.. Fiir M := max(N., Ny) folgt a,, > 0 und
1

— 2
an

=K fir alle n > M.

m | =

(iii) analog zu (ii). O

BEISPIEL. Sei (a,), = ((—1)"-5),. Dann gilt a, — 0 fir n — oo, aber a, - oo und
a, -~ —oo fir n — oc.

Wir wollen entsprechend auch limsup,,_, . a, = oo bzw. liminf, . a, = —oo definieren.
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DEFINITION 4.24. Es sei (ay), eine Folge in R. Ist (a,), nicht nach oben bzw. nicht nach
unten beschrankt, so setzen wir

limsupa, :=o00 bzw. liminfa, = —o0.
n—00 n—0o0

BEMERKUNG. (i) Die Definition ist konsistent mit der Definition des Limes superior
bzw. Limes inferior fiir beschrénkte Folgen (vergleiche Definition [3.24)): Ist b, =

sup ay, so ist die Folge (a,), genau dann nicht nach oben beschrankt, wenn b, = 0o
k>n
ist fiir alle n € N. Entsprechendes gilt fiir den Limes inferior.

(ii) Ist (an)n nicht nach oben beschrénkt, so existiert eine Teilfolge (a,,); von (ay), mit

lim a,; = co. (Beweis analog zu Satz [3.17| mit rekursiver Definition der Teilfolge.)
Jj—o0

4.8. Potenzreihen
Wir wollen die bisher erarbeitete Theorie zu Reihen verwenden, um spezielle Funktionen

auf R bzw. C zu definieren. Dazu betrachten wir sogenannte Potenzreihen.

DEFINITION 4.25. Es seien a,, € C fiir n € Ny gegeben, und es sei z € C. Die Reihe
> e
n>0

heifst Potenzreihe mit Koeffizienten a,,.

n

BEISPIEL. Die in Abschnitt eingefiihrte Exponentialreihe ) . %, z € C, ist eine

Potenzreihe mit Koeffizienten a,, = %

Um die Konvergenz von Potenzreihen zu untersuchen, fithren wir folgende Definition ein.

DEFINITION 4.26 (Konvergenzradius). Es seien a,, n € Ny gegeben. Wir setzen

1
falls 0 < lim sup /|a,| < oo,

limsup,,_,.. /]an| n—o0

P=9o, falls ({/|an|), unbeschrankt,
00, falls lim {/|a,| = 0.
n—oo

Es geniigt, den Konvergenzradius einer Potenzreihe und nicht die genaue Folge der Koef-
fizienten zu kennen, um folgende Aussagen zur Konvergenz treffen zu konnen.

SATZ 4.27. FEs sei Z anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p, und z € C.
n>0
(1) Ist p € (0,00), so konvergiert die Reihe absolut fir |z| < p, und divergiert fir |z| > p.
(11) Ist p =0, so divergiert die Reihe fir alle z € C\ {0}.
(111) Ist p = 0o, so konvergiert die Reihe absolut fiir alle z € C.
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BEMERKUNG. Da die betrachteten Félle disjunkt sind, kann auch umgekehrt von dem in
(i)-(iii) beschriebenen Konvergenzverhalten auf den Wert von p geschlossen werden. Z.B.
ist p = oo genau dann, wenn ano a,z" fiir alle z € C absolut konvergiert.

BEMERKUNG. Ist z € C mit |z| = p, so kann ) . a,2" konvergieren oder divergieen.
Vergleiche die Beispiele unten.

BEWEIS VON SATZ [4£.27] Sei zunéchst p € (0,00). Dann ist

limsup v/|a,2"| = |z|limsup {/|a,| = Lzl

Z|
n—o0 n—00 1%

Nach dem Wurzelkriterium (Satz (4.11) konvergiert > . a,z" absolut fiir % < 1 und

divergiert fiir lﬁp' > 1.

Ist p = 0, so ist fiir jedes z # 0 die Folge ({/|anz"|)n = |2|({/|an|)n unbeschrénkt. Also
existiert nach der Bemerkung nach Definition eine Teilfolge mit /|a,,2"| > 1 fiir
alle j € N, und somit auch |a,,2"/| > 1 fiir alle j € N. D.h. (a,2"), ist keine Nullfolge,
nach Satz divergiert die Reihe.

Ist p = 00, so existiert lim, o {/|a,2"| = |z|lim, o {/|as| = 0, woraus nach Satz

die Konvergenz fiir alle z € C folgt. O

In manchen Féllen lasst sich der Konvergenzradius leichter berechnen.

SATZ 4.28. FEs sei Zanz” eine Potenzrethe mit a, # 0 fir alle n € Ny, z € C, und es
n>0

an | € [0, 00]. Dann gilt

existiere lim ’

G

p = lim
n—oo an+1

BEWEIS. Wir setzen «v := lim,,_, [-%2-| € [0, 00]. Ist a € (0, 00), so ist fiir z # 0

an+1
n+1
. Ap417 ‘Z|
llm —_— = —.
n—00 Ay 2™ «

Die Behauptung folgt nun aus Satz (Quotientenkriterium) und Satz mit der
anschliefsenden Bemerkung. Der Fall o = oo folgt analog mit Satz 4.23]
Ist « =0 und z # 0, so ist (“2),, unbeschrinkt, somit existiert eine Teilfolge mit

an

n;+1
Apj+1277 QAn;+1

= ||

> 1 fiir alle j € N,

.
Ay, . 2" .
U] )

woraus folgt, dass (an,2"); und somit auch (a,z"), keine Nullfolge ist. Die Behauptung
folgt aus Satz [4.2] O
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n

BEISPIEL. (a) (Exponentialreihe) Z Z—‘, z € C. Hier ist

n>0
a n+1)!
- :( |):n+1—>oo, n — 0o,
An41 n:

also nach Satz p = oo. D.h. die Reihe konvergiert fiir alle z € C.

(b) (Geometrische Reihe) Zz”, z € C. Wegen a,, = 1 fiir alle n € Ny ist p = 1. Ist
n>0

|z| = 1, so divergiert die Reihe, vergleiche Beispiel (d) in Abschnitt [4.1]
(c) Sei p € Q. Wir betrachten die Reihe anz”, z € C. Hier ist

n>1

ay, np n P
= = — 1, n — 0o,
any1 (n+1)P n+1

also ist nach Satz der Konvergenzradius p = 1. Wir erhalten aus Satz bzw.
Satz keine Aussagen zur Konvergenz fiir |z| = 1.

1
(d) (Fall p = —1 in (c)) Z—z", z € C. Nach (c) ist p = 1. Wie zuvor schon gezeigt
n

n>1

wurde, ist die Reihe fiir z = 1 divergent (harmonische Reihe), fiir z = —1 konvergent
(alternierende harmonische Reihe).

1
(e) (Fall p = —2 in (c)) Z—Qz", z € C. Nach (c) ist auch hier p = 1. Nach dem
n

n>1
Majorantenkriterium erhalten wir Konvergenz der Reihe fiir alle z € C mit |z| = 1.

Wir notieren noch zwei Rechenregeln zur Addition und Multiplikation von Potenzreihen,
die wir fiir konvergente bzw. absolut konvergente Reihen schon bewiesen hatten.

SATZ 4.29. Es seien ) o an2" und ), o bn2" 2wei Potenzreihen mit Konvergenzradius
Pa bzw. py. Fiir z € C mit |z] < p := min(p,, pp) gilt

i a, 2" + i b,2" = i(an + b,)2",
n=0 n=0 n=0
a,z") - (Z by2") = Z(Z agbn_)z".
n=0 n=0 n=0 k=0

BEWEIS. Folgt aus Satz [£.3| und Satz [£.18]

Sinus und Cosinus

Analog zur Definition der Exponentialfunktion definieren die Funktionen Sinus und Cosi-
nus durch die Reihenwerte zweier Potenzreihen.
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DEFINITION 4.30 (Sinus und Cosinus). Wir definieren die Abbildungen

e ZQn
cos: C — C, cos(z) := 1" ,
B =2 G
und
. . o0 . 22n+1
sin: C — C, sin(z) := Z(—l) Tk
n=0 ’

Die Abbildungen cos und sin werden Cosinus bzw. Sinus genannt. Die zugehorenden

Potenzreihen
2n 22n+1

2V G X Gy

n>0

heilen Cosinusreihe bzw. Sinusreihe.

Der Zusammenhang zwischen den Reihenwerten der Exponentialreihe
22 23 2
exp(z) =1+z+ ~+ 7+ -+

2031 4
und der Cosinusreihe
_1 22 2t 0
cos(z) = _ﬁ—i_ﬂ_ﬁ—i_"’
bzw. Sinusreihe
) _ 2 25 7
Sln(Z)—Z—g—{—g—?—l—

wird in folgendem Satz deutlich.

SATZ 4.31. Die Abbildungen sin und cos sind wohldefiniert. Die Sinus- und Cosinusreihe
haben Konvergenzradius p = oco. Es gilt die Eulersche Formel

(4.7) exp(iz) = cos(z) + isin(z), z € C.

BEWEIS. O

BEMERKUNG. Fiir z € R sind cos(z) und sin(x) reell. Die auf R eingeschrinkte Abbil-
dungen R — R,  + cos(x), und R — R, x — sin(x) werden ebenfalls mit Cosinus bzw.
Sinus bezeichnet.

BEMERKUNG. Wir schreiben im Folgenden auch e* := exp(z) fiir z € C. Wir werden dies
im néachsten Kapitel rechtfertigen.

LEMMA 4.32. (i) Fir z € C gilt cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z).
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(11) Fir z € C gelten
1 . )
cos(z) = §(€ZZ +e %),

1

:Z(e —e ).

sin(z)
(111) (Additionstheoreme): Fiir z,w € C gilt
cos(z £ w) = cos(z) cos(w) F sin(z) sin(w),

sin(z + w) = sin(z) cos(w) £ cos(z) sin(w).

(iv) Fir z € C gilt
sin®(2) + cos?(z) = 1.

BEWEIS.



KAPITEL 5

Stetige Funktionen

5.1. Definition und elementare Eigenschaften

DEFINITION 5.1. Es sei D € C, D # ), und z € C. z heift Haufungspunkt der Menge
D, falls fiir jedes r > 0 ein Element w € B(z,7) N D existiert mit w # z. Ist z € D kein
Haufungspunkt von D, so heist z isolierter Punkt von D.

BEMERKUNG. (i) Ein Haufungspunkt einer Menge D muss nicht selbst in D liegen.
Beispiel: D = (0,1] € R. 0 ist Haufungspunkt von D (zu gegebenem r > 0 ist
B(0,7)ND = (0,7), mit 0 # § € (0,7)), aber 0 ¢ D.

(ii) z € C ist genau dann ein Haufungspunkt von D, wenn eine Folge (z,), in D \ {z}
existiert mit z,, — 2z fir n — oo.
Beweis: Ist z ein Haufungspunkt von D, so wahlen wir fiir jedes n € N ein z, €
B(z,1)ND mit z, # z. Dann ist (2,),, Folge in D\{z}, und wegen |z—z,| < & fiir alle
n € N folgt die Konvergenz z,, — z fiir n — oo. Existiert umgekehrt (z,), C D\ {z}
mit z, — 2, so existiert zu gegebenem r > 0 ein n € N mit |z — z,| < r, also ist
zn € B(z,7)N D, und z, # z.

(iii) Man muss die Begriffe ,,Haufungspunkt einer Folge* und ,, Haufungspunkt einer Men-
ge auseinanderhalten: Ist z Haufungspunkt von D, so ist z auch Haufungspunkt der
Folge (zy), aus (ii) (vergleiche Definition [3.16)). Ist z isolierter Punkt von D, so ist z
kein Haufungspunkt von D, aber z ist Haufungspunkt der konstanten Folge (z),.

BEISPIEL. (a) D = (0,1) U {2}. Hier ist jedes z € [0,1] Haufungspunkt von D. 2 ist
isolierter Punkt von D, da z.B. fiir r = § der Schnitt B(2,3) N D = {2} kein weiteres
Element aufser 2 enthélt.

(b) NC Cund Z C C: Jedes m € N bzw. m € Z ist ein isolierter Punkt.

DEFINITION 5.2 (Grenzwert von Funktionen). Es sei D C C, D # ), und 2y € C ein
Haufungspunkt von D, sowie wy € C. Sei f : D — C eine Funktion.

(i) Wir sagen, f konvergiert gegen wq fir z — =z, falls
fiir jede Folge (z,)n C D\ {20} mit z, — zo gilt
(5.1) f(zn) — wo fir n — oo.

Notation: lim f(z) = wy.

Z—r20

69
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(i) Es sei D C R. Wir sagen, f konvergiert gegen wq fir z — zo— bzw. fiir z — 2o+,
falls in zusitzlich z, < z fiir alle n € N bzw. 2, > z, fiir alle n € N gilt. wy
heifst dann linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert von f.

Notation: wy = le)g.l f(2) bzw. wy = leérolJrf(z)

BEMERKUNG. Bei dieser Definition spielt der Funktionswert f(zg) keine Rolle!

BEISPIEL. Sei f: R, \ {1} = R, f(x) = %=%. Dann ist 1 Hiufungspunkt von R, \ {1},

z2-1"

1
und lirq flz) = 7" Sei dazu (), € Ry \ {1} mit z, — 1 fiir n — oco. Dann gilt nach den
T—r
Rechenregeln fiir Folgen
= = — % _’
2-1 (zp+1)(z,—-1) z,+1 2

n — .

DEFINITION 5.3 (Uneigentlicher Grenzwert). Es sei D C R, D # ).
(i) Wir nennen oo (bzw. —o00) uneigentlichen Haufungspunkt von D, falls D nicht nach
oben (bzw. nicht nach unten) beschrénkt ist.

(ii) Sei f : D — C eine Funktion, sei wy € C. Wir sagen, f konvergiert gegen wq fir
r — oo, falls
fir jede Folge (z,,), € D mit x,, — oo gilt
f(zn) = wo fiir n — oo.

Notation: lim f(z) = wo bzw. lim f(x) = wo.
T—00 T—>—00

Alternativ lassen sich Grenzwerte von Funktionen auch mittels Umgebungen um zy bzw.
wy definieren. Dabei wird gefordert, dass zu beliebig vorgegebener Kreisscheibe B(wy, €)
um den Wert wy eine Kreisscheibe B(zo, d) um zy so gefunden werden kann, dass das Bild
von B(z,d) unter f ganz in B(wo, ¢) liegt. D.h. ist z € B(z,d), so muss f(z) € B(wy,¢)
gelten.

LEMMA 5.4. Es seien D C C, D # (), zo € C ein Haufungspunkt von D, wy € C und
f: D — C eine Funktion. Es gilt lim f(z) = wo genau dann, wenn gilt:
Z—20

fir alle e > 0 ezistiert ein § = d(e) > 0 so, dass
(5.2) |f(2) —wo| <e fir alle z € D,z # 2z, mit |z — z| < 6.

BEMERKUNG. Formal lésst sich (5.2]) folgendermafen ausdriicken:
Ve>0 36=0(c) >0 Vze D\ {2} N B(2,9): |f(2) —wo| <e.
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BEWEIS. (5.2) = (5.1). Es sei (2,,)n € D\ {20} gegeben mit z, — 2. Sei € > 0. Nach
Voraussetzung (.2)) existiert ein 6 = §(g) > 0 mit

|f(z) —wo| < e fir alle z € D\ {20} mit |z — 29| < 6.
Da (z,), konvergiert, existiert auferdem ein N = N(9) € N mit
|2n — 20| <6 fur alle n > N.
Somit folgt
|f(zn) —wo| < e fiir alle n > N,

d.h. f(z,) — wy fiir n — oco. Dies zeigt (5.1)).
(5.1) <= (5.2]). Angenommen, es existiert ein € > 0 so, dass fiir alle 6 > 0 ein z5s € D\ {20}

existiert mit
|zs — 20| <0 und |f(zs5) —wo| > €.
Dann existiert insbesondere fiir jedes k € N (mit Wahl § = ) ein z; € D \ {2} mit

1
|zk—zo\§% und | f(zx) — wo| > €.

D.h. die Folge (zx)r € D \ {20} konvergiert mit z, — z9, k — oo, aber f(zx) - wo,
k — oo, im Widerspruch zu ([5.1]). U

BEMERKUNG. Fiir links- bzw. rechtsseitige Grenzwerte ldasst sich im Fall D C R entspre-

chend zeigen, dass genau dann limjE f(2) = wp, wenn gilt:
Z—r20

fiir alle € > 0 existiert ein 6 = d(e) > 0 so, dass
1f(2) —wo| < e fir alle z € D mit zp < 2 < 29+ 9 (bzw. 20 — § < 2z < zp).

Fiir uneigentliche Grenzwerte erhalten wir die folgende Charakterisierung.

LEMMA 5.5. Es seien D C R, D # (), wy € C, und oo (bzw. —o0) sei ein uneigentlicher
Haufungspunkt von D. Sei f : D — C eine Funktion. Es gilt hril f(z) = wo genau dann,
T—rT 00

wenn gilt:
fir alle e > 0 existiert ein K = K(¢) > 0 so, dass
|f(z) —wo| < ¢ fir allex € D mit x > K (bzw. v < —K).
BEWEIS. Analog zu Lemma [5.4] O

Wir wenden Lemma [5.4 an, um Grenzwerte zu berechnen.
BEISPIEL. Wir betrachten die Wurzelfunktion f : [0,00) = R, z — /.
(i) Es gilt lim f(z) = 0.
z—0+
Beweis: Sei € > 0. Setzen wir § = 2 > 0, so ist
@) —0 = i< Vi=c

fiir alle 0 < z < 4.
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(ii) Sei zp € (0,00). Dann ist lim f(x) = /.

T—T0
Beweis: Sei ¢ > 0. Wir wéhlen ¢ = min(e,/Zg, zo). Dann gilt fir alle x € R mit
|z — x| <9, dass x > 0 ist, sowie

_ - T — To |$U—l’0‘ 1)
!f($)—\/$_0|—|\/5—\/$_o!—\ﬁ+\/x—o\§ <

< <e.
/Lo A/ T

Aus den schon bekannten Rechenregeln fiir Folgen erhalten wir folgende Rechenregeln fiir
Grenzwerte.

SATZ 5.6. Es seien D C C, D # 0, 29 ein Haufungspunkt von D (bzw. ein uneigentlicher
Hdaufungspunkt von D C R), vg,wy € C. Seien f : D — C und g : D — C Funktionen,
und es existiere

i fe) =, Jin gle) =

Es sei A € C. Dann gilt
(1)
Jim (£(2) + (2)) = v + up,
lim (A f(z)) = Ao,

Z—20

lim (£(2) - g(2)) = vo - wo.

Z—Z0
(11) Ist lim g(z) # 0, so existiert ein 6 > 0 mit g(z) # 0 fir alle z € D\ {z} mit
Z—rZ20

|z — 20| <6 (bzw. es existiert ein K > 0 mit g(z) # 0 fir alle z > K bzw. z < —K,
falls zy uneigentlicher Hdaufungspunkt von D). Dann gilt
lim _f(z) = ﬂ,
220 g(z)  wo
und insbesondere
1 1

lim — = —.
220 g(2)  wo

(i) Gilt f: D — R, g: D — R, und ist f(z) < g(2) fir alle z € D, so folgt vo < wy.
(i) Gilt f,g,h : D — R, ist f(z) < h(z) <
:vo

existiert lim h(z), und lim h(z)
2—20 Z—r20

g(z) fir alle z € D, und ist vy = wy, so

BEWEIS. (i) folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen (Satz [3.6] Satz [3.8). Wir zeigen
exemplarisch die erste Aussage. Sei dazu (2,), € D \ {20} eine Folge mit z, — z,. Nach
Voraussetzung gilt f(z,) — vo und g(z,) — wy, n — co. Also liefert Satz [3.6] dass

f(zn) +g(2n) = vo +wo, 1 — o0,
Da (z,)n beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung.

(ii) folgt aus Satz E Wir wahlen dazu ¢ := @ > 0, dann existiert nach Lemma
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bzw. Lemmaein d=46(e) >0 (bzw. K = K(¢) > 0) mit |g(z) —wo| < e = @ fur
|z — 20| <0 (bzw. fir z > K bzw. z < —K). Also ist

w w
9(2)] = la(2) — w0 + o] > [ug] — 220 = 1201 g
(iii), (iv) folgen entsprechend aus Satz bzw. Satz 0

BEMERKUNG. Die Aussagen in Satz gelten entsprechend auch fiir links- bzw. rechts-
seitige Grenzwerte.

Wir fithren nun den Begriff der Stetigkeit einer Funktion ein. Grob gesprochen soll qualita-
tiv untersucht werden, ob kleine Anderungen in den Funktionswerten durch entsprechende
Anderungen im Urbild kontrolliert werden kénnen. Dies wird spéter (vgl. Satz noch
etwas deutlicher werden.

DEFINITION 5.7 (Stetigkeit einer Funktion). Es seien D C C, D # ), und zy € D. Sei
f:D — C. f heilt stetig in 2z, falls

fir jede Folge (z,)n C D\ {20} mit 2z, — zo,n — o0, gilt
f(zn) = f(z0), n— o0.
f heifst stetig (auf D), falls f in jedem Punkt zy € D stetig ist.

Notation:
C(D) :=C(D;C) :={f: D — C| f stetig},
C(D;R) :={f: D — R| f stetig}.

BEMERKUNG. 1) Ist 2y € D ein isolierter Punkt, so existiert keine Folge (z,), € D\ {z0}
mit z, — zo. D.h. f ist in isolierten Punkten 2, immer stetig.

2) Ist zp € D ein Haufungspunkt von D, so ist f genau dann in z, stetig, wenn lim f(2)
Z—r20

existiert und

lim f(2) = f(20).

Z—r 20

BEISPIEL. (a) Die Wurzelfunktion f : [0,00) — R, 2 — +/z ist stetig (vergleiche Beispiel
oben).

(b) Die Funktionen f:R — R, z + 2 und g : R — R, x — 22 sind stetig.
Beweis: Sei dazu xy € R, und (z,,) C R mit x, — g, n — oo. Dann gilt
flzn) =z = x0 = f(20), n — 0o,
g(xn) = 22 — 23 = g(x0), n — oo.
(¢) Die Funktion f: R\ {0}, z — & ist stetig.
Beweis: Sei g € R\ {0}, und sei (z,,), € R\ {0} mit z,, = x¢, n — 00. Da zy # 0,
folgt nach Satz , dass f(z,) =+ — %, n — oo.

In
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BEMERKUNG. 3) Ist f : D — C eine stetige Funktion und (z,), C D eine konvergente
Folge, so gilt
lim f(z,) = f(lim z,).
n—oo n—oo
D.h. stetige Funktionen sind mit Grenzwertbildungen vertraglich®“.

Rechenregeln

Es seien D CC, D # 1, f,g: D — C und XA € C. Wir definieren punktweise
f+g9:D—=C, zw— f(z)+g9(2),
A :D—=C, z+ Af(2),
f9g:D—=C, z~ f(2) g(2).
Ist g(2) # 0 fiir alle z € D, so setzen wir

i:D—>C, Z'_>f(z).

g 9(2)

Dann erhalten wir aus Satz folgende Rechenregeln fiir die Stetigkeit.

SATZ 5.8. Es seien D CC, D # 0, zo€ D, f,g: D — C und A € C. Es seien f und g
stetig in zo. Dann gilt
(i) f+g, \f und f - g sind stetig in z.
(i1) Es sei g : D — R, und es gelte g(zy) > 0. Dann existiert ein r > 0 so, dass g(z) > 0
fir alle z € D mit |z — 2| <.
(i1i) Es sei g(z9) # 0. Dann ist % stetig in zp.

BEWEIS. folgt direkt aus Satz [5.6] In (ii) ist zu beachten, dass fiir isolierte Punkte z
nach Definition ein r > 0 existiert mit B(zp,7) N D = {2o}. O

Auch bei der Kompositionen von Funktionen wird die Stetigkeit erhalten.

SATZ 5.9. Es seien D,E CC, D,E # 0, f : D — C, g : E — C zwei Funktionen mit
f(D) C E. Seizy € D. f seistetig in zy und g sei stetig in f(zy). Dann ist go f: D — C
stetig in 2.

BEWEIS. Es sei (2,,)n, € D\ {20} mit z, — 29, n — 00. Da f in z, stetig ist, gilt
f(zn) = f(20), n = oco. Nun ist (f(2,))n € E, mit f(z,) = f(20), n = co. Da g in f(z)
stetig ist, erhalten wir

9(f(zn)) = 9(f(20)), n — o0
O

KOROLLAR 5.10. Es sei D CC, D # 0, f: D — C stetig in zo € D. Dann sind |f|, Re f
und Im f stetig in zg.

BEWEIS. . O



5.1. DEFINITION UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 75

BEMERKUNG. Die Umkehrung von Satz[5.9ist im Allgemeinen falsch. D.h. ist go f stetig
in zg, so ist im Allgemeinen weder f noch g stetig in zg bzw. f(z).

BEISPIEL. (d) Polynome sind stetig auf C. Als Polynom bezeichnen wir Funktionen der
Formp:C—C, z+— ag+ a1z + ...+ a,2™, mit ag,aq,...,a, € C fir ein m € N.

(e) Sind p, ¢ Polynome auf C, so ist die rationale Funktion r : Q@ — C, z — p(z) stetig auf

Q, wobei Q := {z € C|q(2) # 0}. aC2)

BEMERKUNG. Nach Satz [5.8ist C(D) ein Vektorraum (vergleiche Lineare Algebra).

Wie auch bei Grenzwerten kann die Stetigkeit einer Funktion entweder iiber Folgen defi-
niert werden oder mit Hilfe von Kreisumgebungen (e-0-Definition der Stetigkeit).

SATZ 5.11. Essei D CC, D # 0, zo € D und f : D — C. f ist genau dann in z, stetig,
wenn qgilt:
fir jedes € > 0 existiert ein 6 = 6(¢) > 0 so, dass
1f(2) — f(z0)| <e  firallez€ D mit |z — 2| <.

BEWEIS. Die Aussage folgt aus Lemma [5.4] Ist 2, ein isolierter Punkt, so existiert ein
d > 0 mit B(zp,0) N D = {z}. O

BEMERKUNG. Formal lautet die Bedingung des Satzes:
Ve>0 36=46(s) >0 Vze€ DN B(z,0): |f(2) = f(20)] < e.

Wir verwenden Satz[5.11] um die Stetigkeit von durch Potenzreihen gegebenen Funktionen
im Inneren des Konvergenzbereichs zu zeigen.

SATZ 5.12. Es sei ) . an2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann ist die
Funktion -

f:B(0,p) = C, z»—)Zanz”
n=0

stetig. Ist p = 00, so ist [ stetig auf C.

BEWEIS. Es sei zg € B(0, p) und € > 0. Wir wéhlen 7 > 0 mit 0 < |2 < r < p. Nach
Satz konvergiert die Reihe »_ |a,[r". Also existiert ein N = N(¢) € N mit
(5.3) > anlr <.
n=N+1
Wir bezeichnen die durch die N-te Partialsumme der Reihe gegebene Funktion mit p, d.h.
p:C—C, 2z~ ZTJLO a,z". Nach Beispiel (d) ist das Polynom p stetig auf C, d.h. es
existiert ein 0 = d(¢) > 0 mit

(5.4) Ip(2) — p(20)| < € fir alle z € C, |z — 2] < 0.
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Sei z € C mit |z| < r. Wir zerlegen f und schétzen ab

f(2) = f(z0)l = ) anz" =) anz]
n=0 n=0

N N 00 00
S|Zanzn_zanzgl+| Z anz"| + | Z anzg |
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1
(5.5) <p(z) = p(20)| +2 Y lanlr™,
n=N+1

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass |z| < r und |zy| < r gilt. Nach Wahl
von r existiert ein dy mit 0 < &y < r — |zp|. Wir setzen d; = min(J,dp). Dann impliziert
die Bedingung |z — zo| < 6; auch |z| < r. Somit erhalten wir aus (5.3)), (5.4) und (5.5) fiir

alle z € C mit |z — 29| < 6y, dass
|f(z) = f(20)| < €+ 2 =3e.
O

BEISPIEL. (f) Die Funktionen exp : C — C, sin : C — C und cos : C — C sind stetig.
Beweis: Dies folgt direkt aus Satz [5.12] da die zugehorenden Potenzreihen jeweils
Konvergenzradius p = oo haben.

DEFINITION 5.13 (Gleichméfige Stetigkeit). Es sei D C C, D # (), und f : D — C. f
heilst gleichmdfsig stetig auf D, falls gilt:

fiir jedes £ > 0 existiert ein 0 = d(¢) > 0 so, dass
|f(2) — f(w)| < e fir alle z,w € D mit |z — w| < 4.

BEMERKUNG. Ist f gleichméfig auf D, so ist f stetig auf D. Die Umkehrung gilt im
Allgemeinen nicht, da bei der Definition der Stetigkeit § von zy abhéngen kann.

5.2. Hauptsiatze fiir stetige Funktionen

DEFINITION 5.14. Es sei A C C eine Menge. A heifst abgeschlossen, falls fiir jede konver-
gente Folge (2,), € A mit z, — z fiir n — oo auch z € A gilt.

BEISPIEL. (i) C,{) sind abgeschlossen. R ist abgeschlossen.
(ii) Abgeschlossene Intervalle [a, b] C R sind abgeschlossen: Ist (z,), C [a, b] mit z, — =,
n — 00, so ist a < x, < b fiir alle n € N. Nach Satz folgt, dass auch a <
x < b gilt, d.h. = € [a,b]. Entsprechend kann man auch zeigen, dass abgeschlossene
Kreisscheiben B(zg,7) in C abgeschlossen sind.
(iii) Das Intervall (0, 1] ist nicht abgeschlossen, da z.B. die Folge (1), C (0,1] ist, aber
%—>O,n—>oogilt.

SATZ 5.15. Es sei D C C, D # (), abgeschlossen und beschrinkt. Ist die Funktion f : D —
C stetig auf D, so ist sie gleichmdflig stetig auf D.
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BEMERKUNG. 1) Der Satz besagt: Jede auf einer abgeschlossenen und beschriankten Men-
ge stetige Funktion ist dort gleichméfig stetig.

2) Beispiel (c) zeigt, dass die Voraussetzung, dass D abgeschlossen ist, notwendig ist.

3) Die Voraussetzung, dass D beschréankt ist, ist ebenfalls notwendig: Betrachte dazu z.B.
die Funktion f : R — R, x — 2% Wir wihlen ¢ = 1. Es sei § > 0 beliebig. Dann gilt
fir # =  und y = § + 3, dass |z —y| < 0 ist, aber

7(@) ~ )l =1y~ o)y +2) =06 + ) = +2> 1

BEWEIS. Angenommen, f sei stetig, aber nicht gleichméfig stetig auf D. Dann exis-
tiert ein € > 0 so, dass fiir alle 9 > 0 die Aussage

z—w| <6 = |f(z) - flw)]<e
falsch ist. D.h. es existieren zs, ws € D mit
|26 —ws| <0, aber |f(zs)— f(ws)] > e.
Wir wahlen § = % fir £ € N. Hieraus erhalten wir Folgen (zj)g, (wg)x € D mit

(5.6) |21, — wg| < %
und
(5.7) | f(z) = f(wi)| > e

Nun ist (z;)r beschrankt, da D beschrankt ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs
(Satz existiert eine Teilfolge (zx,);, die konvergiert, also 2, — 2z € C, j — oo. Da
D abgeschlossen ist, folgt zo € D. Wegen folgt aukerdem, dass wy;, — 29, j — co. Da
[ stetig ist auf D, folgt hieraus f(wy;) — f(20), j — 00, sowie f(z,) — f(20), j — 0.
Widerspruch zu (5.7)). O

Wir betrachten im Folgenden reellwertige Funktionen. Wir zeigen eine erste Aussage zu
Extremwerten stetiger Funktionen.

SATZ 5.16. Es sei D C C, D # (), abgeschlossen und beschrinkt, und f : D — R sei stetig.
Dann nimmt f auf D ihr Mazimum und Minimum an, d.h. es existieren z,,z* € D mit

f(z) = min f(z) = min{f(z) [ 2 € D},
f(z") = max f(z) = max{f(2) | z € D}.

BEWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dass s := sup f(D) < oo ist. Wir setzen «,, =
s — 1 < s, n € N. Nach Satz existiert fiir jedes n € N ein z, € D mit

an < f(z,) < s.

Wegen a, — s, n — oo, folgt auch f(z,) = s, n — oo (Satz [3.11)). Andererseits ist (z,),
beschriankt, da D beschrinkt ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs (Satz
existiert eine konvergente Teilfolge (z,,); mit z,, — 2o € C, j — oo. Da D abgeschlossen
ist, gilt z9 € D. Da f auf D stetig ist, folgt nun f(z,,) = f(2), j — oo, aukerdem wurde
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zuvor f(zn,) — s, j — 0o gezeigt. Somit muss s = f(2o) gelten. Setze 2* = 2.

Noch zu zeigen: sup f(D) < co. Angenommen, sup f(D) = oo. Wir setzen dann «,, := n,
n € N. Da f(D) als unbeschriankt angenommen wurde, existiert zu jedem n € N ein
2y € D mit f(z,) > n. Andererseits existiert (analog zu oben) eine Teilfolge (z,,); mit
Zn; — 21 € D, j — 00. Da f stetig ist, folgt f(zn,) = f(21), j — oc. Insbesondere ist die
konvergente Folge (f(z,,)); beschrdnkt. Widerspruch zu f(z,) > n.

Die Aussage fiir das Minimum lésst sich analog zeigen. O

BEMERKUNG. 1) Satz impliziert insbesondere, dass f auf D beschrankt ist, mit
[f(2)] < max{|f(z)], [f(z9)]}, 2 € D.

2) Die Voraussetzungen, dass D abgeschlossen und beschrankt ist, sind notwendig:
(i) Die Funktion f : [0,00) — R, z = z, ist unbeschrankt und max,c( ) f() existiert
nicht. Hier ist D = [0, co) unbeschréinkt.
(i) Die Funktion g : (0,1] = R, x — x, ist beschrénkt mit inf,c( 1) g(x) = 0, jedoch
nimmt ¢g das Minimum nicht an. Hier ist D = (0, 1] nicht abgeschlossen.

Wir betrachten nun auf einem (abgeschlossenen und beschrénkten) Intervall definierte,
reellwertige stetige Funktionen. Hier lasst sich zeigen, dass die Funktion auch jeden Wert
zwischen dem Minimum und dem Maximum annimmt. Insbesondere kann der Satz ver-
wendet werden, um die Existenz von Nullstellen einer stetigen Funktion zu zeigen.

SATZ 5.17 (Zwischenwertsatz). Es sei [ = [a,b] C R ein Intervall, und f : I — R sei
stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen max; f und min; f an, d.h.

F([a,]) = [min f, max f).

Wir beweisen zunéchst einen Spezialfall.

SATZ 5.18 (Nullstellensatz). FEs sei I = [a,b] C R ein Intervall, und f : I — R sei stetig.
Es gelte f(a) > 0 und f(b) <0 (bzw. f(a) <0 und f(b) > 0). Dann besitzt f mindestens
eine Nullstelle in I, d.h. es existiert ein x € (a,b) mit f(x) = 0.

BEWEIS. Wir setzen N := {z € I'| f(x) < 0} und ¢ := inf N. Nach Voraussetzung ist
N # () und nach unten beschrinkt, also existiert inf V.
Behauptung: f(c) = 0. Angenommen, f(c¢) < 0. Dann existiert nach Satz ein r > 0
mit
f(z) <0, c—r<z<c
Widerspruch zu ¢ = inf N als untere Schranke von V.
Angenommen, f(c) > 0. Dann existiert wiederum nach Satz ein 7 > 0 mit

f(z) >0, c<z<cH+T.

Widerspruch zu ¢ = inf N als grofte untere Schranke von N. D.h. es muss f(c) = 0
gelten. 0
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BEWEIS VON SATZ [B.17. Da I = [a,b] abgeschlossen und beschrinkt ist, existieren
nach Satz [p.16 max; f = f(2*) und min; f = f(z.). Ist f(z.) = f(z*), so ist f([a,b]) =
{f(z.)}. Es gelte also f(z.) < f(z*). Sei yo € (f(xs), f(z*)). Ohne Einschrinkung sei
z, < z*. Wir setzen g : [z,,2*] = R, g(z) = yo — f(z). Dann ist g(z.) = yo — f(zx) > 0
und g(z*) = yo — f(«*) < 0. Nach Satz existiert also ein xy € [x,,2*] C [a,b] mit
0= g(z0) = yo — f(2o), d-h. yo = f(z0). O

KOROLLAR 5.19. Es sei I C R ein Intervall, und f : I — R sei stetig. Dann ist f(I) ein
Intervall.

BEWEIS. O

BEISPIEL. Wir betrachten die Funktion f : [0,00) — R, z + exp(z). Nach Definition der
Exponentialfunktion ist f(0) =1,

x n 2

f(m):Z%:1+x+%+...21+w21, x>0,

n=0

und somit f(z) > 1+ 2 — oo fiir + — oo. Nach Korollar folgt f(]0,00)) = [1, 00).

Wir wollen nun noch eine Aussage zur Stetigkeit der Umkehrfunktion zeigen. Dazu be-
trachten wir strikt monotone Funktionen.

DEFINITION 5.20 ((Strikt) monotone Funktionen). Es sei D CR, D # (), und f: D — R
eine Funktion. f heiflt (strikt) monoton wachsend, falls

flz) < fly) (bzw. f(z) < f(y)) fir alle z,y € D mit x < y,
und f heift (strikt) monoton fallend, falls

f(x) > fly) (bzw. f(x) > f(y)) fir alle z,y € D mit z < y.
Ist f (strikt) monoton wachsend oder fallend, so heifst f (strikt) monoton.

Erinnerung: Sei D C R, D # 0, f : D — R. Existiert eine Funktion ¢ : f(D) — R
mit g(f(z)) =z, z € D, und f(g(y)) =y, y € f(D), so heilst g Umkehrfunktion von f.
Notation: g =: f~1.

BEMERKUNG. Ist f : D — R strikt monoton, so ist f injektiv. Somit existiert die Um-
kehrfunktion f=1: f(D) — R. Ist f strikt monoton wachsend (fallend), so ist auch f~!
strikt monoton wachsend (fallend).

Beweis: Es sei f strikt monoton wachsend. Seien yy,y2 € f(D), y1 < y». Dann existieren
r1, Ty € D mit y; = f(x1), yo = f(x2). Wegen y; < yo muss z; # x5 sein Angenommen,
x1 > 3. Dann folgt nach Voraussetzung an f, dass y; = f(x1) > f(22) = y2 sein muss.
Widerspruch.

SATZ 5.21. Es sei I C R ein Intervall und f : I — R sei strikt monoton wachsend (bzw.
fallend). Dann ist f=': f(I) — R stetig und strikt monoton wachsend (bzw. fallend,).
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BEWEIS. Die Existenz und strikte Monotonie von f~! folgt aus obiger Bemerkung. Es
bleibt zu zeigen, dass f~! stetig ist. Ohne Einschrinkung sei f strikt monoton wachsend.
Setze J := f(I). Sei yo € J. Dann existiert ein xy € I mit yo = f(x¢). Nach Voraussetzung
ist [ ein Intervall. Sei zunédchst xg kein Randpunkt von I. Dann existiert ein r > 0
mit [xg — 7,20 + 7] € I. Sei € > 0 mit ¢ < r beliebig. Dann gilt insbesondere, dass
To—&e,x0+€ € I, und g — e < 19 < x9 + €. Da f strikt monoton wachsend ist, folgt
hieraus

flwg—¢) <yo < flwo+¢).

Somit existiert ein 6 = §(g) > 0 mit [yo — d,y0 + 0] C (f(xo — &), f(xo + €)). Sei nun
y € J mit |y — yo| < J. Dann ist f(zg—¢) <y < f(xo+¢). Da auch f~! strikt monoton
wachsend ist, erhalten wir

ro—e < fHy) <z + e,

also |f~Hy) — f(wo)| = | (y) — mo| < e. D.h. f71 ist stetig in yp.
Ist andererseits xy ein Randpunkt von I, so betrachten wir nur links- bzw. rechtsseitige

Umgebungen von zy bzw. 19 und schliefen analog auf die Stetigkeit. O
BEISPIEL. (a) Sei Z :=[—2,—1] U (3, 2], und f : Z — R definiert durch
S
T — %7 S (%7 %]7

sowie g : [—1,1] — R definiert durch

Jy—3, yel-1,0]
s {y+%, y e (0,1]

f ist stetig auf Z und strikt monoton wachsend, aukerdem ist g = f~1 da f(g(y)) = v,
y € [-1,1], und g(f(z)) = =, x € Z. g ist ebenfalls strikt monoton wachsend, aber
g ist unstetig in 0. Dies steht nicht im Widerspruch zu Satz [5.21, da Z kein Intervall

1st.

(b) Sei k € N. Die Funktion g : [0,00) = R, z — /x ist stetig und strikt monoton
wachsend mit ¢([0, 00)) = [0, 00).
Beweis: Betrachte dazu f : [0,00) — R, x + z*. f ist stetig, da R — R,z — z*
als Polynom stetig ist, und strikt monoton wachsend. g ist die Umkehrfunktion von f
und somit nach Satz [5.21] stetig.

DEFINITION 5.22. Esseien D C E C C, D # (), und f : D — C. Eine Funktion f:E—C
heift Fortsetzung von f auf E, falls f(z) = f(z) gilt fiir alle z € D. Entsprechend heift
dann f Einschrinkung von f auf D. Notation: f = f|D. Sind zusétzlich f, f stetig, so
heifit f stetige Fortsetzung von f.
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BEISPIEL. (a) Betrachte f : R\ {—-1} — R, f(z) = gf—: ist stetig auf R\ {—1} und

besitzt eine stetige Fortsetzung f : R — R, gegeben durch

z2—1
~ x# —1
— z+17 ?
/(@) {—2, r=—1,

dh. f(zx)=2z—1,z€R.
(b) Betrachte g : R\ {0} — R, g(z) = . g ist stetig auf R\ {0}, besitzt aber keine stetige
Fortsetzung auf R, da liH(l) g(x) nicht existiert.
T—r

1 0
(c¢) Im Gegensatz zum Beispiel (b) ist die Funktion i : R\ {0} — R, h(x) = 71 N z ()’
-1, €T ,

auf R\ {0} beschrankt, besitzt jedoch auch keine stetige Fortsetzung auf R.
In Beispiel (b),(c) konnen g bzw. h jedoch unstetig auf R fortgesetzt werden, z. B. in (c)

1, x>0,
durch h: R = R, h(z) =0, z=0,
-1, = <0.

BEMERKUNG. Ist D C C, 2o € C\ D ein Hiufungspunkt von D, £ := DU{2}, f: D = C

gleichméfig stetig, dann existiert eine gleichméafbig stetige Fortsetzung f : £ — C von f.
(Ohne Beweis).

5.3. Gleichméfliige Konvergenz

Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionenfolgen, d.h. Folgen, deren Folgenglieder
nicht Elemente aus R oder C, sondern Funktionen sind. Zu unterscheiden sind dabei
zwei verschiedene Konvergenzbegriffe, den Begriff der punktweisen Konvergenz, welcher
fiir festes z das Verhalten der skalarwertigen Folge (f,(2)), untersucht, und den Begriff
der gleichmafsigen Konvergenz, welcher das Verhalten von (f,(z)), gleichzeitig fiir alle z
aus dem Definitionsbereich untersucht.

DEFINITION 5.23 (Punktweise und gleichméfige Konvergenz). Es seien D C C, D # 0,
und f, f,: D — C, neN.

(i) Die Funktionenfolge (f,,), heifst punktweise konvergent auf D gegen f, falls fiir jedes

z€D
fu(2) = f(2), n— oo,
d.h. falls fiir jedes z € D und alle ¢ > 0 ein N = N (e, 2z) € N existiert mit
Ifn(2) — f(2)| <€ fir alle n > N(g, z).

(ii) Die Funktionenfolge (f,), heifst gleichmdfig konvergent auf D gegen f, falls fiir alle

e >0ein N = N(e) € N existiert mit
(5.8) |fu(z) = f(2)] <e  firallen > N(e) und alle z € D.

Notation: f,, — f (pktw.), n — oo, bzw. f, — f (glm.), n — co.
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Formal ausgedriickt lautet die Bedingung der punktweisen Konvergenz
VzeD Ve>0 IN=N(z)eN V¥n>N: |fu(2) — f(2)] <e,
und die Bedingung der gleichméafigen Konvergenz

Ve>0 IN=N(E)eN Vn>N VzeD: |fn(2) = f(2)] <e.

BEISPIEL. (a) Wir betrachten D = [0,1], f,: D = R, f,(x) = 2™ fir n € N. Dann ist

0, z€][0,1),
1, =1,

n—oo

F(z) = lim f(x) = {

d.h. (f,). konvergiert punktweise gegen f : [0,1] — R, x — f(x). Die Funktionen f,
sind stetig auf [0, 1], der punktweise Grenzwert f jedoch nicht. Die Funktionenfolge
(fn)n konvergiert nicht gleichméfig gegen f: Um dies zu zeigen, wihlen wir fiir jedes

n € N den Punkt z,, = % € (0,1). Dann ist

) — Flen)] = 2,

2
sodass ((5.8) nicht erfiillt werden kann.
(b) Wir betrachten D = [0,1], f,, : D — R, n € N, gegeben durch

2nx, x € [O,%),
folr) =<2—2nz, z¢€ [%, %),
0, z e [2,1].

Dann gilt fiir jedes = € [0,1], dass lim, o fo(z) = 0 ist, da fiir festes > 0 nach
Definition f,(x) = 0 ist fiir nz > 1 bzw. n > 9—16 Die Grenzfunktion f = 0 ist stetig
auf [0,1]. Jedoch konvergiert (f,), nicht gleichméfig gegen f. Setze dazu x, := %,
n € N. Dann ist |f,(z,) — f(z,)| = 1.

BEMERKUNG. 1) Konvergiert (f,,), gleichméfig gegen f, so konvergiert ( f,,),, auch punkt-
weise gegen f. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

2) (fn)n konvergiert genau dann gleichméfig auf D gegen f, wenn
||fn - f”oo = an - fHOO,D = SU—B |fn(2) - f(2)| —0, n—oo.
ze

Wie in Beispiel (a) gesehen, ist die Grenzfunktion einer punktweise konvergierenden Funk-
tionenfolge mit stetigen Folgengliedern im Allgemeinen nicht stetig. Ist die Konvergenz
gleichméfig, so ist die Grenzfunktion stetig.

SATZ 5.24. Es seien D C C, D # 0, f,,f : D — C, n € N. Die Funktionenfolge (fn)n
konvergiere gleichmdfiig gegen f. Sind f,, n € N, stetig, so ist auch f stetig.
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BEWEIS. Sei 2y € D. Zu zeigen: f ist stetig in zy. Sei ¢ > 0. Da f,, — f gleichméfRig,
existiert ein N = N(e¢) > 0 so, dass

(5.9) Ifu(2) — f(2)| < e fir alle n > N und alle z € D.
Dan nach Voraussetzung fy stetig ist in 2o, existiert auferdem ein § = §(¢) > 0 mit
(5.10) lfn(2) — fn(z0)| < e fir alle z € D mit |z — z| < 4.

Fir z € D, |z — z| < 0, folgt aus und (5.10]), dass
1f(2) = f(20)| < 1f(2) = fn(2)] + | fn(2) = Fn(20) 4 | fv(20) = f(20)]
<e+e+e=3¢
d.h. f ist stetig in zj. 0

BEMERKUNG. In der Situation von Satz [5.24] lassen sich Grenzwerte vertauschen: Sind
(fn)n stetig, f, — f gleichméfbig, dann ist fiir zg € D

lim lim f,() = lim f,(z0) = f(z0) = lim f(z) = lim lim £, ().

n—00 z—2Q 2Z—r20 N—00
also

lim lim f,(z) = lim lim f,(2).
n—00 z—20 Z—$20 N—00

Ist f, — f punktweise, aber nicht gleichméfig konvergent, so ist dies im Allgemeinen
falsch. Vergleiche Beispiel (a): Hier ist lim lir{l fn(z) =1, aber lir{l lim f,(x)=0.
n—oo r—1— r—1— n—oo

Wir wenden das Konzept der gleichméfigen Konvergenz auf sogenannte Funktionenrei-
hen an. Dies kann unter anderem dazu verwendet werden, die Stetigkeit der durch den
Reihenwert definierten Funktion zu zeigen.

DEFINITION 5.25. Es seien D C C, D # (), und f; : D — C fiir k£ € Ny. Wir betrachten
fiir n € Ny die n-te Partialsumme
Sp = Z fk-
k=0

Fiir jedes n € Ny ist s, : D — C eine Funktion. Die Funktionenfolge (s, ), heifst Funktio-
nenrethe und wird mit Z fr bezeichnet. Die Funktionenreihe Z fr heift

k>0 k>0
e konvergent, falls fir jedes z € D die Folge (s,(2)), konvergiert,
e absolut konvergent, falls fiir jedes z € D die Folge (s,(z)), absolut konvergiert,

o gleichmdfig konvergent, falls die Folge (s,), gleichméfig auf D konvergiert.

BEMERKUNG. Es gilt
1) Z fr absolut konvergent = Z fr konvergent;

k k
2) Z fr absolut konvergent z Z fr gleichméfsig konvergent.
k k
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Beweis: Zu 2) #: Sei D = B(0,1), und fx : D — C, z — 2z fiir k € Ny. Dann ist
S0 fu(2) = D150 2%, 2z € D, die geometrische Reihe. Diese konvergiert absolut mit
Reihenwert -

1
1—2z’

BN

2 e B(0,1) = { e C||z] < 1}.

s(z) == Z

k=0

I\

Ist s, die n-te Partialsumme, so gilt

0 N o+l
s - s = Y F= T
k=n+1
Wihlt man z, = 2771 € (0,1), n € N, so ist [s(z,) — sn(z,)| = 3 L —>1dh
1-27 wfT

(Sn)n konvergiert nicht gleichméfig gegen s.

Zu 2) < Setzt man fi(z) = %, k € N, so konvergiert ka gleichméfig, aber nicht
k>1
absolut.

Ergénzend zu den bisher bekannten Konvergenzkriterien fiir Reihen, die zum Beweis der
Konvergenz bzw. absoluten Konvergenz anwendbar sind, zeigen wir nun ein Konvergenz-
kriterium fiir Funktionenreihen, welches auch die gleichméfige Konvergenz liefert.

SATZ 5.26 (Weierstrafssches Majorantenkriterium). Es seien D C C, D # 0, und fy :
D — C, k € Ny. Euistiert eine in R konvergente Reihe Zkzo ap mit || filloo.p < ay fir alle
k € Ny, so ist die Funktionenreihe Zkzo fr absolut und gleichmdjf$ig konvergent.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € D, k € Ny, dass |fr(2)| < a ist. Somit
konvergiert Y, fr(z) absolut nach dem Majorantenkriterium (Satz [4.9). Fiir n € Ny,
z € D gilt weiter

50(2) = s = 135 - S £l =1 Y K@< Y RGI< Y a

k=n+1 k=n+1 k=n+1

wobel wir im vorletzten Schritt (4.3) aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe an-
wenden konnen.
Sei nun € > 0 gegeben. Da ), a; konvergiert, existert ein N € N mit

oo
Z ap < e fiir alle n > N,
k=n+1

und somit
lsn(z) — s(2)] < Z ap < e fir allen > N,z € D,
k=n+1
womit die gleichméfige Konvergenz gezeigt ist. O
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cos(kx)

k2

BEISPIEL. Die Funktionenreihe Z
k>1
Beweis: Fiir y € R ist |cos(y)| < 1, somit gilt fiir alle x € R, k € N,

cos(kx) 1
< =

k? k2
Da o ar =) s & konvergiert, folgt die Behauptung aus Satz 5.26

konvergiert absolut und gleichméfig auf R.

= ag.

Wir wenden das Weierstraksche Majorantenkriterium auf Potenzreihen an. Wir erhalten
die gleichméfige Konvergenz von Potenzreihen auf jedem abgeschlossenen Kreis strikt
innerhalb des offenen Konvergenzkreises.

KOROLLAR 5.27. Es sei ), -qa,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0. Sei
r € (0, p). Dann konvergiert )~ a,z" absolut und gleichmdfiig auf B(0,r).

BEWEIS. Setze D := B(0,7), und f,(2) := a,z" fiir z € D und n € Ny. Dann gilt fiir
jedes n € Ny

||fn||<>07D = sup |an 2" < an|r™.
2€B(0,r)
Da jede Potenzreihe im Innern des Konvergenzkreises konvergiert (Satz [4.27)), konvergiert
Y >0 lan|r™, d.h. die Voraussetzung von Satz ist erfiillt. O

BEMERKUNG. Im Allgemeinen ist die Konvergenz auf B(0,p) nicht gleichmékig. Z.B.
konvergiert ) ., 2" gleichméfig auf B(0,r) fiir jedes r € (0,1), aber konvergiert nicht
gleichmékig auf B(0, 1) gegen 1le= vergleiche die Bemerkung nach Definition W

5.4. Die Exponentialfunktion, der Logarithmus und die Definition von 7

Wir zeigen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion und
definieren dann deren Umkehrfunktion, den Logarithmus. Wir erinnern an die Definition
der Exponentialreihe auf C als Potenzreihe

., = 2" 2228
exp(z) :==e ::Zmzl—i—z—i—gjtg—l—..., z e C.
= nl !

Wir bezeihnen die Einschrankung auf R auch mit expy := exp |r.

SATZ 5.28. Es gilt
(i) 0 <e®* <1 firz <0, und 1< e® < oo firz>D0.

(i1) expgr : R — R ist strikt monoton wachsend.
(111) Sei o € Q. Dann ist

e:ﬂ

lim — = oo,
T—o00 X

d.h. die Exponentialfunktion wdchst schneller als jede Potenz.
(i)

lim e* =0.
r—r—00
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(v) expg = (0, 00).

BEWEIS. (i) Fiir # > 0 ist exp(z) =1+ Y .~ , %+ > 1. Hieraus erhalten wir fiir z < 0

(ii) Fiir z,y € R mit > y ist y — x < 0, also nach (i) und Lemma [4.21]
e —e =e€"(1—e"e’)=¢€"(1—e""") > 0.

(iii) Ohne Einschrankung sei a > 0. Setze n := [a] + 1 > «. Fiir x > 0 gilt

x  n n+1
I N r
=D 7 (n+ 1)
n=0

und somit wegen der Monotonie der Potenzen
e er - e
z " an T oan (D! (n41)!

(iv) Aus (iil) mit a = 0 folgt lim, , €* = 0o, also ist

T

— 00, T — 00.

: . 1 .1
lim e’ = lim = lim — =0.
T——00 z——o00 7% y—oo eY
(v) expg = (0,00) folgt aus (i), (iii) und dem Zwischenwertsatz (Satz [5.17)). O

Nach Satz ist expgp : R — R stetig und strikt monoton wachsend mit expy(R) =
(0,00). Nach Satz [5.21] existiert also die Umkehrfunktion expg' : (0,00) — R. Sie ist
stetig und strikt monoton wachsend.

DEFINITION 5.29 (Der natiirliche Logarithmus). Wir definieren
log := (expg) ™' : (0,00) = R

als die stetige und strikt monoton wachsende Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00). log
heifst (natirlicher) Logarithmus.

BEMERKUNG. 1) Es gilt log1 =0 (da ¢® = 1) und loge = 1 (da e! =¢).
2) Fur z,y € (0,00) gilt

log(zy) = log(x) +log(y),
x
log(g) = log(x) — log(y).
Wir verwenden den Logarithmus nun, um allgemeine Potenzen zu definieren. Bisher haben

wir lediglich rationale Potenzen definiert, d.h. wir haben fiir @ > 0 und r € Q den Ausdruck
a” definiert. Wir machen zunéchst folgende Beobachtung.

BEMERKUNG. Fiir a > 0, r € Q gilt a” = e"'°8.
Beweis: .

Wir verwenden die rechte Seite dieser Identitét zur Definition allgemeiner Potenzen.
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DEFINITION 5.30 (Allgemeine Potenzen). Fiir @ > 0 und = € R definieren wir

a® = ex~log a

Es gelten auch hier die fiir rationale Potenzen schon bekannten Potenzgesetze.

SATZ 5.31. Fiira,b >0 und x,y € R gilt
(i) a”a¥ = a¥*Y, und % = a*7V.
(it) a”b® = (ab)®, und & = (4)".
(111) log(a®) = xloga, und (a®)¥ = a*V.
(iv) Sei o > 0. Dann gilt

log x

lim z*logx = 0, lim =0.

z—0+ r—oo ¢
BEWEIS. U
Im Folgenden soll nun die Zahl 7 definiert werden. Dazu zeigen wir zunéchst mit Hilfe des
Zwischenwertsatzes, dass der Cosinus im Intervall (0, 3) mindestens eine Nullstelle besitzt,

und verwenden diese Nullstelle dann zur Definition von .

Wir erinnern zunédchst an die Definition von Sinus und Cosinus als Potenzreihen auf C:

o 22n
cos: C—C, cos(z)= -1 )
B =30 G
i ,2n+1
sin:C—C, sin(z)=)» (-1)"—.
— (2n +1)!

Auferdem wurde bereits gezeigt, dass sin®(z) + cos?(z) = 1 ist fiir 2 € C. Wir schriinken
im Weiteren Sinus und Cosinus auf R ein, d.h. wir betrachten cos |z und sin |g.

Voriiberlegung: Fir k> 2 und 0 < x < 3 ist

l‘k l.k-l—l

k' (k4 1)!
Hieraus folgt, dass die reellen Funktionen sin, cos durch alternierende Reihen mit be-
tragsmaélfig monoton fallenden Reihengliedern definiert sind. Aus dem Leibnizkriterium
(vergleiche Beweis von Satz erhalten wir fiir 0 <z < 3
2 2 4

x r?  x
CQ(I‘):l—?<COSJI<1—?+ﬂ:C4<l’),
3 3 5
Sg(x):x—%<sinx<x—%+1x70255(x).
Hieraus lesen wir cos(2) < 1 — 2+ 32 = —% < 0 ab. Weiter ist cos(0) = 1, und cos :

[0,2] — R ist stetig. Nach dem Nullstellensatz (Satz[5.18]) existiert also ein zg € [0, 2] mit
cos(zg) = 0. Dies erlaubt die folgenden Definition.
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DEFINITION 5.32 (Definition von 7). Wir setzen
7 :=2min{zx > 0 : cos(z) = 0}.

BEMERKUNG. 1) Die erste positive Nullstelle von Cy bzw. Cy ist a = V2 bzw. f =

6 — 2\/3, hieraus folgt die grobe Abschéitzung 1,4 < a < % < B < 1,6 (geeignete
Abschéitzungen fiir Wurzeln werden spéater noch diskutiert).
2) Wegen sin® z+cos?z =1, v € R, und sinx > x—% > 0 fiir z € (0, 2], folgt sin(F) = 1.
Aus den Additionstheoremen erhalt man nun unter anderem
=0, sin(27) = 0,

sin(r) = 2 sin(g) COS( 7 )=

cos(m) = cos2(g) - sinz(g) = -1, cos(2m) = 1.
Weiter gilt
e®™ = cos(2m) +isin(27) = 1,

e™ = —1.

SATZ 5.33. FEs gilt
(i) e =1 & z=2mik fir ein k € Z.
(i) e = —1 & z=mi+ 2mwik fir ein k € Z.
(1) cos(x) = cos(x + 2km),
sin(z) = sin(z + 2kn), firz e R, k € Z.
(iv) Fir xz € R ist
cos(z) =0 & x:g+kﬂfdr ein k € 7,
sin(z) =0 < x = kn fir ein k € Z.

(v) sin : R — R ist auf [-F, §] strikt monoton wachsend,
und sin(z) > 0 fir alle x € (0, ).
(vi) cos(z + ) = — cos(z),
sin(z + 7) = —sin(z), fir z € R.
(vii) cos(R) = sin(R) = [—1,1].

BEWEIS. O

Wir definieren abschliefsend den Tangens sowie die Arcusfunktionen als Umkehrfunktionen
von Sinus, Cosinus und Tangens. Zur Definition des Tangens verwenden wir Satz[5.33] (iv).

DEFINITION 5.34 (Tangens). Wir definieren den Tangens als
sin(x)
cos(x)

tan:R\{x:g+kﬂlk€Z}—>R, x — tan(x) ==
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Zur Definition der Arcusfunktionen wenden wir Satz[5.21)an. Nach Satz bzw. analogen
Uberlegungen fiir cos ist
, T
sin: [——=, =
2 2

=1
os : [0, 7] — [—1, 1] strikt monoton fallend und stetig,

—1, 1] strikt monoton wachsend und stetig,

m
tan : (— 5) — R strikt monoton wachsend und stetig.

57

Die Definitionsbereiche sind jeweils maximal beziiglich der strikten Monotonie gewahlt.
Dass genau diese Intervalle zur Definition der Arcusfunktionen gewéhlt werden, ist Kon-

vention. Man kénnte z.B. zu sin auch auf [%, 2F] eine Umkehrfunktion definieren.
DEFINITION 5.35 (Arcusfunktionen). Wir definieren die Funktionen

arcsin := (sin [z = ) [-1,1] = R,
arccos := (cos|jp.) " : [-1,1] = R,
(

arctan := (tan |(_z =))” L'R—=R.






KAPITEL 6

Differenzierbarkeit von Funktionen

In diesem Kapitel schranken wir uns darauf ein, Funktionen mit Definitionsbereich und
Bildbereich in R zu betrachten. Die im Folgenden betrachteten Funktionen f : I — R
sind auf einem Intervall I C R definiert. Wir setzen voraus, dass [ nichttrivial ist, d.h.
I # {xo} fiir ein 2y € R.

6.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir fiihren den Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion ein. Wie auch bei der Ste-
tigkeit handelt es sich hierbei um einen lokale Eigenschaft einer Funktion. Anschaulich
lasst sich die Differenzierbarkeit in einem Punkt auch als die Frage verstehen, ob sich ei-
ne Funktion lokal durch eine Gerade (die Tangente) approximieren lasst (vergleiche dazu
auch die nachfolgende Bemerkung).

DEFINITION 6.1. Es sei f : I — R eine Funktion, und a € I. f heilst in a differenzierbar,
falls der Grenzwert

(6.1) F(a) = il—rg f(xi : £(a)

in R existiert. Dann bezeichnet f’(a) die Ableitung von f in a. Ist f in a differenzierbar
fiir jedes a € I, so heilst f differenzierbar auf I.

Notation: f'(a), L f(a).
BEMERKUNG. (1) In (6.1) gilt f'(a) = limy_y f(a+h})L—f(a).

(2) Ist @ € I ein Randpunkt des Intervalls, so wird in (6.1)) nur der rechts- bzw.
linksseitige Grenzwert betrachtet.

(3) Anschaulich ldsst sich die Definition der Ableitung folgendermafsen verstehen: Es
sei f: I — Rin a € [ differenzierbar, und y € I mit y # a. Die durch

f(y) _f(a)(:r;—a)
y—a
definierte Funktion ist die Sekante durch (a, f(a)) und (y, f(y)) mit Steigung

h:R— R, h(z) = f(a) +

f(y)_f(a') —>f/(a/)7 y_>a“
y—a
Fiir y — a strebt also die Sekante gegen die Tangente von f in (a, f(a)), gegeben

durch
g:R=R,  g(zx) = f(a) + f'(a)(z — a).
91
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Fiir y # a heiftt
fly) — fla)
y—a
Differenzenquotient von f in y bzgl. a.

BEISPIEL. (a) Sei m,c € R, f : R — R, f(x) = mz + ¢. Dann ist f in jedem a € R
differenzierbar mit
mx +c — (ma + c)

f'(a) = lim =m.
T—a T —a

(b) Sei f:[0,00) = R, f(z) = \/x. Sei a € (0,00). Dann ist
) = i VYA (V5= VDG V8 L

= lim = lim

sve w—a oo (@—a)(VTEVa)  avayE+Va 2ya

Fir a =0 ist
S~ F(0)

z—0 x—0 z—0 T

d.h. f ist in 0 nicht differenzierbar. Insgesamt erhalten wir: f ist auf (0, co) differen-
zierbar mit f'(z) = ﬁ%, x € (0,00).

Wir zeigen, dass eine in einem Punkt differenzierbare Funktion dort stetig ist. Die Um-
kehrung ist im Allgemeinen falsch, vergleiche Beispiel (b) fiir a = 0.

LEMMA 6.2. Es sei f: I — R differenzierbar in a € I. Dann ist f stetig in a.

BEWEIs. Fiir x € I, x # a, gilt

1)~ 1) = IOy )00, 2
nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte. 0

Die folgenden Rechenregeln werden vielfach verwendet, um Ableitungen zu berechnen.

SATZ 6.3. Es seien f,g: 1 — R in a € I differenzierbar, und o, f € R. Dann gilt
(i) (Linearitat) af + Bg ist in a differenzierbar mit
(af + B9)(a) = af'(a) + Bg'(a).
(ii) (Produktregel) f - g ist in a differenzierbar mit
(f - 9)'(a) = fi(a)g(a) + fla)g'(a).
(111) (Quotientenregel) Es gelte zusdtzlich g(a) # 0. Dann ist g in a differenzierbar mit

(f>/ (a) = fla)g(a) — fla)g'(a)

g (9(a))?
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BEWEIS. (i) folgt aus Satz [5.6]
(i) Fir z € I, x # a, gilt

f(:v)g(l‘a): - (J;(a)g(a) _ f(l‘; - g(a)g(x) N f(a)g(lz - Z(a)
— fl(a)g(a) + fla)g'(a), x—a,

da f und g nach Voraussetzung in a differenzierbar und nach Lemma dort stetig sind.

(iii) Ist g(a) # 0, so existiert aufgrund der Stetigkeit von ¢ in a (Lemma ein r > 0

mit g(z) # 0 fiir alle z € I mit |z — a|] < r. Folglich ist fiir z # a, |z — a| <,

1 (f(fv) f(a)): 1L f@)g(a) = fla)g(x)

z—a\g(x) gla) 9(z)g(a) P
1 f(z) = f(a) o aw
_g(x)g(a)< T—a g(a) = f(a) — )
1 , /
%W(”f (a)g(a) — fla)g'(a)), = —a,

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f und g in a verwendet
wurden. 0

Finschub: Wir notieren vier wichtige Grenzwerte, welche wir zur Berechnung der Ablei-
tungen der Funktionen exp, log, sin und cos heranziehen werden.

r log(1
TR T T - U ) Y
z—0 €T y—0 Yy
i SR g es@ =t
z—0 X z—0 X

BewEIS. Uber die Potenzreihendarstellungen der jeweiligen Funktionen (Ubung). Fiir
den zweiten Grenzwert kann die Substitution y = e* — 1 verwendet werden. O

BEISPIEL. (c) Betrachte f : R — R, f(z) = €”. Sei a € R. Dann gilt
f@) - fl@) e—e e

= =e — e, x—a.
xr—a T —a xr—a

Also ist die Exponentialfunktion auf R differenzierbar mit f'(z) = e*, x € R.

(d) Sein €N, f,:R— R, x+ 2" Dann ist f/ () =na""! z € R.
Beweis: (Induktion) Der Fall n = 1 ist in Beispiel (a) gezeigt. Es gelte die Behauptung
fiir f,,. Dann ist f,(x) = 2" =2 f,(z), mit Satz (i) folgt

fra(@) =1 fo(x) +2-na"' = (n+1)a"
Wir zeigen eine etwas stérkere Eigenschaft als Lemma [6.2] welche wir im Beweis der
Kettenregel verwenden werden.

LEMMA 6.4. Es sei f: I — R in a € I differenzierbar. Dann existiert ein r > 0 und ein
K >0 so, dass

lf(x) — fla)] < K|z —q] fir allex € I, |z —a| <.
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f(@)—f(a)

r—a

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert lim,_,, = f'(a). Also existiert zue = 1

ein 7 = r(e) > 0 mit

f(z) = f(a)

T —a

— f'(a)

<1 fir alle x € I'\ {a}, |[x —a| <7,

und somit
’W’smw(a)\:w fir alle 7 € 1\ {a}, |z —a] <.
O

Ahnlich wichtig wie die eben bewiesene Produkt- bzw. Quotientenregel ist die Kettenre-
gel. welche eine einfache Berechnung der Ableitung von Kompositionen von Funktionen
erlaubt.

SATZ 6.5 (Kettenregel). Es sei f : I — R in a differenzierbar, J C R ein Intervall mit
f(I)C J, und g:J — Rin f(a) differenzierbar. Dann ist g o f in a differenzierbar, und

(g0 f)(a) =g'(f(a))- f'(a).

BEWEIS. Es sei zunéchst f'(a) # 0. Sei (x,), C I\ {a} eine Folge mit z,, — a fiir
n — oo. Da f'(a) # 0 ist, existiert ein N € N mit

f(xn) B f(a’)

Fiir n > N folgt f(z,) — f(a) # 0, und

9(f(xn)) — 9(f(a)) _ g(f(xn)) — g(f(a)) f(xn) — f(a)
T, —a f(zn) — f(a) Ty —a
— g (f(a))- f'(a), n— oo,
da f in a stetig ist, also f(z,) — f(a), n — oo, gilt.
Sei nun f’(a) = 0. Nach Lemma (fiir g) existieren ein 7 > 0 und ein K > 0 so, dass
fur alle | f(z) — f(a)| <r

g9(f(x)) — g(f(a))‘ <K ‘f(fﬂ) — f(a)

r—a r—a

# 0, n > N.

— K- |f'(a)] =0, x—a.

Hierbei verwenden wir, dass f in a stetig ist und somit ein 6 > 0 so existiert, dass |z—a| < ¢

die Bedingung |f(z) — f(a)| < r impliziert. O
BEISPIEL. (e) Sei f:(0,00) = R, f(x) =logx. Dann gilt fir h # 0 und x > 0 mit
x4+ h>0
log(z + h) —log(z)  log(1+2)

1 1
e — h 0.
h x%x’ -

813
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(f) Sei a € R. Sei f, : (0,00) = R, f,(x) = 2®. Nach Definition ist

falz) = 2% = €57 = (g o ) (),
fir g : R = R, g(z) = ¢” und h: (0,00) = R, h(z) = alogz. Nach Satz[6.5] und
Beispiel (c), (e) folgt fiir x € (0, 00)
folw) = (g0 b (@) = g'(h(a)) o h(x) = 57 - = = aw .

@ T

SATZ 6.6 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Es sei f : I — R stetig und strikt
monoton und in a € I differenzierbar mit f'(a) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f~! :
f(I) = R inb:= f(a) differenzierbar mit

S 0) = !

FOFI0) — fila)

BEWEIS. Da f auf I strikt monoton und I ein Intervall ist, existiert die Umkehrfunk-
tion f~1: f(I) — R und ist stetig nach Satz[5.21] Es sei (y,), C f(I)\ {b} eine Folge mit
Yn — b, n — 0co. Da f~1 stetig ist, folgt z, := f'(y.) = f~1(b) = a, n — oo. Ferner ist
r, # a fiir alle n € N, da f~! strikt monoton ist. Somit gilt

[y =) aa—a _(ﬂng—ﬂ@)* 1
po—b ) f@ \ wm-a ) TF@ "7
U
BEISPIEL. (e) (zweiter Beweis) Aus Satz(6.6|fiir log = (exp) ™' : (0,00) — R erhalten

wir fiir y € (0, 00)

log/(4) = ((exp)~) (4) ! !

~exp(log(y)) ¥
Wir fithren noch einige Bezeichnungen ein.

DEFINITION 6.7 (Einseitige Differenzierbarkeit). Es sei f : I — R eine Funktion, und
a € I. f heillt in a rechts- bzw. linksseitig differenzierbar, falls der Grenzwert

o @)= (@
@@= T
o @)= 1@
%f(a) = mligl_ r—a

in R existiert.

BEMERKUNG. 1) f ist genau dann in a differenzierbar, wenn % f(a) und % f(a) existieren
und %f(a) = 4 f(a) gilt. Dann ist f'(a) = %f(a) =< f(a).

2) Ist a € I rechter oder linker Randpunkt des Intervalls I, so ist f'(a) = % f(a) bzw.
f'(a) = & f(a).
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DEFINITION 6.8 (Hohere Ableitungen). Es sei f: I — R auf I differenzierbar und a € I.
Dann ist die zweite Ableitung von f in a durch

f(a) = (f")(a)
definiert, falls diese existiert. Iterativ definiert man fiir n € N, n > 2, die n-te Ableitung
von f in a durch

f™(a) == (f"V)(a),
falls diese existiert (wobei f) = f/, O = f gesetzt wird).

BEMERKUNG. Zur Definition der zweiten Ableitung f”(a) muss f’ auf einem nichttrivialen
Intervall definiert sein und nicht nur im Punkt a. Entsprechendes gilt fiir die hoheren
Ableitungen.

DEFINITION 6.9 (Stetige Differenzierbarkeit). Eine Funktion f: I — R heifst stetig diffe-
renzierbar, falls f auf I differenzierbar und f’: I — R stetig ist.

Sei n € N. f heilst n-mal differenzierbar auf I, falls die n-te Ableitung von f fiir jedes
a € [ existiert. f heifst n-mal stetig differenzierbar auf I, falls f n-mal differenzierbar ist
auf I und die n-te Ableitung f™ : I — R, x + f™)(z) auf I stetig ist.

Notation: Sei n € N. Wir setzen
CI) := C(I;R) = {f : I = R| f stetig auf I},
C"(I):={f: I — R|f n-mal stetig differenzierbar auf I},
(1) := () C"(I).

neN

C>°(I) wird auch als Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen bezeichnet.

BEISPIEL. f:R — R, f(z) = ¢, mit f =¢® 2 € R, n € N. Hier gilt f € C®(R).
Sei a € (0,00), go : R = R, g,(x) = a®. Hier ist ¢/(z) = (a®) = (18 = a® - loga,

gé")(x) =a” - (loga)™, und somit auch g, € C*(R).

BEISPIEL. Es existiert eine Funktion f : R — R, die auf R stetig, aber nirgends differen-
zierbar ist. Vergleiche |1, Beispiel IV.1.13 (m)].

6.2. Mittelwertsatz, Monotonie und Konvexitat

Wir wollen Ableitungen verwenden, um differenzierbare Funktionen nédher auf ihr lokales
Verhalten zu untersuchen. Am bekanntesten ist dabei sicherlich die Verwendung der ersten
Ableitung zur Bestimmung lokaler Extrema. Wichtigster Satz in diesem Abschnitt ist der
sogenannte Mittelwertsatz. Dieser wird verwendet, um aus dem Vorzeichen der ersten
Ableitung Aussagen zur Monotonie von Funktionen zu erhalten. Wendet man letzteres
auf die zweite Ableitung an, so erhélt man Aussagen zur Konvexitidt von Funktionen.
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DEFINITION 6.10 (Maximum, Minimum). Es sei f : I — R eine Funktion, und zo € I. f
hat in zg ein lokales Minimum (bzw. ein lokales Mazimum), falls ein r > 0 existiert mit
f(xo) < f(x) (bzw. f(xg) > f(x)) fir alle z € I, |x — o] <.

f hat in zq ein globales Minimum (bzw. ein globales Maximum), falls
f(zo) < f(x) (bzw. f(xo) > f(z)) fir alle x € I.
f hat in x( ein lokales bzw. globales Extremum, falls f in xq ein lokales bzw. globales

Minimum oder Maximum hat. In diesem Fall heifst xq Eztremalstelle von f.

Aufserhalb der Randpunkte des Intervalls haben wir folgende notwendige Bedingung fiir
lokale Extrema.

LEMMA 6.11. Die Funktion f : I — R besitze in xg € I ein lokales Extremum, wober x
kein Randpunkt des Intervalls I sei. Ist f in xo differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

BEWEIS. Es sei zunéchst f(zg) ein lokales Minimum. Da zy kein Randpunkt ist, exis-
tiert ein r > 0 mit J = (xg —r,zo +7) C I und f(xy) < f(x), z € J. Somit ist

flz) = f(xg) | >0, z€ (xg,x0+7),
T — To <0, z€ (xg—r1,20).

Fiir x — x folgt hieraus

X )
0<% flao) = & rlwo) <0,

da f in xy differenzierbar ist. Somit ist f’(zo) = 0 gezeigt. Ist f(xo) andernfalls ein
lokales Maximum, so ist —f(zo) ein lokales Minimum von —f. Nach gerade gezeigtem
folgt —f'(z9) = 0. O

Wir bezeichnen die méglichen Kandidaten fiir Extremalstellen (auferhalb des Rands) als
kritische Punkte.

DEFINITION 6.12. Es sei f : I — R in zy € [ differenzierbar mit f'(zy) = 0. Dann heift
xo kritischer Punkt von f.

Im Folgenden seien a,b € R mit a < b.

BEMERKUNG. 1) Nach Lemmaist jede Extremalstelle zy von f, wobei xy kein Rand-
punkt von [ ist, ein kritischer Punkt. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.
Beispiel: Betrachte f : R — R, f(z) = a3. Hier ist f’(0) = 0, aber 0 ist keine Extre-
malstelle von f.

2) Es sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Nach Satz existieren
max[,p f und ming,y f, und wir erhalten

max f(z) = f(a) vV f(b) V max{f(z) |z € (a,b) mit f'(x) =0},

z€[a,b]

(6.2) min f(z) = f(a) VvV f(b) Vmin{f(z) |z € (a,b) mit f'(x) = 0}.

z€[a,b]

f nimmt die Extrema also entweder am Rand oder in einem kritischen Punkt an.
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Der folgende Satz besagt, dass bei differenzierbaren Funktionen zu einer Sekante durch
zwei Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) immer ein Punkt zy zwischen a und b so existiert, dass
die Tangente an f durch xz( die gleiche Steigung wie die Sekante besitzt. Der Mittelwertsatz
ist Grundlage fast aller weiterer Resultate in diesem Abschnitt.

SATZ 6.13 (Mittelwertsatz). Es sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Dann existiert ein xo € (a,b) mit

f() = fla) = f'(x0)(b — a).

Wir zeigen zunéchst einen Spezialfall des Mittelwertsatzes, den sogenannten Satz von
Rolle.

SATZ 6.14. Es sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Gilt f(a) = f(b), so
ezistiert ein xo € (a,b) mit f'(x) = 0.

BEWEIS. Ist f auf [a,b] konstant, so ist f'(x) = 0 fir alle x € (a,b). Sei also f
nicht konstant. Nach Satz und den Voraussetzungen an f existieren Maximum und
Minimum mit maxy f # ming, f. Wegen f(a) = f(b) kann f am Rand nur entweder
Maximum oder Minimum annehmen. Nach muss folglich ein xy € (a,b) existieren
mit f'(z) = 0. O

BEWEIS VON SATZ [6.13] Wir setzen ¢ : [a,b] — R, g(z) = f(z) — wx. Dann

gilt
g(b) — gla) = f(b) — f(a) - w

d.h. ¢ erfiillt die Voraussetzungen von Satz [6.14] Folglich existiert ein zy € (a,b) mit
¢ (r9) = 0, und wir erhalten

(b—a)=0,

/ / f(b) = fla) _ f(b) — f(a)
f(xo) = g'(z0) + b—a b _a

Wir wenden den Mittelwertsatz zur Untersuchung der Monotonie von Funktionen an.

Wir fiihren noch folgende Notation ein: Ist I C R ein Intervall, so setzen wir [ als das
Intervall ohne dessen Randgunkte. .

Beispiel: Fir I = [a,b] ist [ = (a,b), fir [ = (—o0,b] ist [ = (—o0,b), fiir I = (a,b) ist
I = (a,b).

SATZ 6.15. Es sei f: I — R stetig und auf[o differenzierbar. Dann gilt

(i) f ist genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € I.
f ist genau dann monoton fallend, wenn f'(x) <0 fir alle z € I.

(i) Ist f'(z) > 0 fir alle x € I, so ist f strikt monoton wachsend.
Ist f'(x) <0 fir alle x € I, so ist f strikt monoton fallend.
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BEWEIS. (i) ,=“ Sei f monoton wachsend. Dann ist

fly) — f(z)
y—x
Fiir y — z folgt f'(z) > 0, da f in x differenzierbar ist. Ist f monoton fallend, so betrachte
stattdessen —f.
»,=" Sei x,y € I, x <y. Nach dem Mittelwertsatz (Satz[6.13)) existiert ein xy € (z,y) mit

(6.3) f) = f(@) = f(zo)(y — ).

Ist f'(z9) > 0, so ist die rechte Seite nichtnegativ, also ist f monoton wachsend. Ist
f'(x9) <0, so ist die rechte Seite nichtpositiv, woraus folgt, dass f monoton fallend ist.
(ii) Dies folgt analog zu (i) ,=* aus (6.3), wobei die rechte Seite hier entweder positiv
oder negativ ist. 0

>0 fﬁrallex,yei,x#y.

BEMERKUNG. Ist f € C(I) differenzierbar auf I mit f'(z) = 0 fiir alle z € I, so ist f auf
I konstant.

Beweis: Dies folgt aus Satz (i), da konstante Funktionen sowohl monoton fallend
als auch monoton wachsend sind. In den Randpunkten wird verwendet, dass f auf dem
ganzen Intervall [ stetig ist.
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