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0.1. Bezeichnungen 1

0.1. Bezeichnungen

Die ersten beiden Abschnitten haben einfiihrenden Charakter. Wir gehen dabei
von einem naiven Verstdndnis der Logik und der Mengenlehre aus. Weiter ver-
wenden wir die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} bzw. Ng = {0,1,2,3,...}, die
ganzen Zahlen Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} und die rationalen Zahlen

Q={2|meZ neN, Bruch gekiirzt }

aus der Schulmathematik samt ihrer Rechenregeln. (Die Mengenschreibweise wird
gleich erldutert.)

Zur Abkiirzung bentitzen wir in manchen Formeln die Symbole — (“nicht”), V
(“oder”), A (“und”), = (“impliziert”), <= (“Aquivalent”), 3 (“es existiert”), =
(“gleich per Definition”), 3! (“es existiert genau ein”) und V (“fiir alle”) aus der Logik.
Beweise werden mit dem Zeichen [J beendet. Mit () beschlieften wir Bemerkungen
und Beispiele, auf die kein Beweis folgt.

Eine Aussage A ist ein feststellender Satz, der entweder wahr oder falsch ist. So
sind etwa 74+ 5 = 12 und n +n = 3n (fir n aus Z) Aussagen, wobei die erste
wahr und die zweite fiir n # 0 falsch ist. Hingegen ist 5 4+ n keine Aussage. In den
néchsten wahren Aussagen treten einige der obigen logischen Verkniipfungen auf.

n+5=12 < n="17. n=3 = n<>o.
(n > 3) A (n <5)A (nist natiirliche Zahl) <= n = 4.

Man beachte, dass n < 5 = n = 3 fiir natiirliche Zahlen n falsch ist. Fiir Ausssagen
A und B bedeutet “entweder A oder B” gerade (A A =B) V (A A B).

Mengen werden durch die Angabe der in ihnen enthaltenen Elemente definiert.
Zur Erlauterung geben wir einige Beispiele an.

D ={1,2,3} ={2,1,3} = {1,1,2,3} hat die Elemente 1,2 und 3.
N={1,2,3,...} ist die Menge aller natiirlichen Zahlen.

G = {n € N|n ist gerade}.

0 ={1} istdie leere Menge, die kein Element enthélt.

Fiir Mengen M und N verwenden wir die folgenden Begriffe und Operationen.

xr € M  bedeutet, dass x ein Element von M ist, also in M liegt; z.B. 2 € D
oder Vn € N:4n € G.

r ¢ M  bedeutet, dass x kein Element von M ist; z.B. 3 ¢ G oder 0 ¢ 0.

M C N bedeutet, dass alle x € M auch in N enthalten sind oder gleichwer-
tig: x € M = x € N. Dann heilkt M Teilmenge von N, sowie N
Obermenge von M. Beispiele sind {2,6,8} C G oder G C N.

M = N bedeutet, dass M C N und N C M gelten. Die Mengen M und
N heiften dann gleich und haben die gleichen Elemente, wie z.B.
G={2n|neN}oder D={3-2,1+1,6/2}.

M # N bedeutet, dass M und N nicht gleich sind, wie etwa D # G.
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M C N oder M G N bedeutet, dass M € N und M # N gelten. Dann
heilst M echte Teilmenge von N, z.B. G C N.

M NN ist die Menge aller x, die in M und in N enthalten sind, und heifst
Schnittmenge oder Durchschnitt. Beispiele sind D NG = {2}, DN
N=D, Mn)=0.

M UN ist die Menge aller z, die in M oder in N enthalten sind, und
heifst Vereinigungsmenge. Beispiele sind DUG = {1,2,3,4,6, ...},
DUN =N oder MU = M.

M\ N ist die Menge aller x, die in M aber nicht in N enthalten sind, und
heilt Differenzmenge. Beispiele sind G\ D = {4,6,...}, D\ G =
{1,3}, G\ N = oder N\ G = {n € N|n ungerade}.

M x N ist die Menge aller geordneten Paare (z,y) mit x € M und y € N
und heifit Produktmenge. Weiter schreiben wir M? statt M x M.
Entsprechend definiert man n-fache Produktmengen.

In Formelsprache gelten
MNN={z|lre MAzeN}, MUN={z|zeMVzreN},
M\N={z|lzeMnrz¢ N}, MxN={(zy)|reMAyecN}.

Man ersetzt hierbei oft das und-Zeichen A durch ein Komma. Einige Rechenregeln
der Logik und Mengenlehre werden in der Linearen Algebra oder in [1] diskutiert.
Soweit notig gehen wir spéater auf einzelne Regeln ein.

Eine Abbildung oder Funktion
f:M—=N; z— f(z),
besteht aus einem Definitionsbereich M, einer Bildmenge N und einer Abbildungs-

vorschrift, die jedem Urbild x € M genau ein Bild f(x) € N zuordnet. Ein Beispiel
ist f: N — N; 2 +— 2z, auch geschrieben als f:N — N; f(z) = 2x. Ein anderes ist

fiAx 0,00 =401} f(0) =1 f(A)=0, f(O)=0
Oft verwendet man abkiirzend nur das Symbol f fiir die Funktion. Diese Begriffe
werden spater vertieft und ergédnzt, und auch in der Linearen Algebra behandelt.

0.2. Vollstandige Induktion

Wir diskutieren in diesem Abschnitt ein wesentliches Beweisprinzip der Mathe-
matik. Dieses beruht auf der folgenden Eigenschaft der natiirlichen Zahlen.

Prinzip der vollstandigen Induktion.
Fine Teilmenge M C N erfille die beiden folgenden Bedingungen.

(IA) 1 sei ein Element von M.

(1S) FEs gehore ein Zahln €N zu M. Dann liegt auch ihr Nachfolger n+1 in M.
Dann gilt M = N.

BEWEIS. Sei k € N. Wir miissen zeigen, dass k in M liegt. Geméfs (IA) ist 1 ein
Element von M. Wenn k = 1 ist, sind wir fertig. Andernfalls ist laut (IS) die Zahl
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2 =1+ 1 in M enthalten. Falls auch k # 2, wiederholen wir diesen Schritt & — 2
Mal und erhalten dann k € M. O

Wir wollen dies nun so umfomulieren, dass die Wahrheit einer Familie von Aus-
sagen A(n) mit n € N gezeigt werden kann. Dazu betrachten wir die Menge

M = {m € N| A(m) ist wahr}.

Unter den Annahmen der folgenden Behauptung liefert das obige Induktionsprin-
zip unmittelbar M = N und damit somit das behauptete Beweisverfahren.

Beweisverfahren der vollstindigen Induktion.
FEs sei fiir jedes n € N eine Aussage A(n) gegeben. Man geht in zwei Schritten vor.

(IA) Induktionsanfang: Man zeigt, dass A(1) wahr ist.

(1S) Induktionsschluss: Man nimmt an, dass fir ein festes, aber beliebiges n €
N die Aussage A(n) wahr sei (Induktionsvoraussetzung, 1V). Dann zeigt
man, dass auch A(n + 1) wahr ist.

Wenn (IA) und (IS) nachgewiesen sind, gelten die Aussagen A(n) fir alle n € N.

Man kann hier die Indexmenge N durch {k,k+1,...} fiir jedes k € Z ersetzen.
Wir diskutieren einige typische Beispiele fiir die vollstdndige Induktion.

BEISPIEL 0.1. Es gilt 1+ 2+ ... 4+ n = $n(n + 1) fir jedes n € N.
BEWEIS. Wir bezeichnen die behauptete Aussage mit A(n) fiir jedes n € N. Wir
haben 1 =1-1-(1+41), sodass (IA) wahr ist. Um (IS) zu zeigen, nehmen wir als

(IV) an, dass A(n) fiir ein (festes, aber beliebiges) n € N gilt. Daraus folgern wir
1424+ ... +n+n+1)=3nn+1)+n+1)=n+1)(Gn+1)
=1i(n+1)(n+2).

Somit ist A(n + 1) und damit (IS) bewiesen. Per vollstandiger Induktion ist A(n)
fiir alle n € N erfiillt, was die Behauptung ist. U

Im Induktionsschluss des Beweises muss man eine Beziehung von A(n + 1) und
A(n) erkennen und ausnutzen. Hier sieht man, dass sich die linken Seiten nur
durch den Summanden n + 1 unterscheiden. Also beginnt man mit der linken
Seite von A(n + 1) und kann direkt die Induktionsvoraussetzung anwenden. Meist
sind an dieser Stelle gewisse Umformungen notig. Den entstehenden Ausdruck
sn(n+1)+ (n+1) versucht man nun zur rechten Seite von A(n+ 1) umzuformen.
Dazu klammert man den bendtigten Faktor 1(n 4 1) aus und stellt erfreut fest,
dass sich das Gewiinschte ergibt. In den néchsten Beweisen gehen wir d&hnlich vor.
(In Ubungen kann es durchaus schwieriger werden.)

Um die Schreibweise “1 + ... + n” zu préazisieren, definieren wir rekursiv das
Summenzeichen ) . Gegeben seien Zahlen a; € Q fiir alle j € Z mit j > m, wobei
m € 7 fest gewahlt ist. Wir bezeichnen zunéchst

E aj = Q.

Jj=m
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Wir nehmen dann an, dass die Summe Zm+n a; € Q fiir ein (festes, aber beliebiges)

n € Ny schon definiert worden ist. Dann setzen wir
m+n—+1 m+n

Z Qj = Qpint1 + Z a; €Q
j=m j=m

fiir dieses n. Nun wenden wir das Induktionsprinzip auf die Menge
m-+n . .
M = {n e Ny | Zj:m aj ist deﬁnlert}

an. (Die Induktion lduft also iiber die Anzahl der Summanden.) Da die obigen
Definitionen den Bedingungen (IA) und (IS) entsprechen, wird dadurch die Summe

Zj:m CL]' € Q

fir jedes p € Z mit p > m definiert. Man schreibt stattdessen auch a,, + ... + a,.
Entsprechend fiihrt man das Produkt

P
”}7 Aj = A+ ... " Qp
J=m

ein. Man setzt dabei abkiirzend
n n 0
= = 1
a | |k:1 a und a

fiir alle a € Q und n € N. Es gelten offenbar a' = a und a® = a - a.
Per Induktion kann man die Rechenregeln der Bruchrechnung auf die durch
und [ definierten Summen und Produkte ausdehnen. Zum Beispiel gilt

(Z i)+ (Zb) Zaﬁb)
‘7_
fir alle a;,b; € Q mit j € N und alle n € N.
BEWEIS. Wir bezeichnen wieder die behauptete Gleichung mit A(n) fiir jedes

n € N. Zunéchst gilt A(1), da die obige Definition die Identitdten

1 1 1
ZCLj"Fij :CL1+Z)1 = Z(aj+bj>
j=1 j=1 j=1

impliziert. Um (IS) nachzuweisen, nehmen wir als (IV) an, dass A(n) fir ein n € N
wahr sei. Indem wir die Definition und in der zweiten Gleichung (IV) verwenden,
berechnen wir

(550)+ (50) =ow+ () e+ (30)

n+1

= (ans1 +bar1) + D _(a;+b) = (a;+b)).

j=1 j=1
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Also ist A(n + 1) und somit (IS) gezeigt. Vollstdndigen Induktion impliziert nun,
dass A(n) fir jedes n € N wahr ist. O

Wir lassen im Folgenden meist die dufseren Klammern weg, wenn klar sein soll-
te, worauf sich die Summe oder das Produkt bezieht. Die folgende ‘geometrische
Summe’ wird spéter eine wichtige Rolle spielen.

BEISPIEL 0.2. Seien ¢ € Q \ {1} und n € Ny. Dann gilt die Identitéat
n n+1
S - ity
=0 ¢—1

BEWEIS. Wieder bezeichne A(n) fiir jedes n € Ny die behauptete Identitét. Die
Aussage A(0) ergibt sich sofort aus der Gleichung

0o 1
3=0 T = qg—1
) an, dass A(n) fir ein n € Ny gelte. Mittels

<

Um (IS) zu zeigen, nehmen wir als (I

der Definition der Summe und mit (IV) in der zweiten Gleichung, folgern wir
ntl . n ) n+1l __ 1 n+1 1)+ n+l 1 n+2 1
S =+ g =t 4 _ ¢ g=1)+g _q ‘
: : qg—1 q—1 g—1
Jj=0 j=0

Also ist A(n + 1) und somit (IS) wahr. Die Behauptung folgt per Induktion. O
Weiter definiert man die Fakultdt n! fir n € Ny durch
| — | — " y —1.9. . B
0l:=1 und n!: szl 1-2-...-n fir neN.

Die Fakultaten wachsen rasch an; dies sicht man schon an den ersten finf: 1! =1,
20=2, 31=2-3=6, 4!/=2-3-4=24, 5!=2-3-4-5=120.
Fiir n,j € Ny mit j < n ist ferner der Binomialkoeffizient durch

<n) o n!
i) Jin =)
gegeben. Ein Beispiel ist

| .3.4.
5 _ d! :2345:10‘
2 2! 3! 2-2-3

Fiir j,n € Ny mit j < n geniigt der Binomialkoeffizient den Rechenregeln

() == () ()= =y o

n n n! Ji n! n—j+1
. + () =— . L4 - . : 0.2
(J—l) (]) G- n—g+1j jln—j)ln—7+1 (0.2)

1 (4 — 4 |
_ntnojtl __(ntl) :<"J_r1> fiir j > 1.
jtn+1-j)! j

Jln+1—7)!
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Die néachste wichtige Aussage verallgemeinert die einfachen Formeln
(a+b)? = a®+2ab+b? und (a+b)* = (a+b)(a+b)? = a*+3a’*b+3ab® +b*.
BEISPIEL 0.3. Fiir alle a,b € Q und n € Ny gilt der binomische Satz
n n .
e -3 (e
=0 \J
Mit a = b = 1 folgt insbesondere die (iiberraschende) Gleichung 2" =37, (’;)
BEWEIS. Es sei A(n) fir jedes n € Ny die abgesetzte Identitéat in der Behaup-
tung. Die Aussage (IA) ergibt sich aus der Beobachtung

R

Um (IS) zu zeigen, nehmen wir als (IV) an, dass A(n) fiir ein n € Ny gelte. Diese
Annahme impliziert

(a+ 0" = (a+b)(a+b)" = (a+b) Z (?) a" Iy

= Z a4 Z ( .)a"‘ﬂb”l.
=0 <]) §=0 J

In der letzten Summe setzen wir nun [ = j+1 (bzw. j = [—1), um Exponenten wie
in der vorderen Summe zu erhalten. Der neue Index [ lduft von 1 bis n+ 1. Danach
schreiben wir wieder j statt [ und wenden (0.2) an. Dies liefert die Gleichungen

n n+1
a L byt — (ﬁ’)aanrlbj_i_ ( n )an(ll)bl
i =3 (" S(,

J=0

Y ni130 - n n n—j+17j Y\ 0rnt1
o () () e+ (1)
(0> =1 J J—1 n

n+1

1 o
Z(H- )tﬂ
=0 \ J

Hierbei haben wir am Ende auch die Formeln (0.1) ausgenutzt. Man beachte, dass
beim Zusammenziehen der Summen die nicht passenden Terme mit j = 0 und
| = n+ 1 getrennt auftreten. Also gilt A(n + 1) und somit (IS). Die Behauptung
folgt nun mittels vollstandiger Induktion. U

Die obigen Aussagen gelten nicht nur in QQ sondern allgemeiner in Kérpern, die
im néchsten Abschnitt eingefiithrt werden.



KAPITEL 1

Reelle und komplexe Zahlen

Wir definieren die reellen Zahlen in drei Schritten, indem wir zuerst die fiir
sie geltenden Regeln (Aziome) fiir die algebraischen Verkniipfungen und fiir die
Ordnungsstruktur festlegen und dann die sogenannte Ordnungsvollstédndigkeit ver-
langen. Es wird sich in Beispiel 3.18 zeigen, dass die so eingefiihrten reellen Zahlen
mit denen der Schulmathematik {ibereinstimmen.

1.1. Geordnete Korper
Sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung

x: M xM—M; (x,y)— xzxy,

heifst Verkniipfung auf M. Beispiele sind Addition und Multiplikation in Q, also
die Abbildungen +: Q x Q; (z,y) —» z+y, und -: Q x Q; (x,y) — = - y.

DEFINITION 1.1. Es sei K eine Menge mit Elementen 0 # 1 und Verkniipfungen
+ und -. Das Quintupel (K,0,1,+,-) heifst Korper, falls die folgenden Eigenschaf-
ten fir alle x,y,z € K erfillt sind.

(AGH) (z4+y)+z=2+(y+2). (Assoziativgesetz fiir +)
(NE4+) z+4+0=u=z. (neutrales Element fiir +)
(IE+) VeeK JueK mit x+u=0. (inverse Elemente fiir +)
(KG+) z+y=y+u. (Kommutativgesetz fir +)
(AG)) (x-y)-z=a-(y-2). (Assoziativgesetz fiir -)
(NE) z-1=u. (neutrales Element fiir -)
(IE) Vze K\{0} JveK mit z-v=1. (inverse Elemente fiir -)
(KG) z-y=y-x. (Kommutativgesetz fiir -)
(DG) (z4vy)-z=x-2+4+y-=z (Distributivgesetz)

Man schreibt oft K statt (K,0,1,4,-) und xy statt = - y.

Die rationalen Zahlen @Q mit den iiblichen Verkniipfungen + und - sind ein
Korper, Z ist es nicht (da es z.B. kein v € Z mit 2v = 1 gibt). Der kleinste Korper
ist Fy = {0, 1} mit den Verkniipfungen

0+0=0, 0+1=1+0=1, 141=0, 0-0=0, 0-1=1-0=0, 1-1=1
Man schreibt fiir die inversen Elemente u = —z bzw. v = 27! = 1 (falls z # 0),
sowie z — y anstelle von z + (—y) und  anstelle von x - i (falls y # 0). Man

7
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lasst meist liberfliissige Klammern weg, wobei “- vor +” gilt; z.B. verwenden wir
T+ y+ 2z statt x + (y + 2) oder x + yz statt z + (yz).

Man kann zeigen, dass die neutralen und inversen Elemente in (NE+), (IE+),
(NE-) und (IE-) eindeutig bestimmt sind. Weiter gelten Rechenregeln wie in der
Bruchrechnung, so etwa —(—z) =z und —z = (=1)z fir alle z € K, (x71) ' =2
fir alle z € K \ {0}, und es gilt genau dann x -y = 0 fiir z,y € K, wenn z oder
y gleich 0 sind. Fiir diese und verwandte Ausssagen verweisen wir auf die Lineare
Algebra und benutzen sie ohne weiteren Kommentar. Dort werden auch andere
Beispiele fiir Korper diskutiert. In den Aussagen und Beweisen in Abschnitt 0.2
kann man Q durch jeden Kérper K ersetzen.

In der Analysis ben6tigt man oft Ungleichungen, zum Beispiel in Konvergenz-
betrachtungen. Dazu fithren wir die folgenden Begriffe ein. Andere Klassen von
Relationen werden In der Linearen Algebra werden auch ‘Aquivalenzrelationen’
diskutiert.

DEFINITION 1.2. Sei M eine nichtleere Menge. Fine Relation R auf M ist
eine nichtleere Teilmenge von M x M. Man schreibt © ~g y, falls (z,y) in R C
M x M liegt. Eine Relation R heifst Ordnung auf M, wenn fir alle x,y,z € M
die folgenden Aussagen gelten.

(R) z ~p x. (Reflexivitét)
(T) Seien x ~gy undy ~g z. Dann gilt x ~g z. (Transitivitét)
(AS) Seien x ~gry und y ~g x. Dann gilt © = y. (Antisymmetrie)

Die Ordnung heifit total, wenn fir alle x,y € M stets x ~r y oder y ~g x gilt.

Man sieht leicht ein, dass auf den Briichen @Q die iiblichen Ordnung < (also die
Relation {(z,y) € Q? |z < y}) eine totale Ordnung im obigen Sinne ist. Man kann
auch nachpriifen, dass die Relation R = {(m,n) € N?|m teilt n} eine Ordnung
auf N darstellt. Diese ist nicht total, da z.B. 2 nicht 3 und 3 nicht 2 teilt.

Bei einer Ordnung schreibt man statt ~g meist “<g” oder “<” und sagt “kleiner
gleich”. Man schreibt “x < y” und sagt “x kleiner y”, wenn < y und =z # y
sind. Weiter haben y > z und = < y, sowie y > x und x < y, jeweils die gleiche
Bedeutung.

In der folgenden Definition werden die algebraischen und die ordnungstheoreti-
schen Strukturen miteinander verbunden.

DEFINITION 1.3. Ein geordneter Korper (K, <) besteht aus einem Korper K =
(K,0,1,4, ) und einer totalen Ordnung < auf K derart, dass fir alle x,y,z € K
die folgenden Figenschaften erfillt sind.

(O+4) Seix <wy. Dann gilt x + z < y + z.

(O-)  Seien x>0 und y > 0. Dann gilt xy > 0.
Man schreibt meist K statt (K, <). Einx € K heifit positiv (negativ), wenn x > 0
(x < 0) gilt, und nichtnegativ (nichtpositiv), wenn z >0 (x < 0) gilt. Man setzt

Ki={zeK|z>0} und K ={ze€K|z<0}.
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Auf Grund der Totalitdt der Ordnung gilt z < 0 oder z > 0 fiir jedes z € K,
und wegen (AS) folgt aus < 0 und z > 0 schon z = 0. Damit ergeben sich

KiNnK_=0 uwnd K UK U{0}=K.

Die Briiche @Q mit der iiblichen Ordnung < bilden einen geordneten Korper.

Wir zeigen nun einige direkte Folgerungen aus den obigen Definitionen; in den
Ubungen werden weitere Rechenregeln hergeleitet. In diesem Abschnitt werden
die fiir die Umformungen von Ungleichungen bendtigten Definitionen detailliert
angegeben. Darauf werden wir spéater bei einfachen Rechenschritten verzichten.

SATZ 1.4. Es seien K ein geordneter Kérper und x,y,z € K. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) Die Ungleichung y > x ist dquivalent zu y — x > 0.

b) Die Ungleichungen x < 0 und —x > 0 sind gleichwertig, und ebenso x > 0
und —x < 0.

¢) Aus den Relationen x > 0 und y < 0 folgt zy < 0.

d) Sei x # 0. Dann ergibt sich x? .= x - x > 0, sodass speziell 1 = 12 > 0 gilt.

e) Wir haben genau dann x > 0, wenn % > 0 gilt.

f) Die Ungleichungen y > x und z > 0 implizieren yz > zz.

Ina), b), ¢) und f) kann man ferner “>” durch “>" ersetzen.

BEWEIS. a) Wir zeigen die beiden Implikationen separat, da das oft tibersicht-
licher ist. Es gelte y > . Um y — x zu erzielen, addieren wir zu beiden Seiten —zx.
Dann folgt y — 2 > z — 2 = 0 aus (O+). Nun gelte y — x > 0. Hier addieren wir x
und erhalten mit (O+) die gewiinschte Ungleichung y =y — x4+ 2 > 0+ x = z.

b) Die erste Aquivalenz folgt aus Teil a) mit y = 0. Wenn wir sie auf —x
anwenden, ergibt sich die zweite Teilaussage, da x = —(—x) ist.

c) Seien x > 0 und y < 0. Wir fithren die Aussage auf (O-) zuriick. Dazu
bemerken wir, dass b) die Ungleichung —y > 0 liefert. Aus (O-) schliefen wir dann
0 < z(—y) = —xy, was nach b) die Behauptung xy < 0 impliziert.

d) Sei x # 0. Aufgrund der Totalitét der Ordnung und b) gilt dann entweder = >
0 oder —x > 0. Aus (O-) ergibt sich nun z? > 0, bzw. 0 < (—2)%? = (=1)(—z)z =
2%, wenn wir mit x bzw. —z multiplizieren.

e) Sei z > 0. Nach d) ist z72 := (x71)? > 0. Eine Multiplikation mit = > 0 fiihrt
gemif (O-) auf 271 = z2~2 > 0. Mit dem eben Bewiesenen folgern wir umgekehrt
aus ! > 0 die Aussage r = (z71)"1 > 0.

f) Seien y > x und z > 0. Gemék a) haben wir dann y — x > 0, sodass (O-) die
Ungleichung 0 < (y — z)z = yz — xz zeigt. Wieder mit a) folgt Teil f).

Den Zusatz zeigt man dann durch Betrachtung der Gleichheitsfille. Wir behan-
deln exemplarisch Behauptung f). Aus z = 0 folgt direkt yz = 0 = xz, und aus
y = x natiirlich auch. Zusammen mit dem Ungleichheitsfall haben wir aus y > x
und z > 0 die Relation yz > xz gefolgert. U
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Aus den obigen Aussagen d) und b) kann man z.B. schliefen, dass es keine
Ordnung < auf Fy gibt, mit der (Fy, <) ein geordneter Kérper wére. In der Tat gélte
dann 1 > 0 > —1, was aber der in [y giiltigen Gleichung 1 = —1 widerspréche.

Den folgenden Begriff benttigen wir wesentlich fiir die Definition und Untersu-
chung von Grenzwerten.

DEFINITION 1.5. Es seien K ein geordneter Kdérper und x € K. Dann heift
_ x, x>0,
o] =
—z, =<0,

Der Betrag wird benutzt, um Absténde in geordneten Korpern zu definieren. In
Q entspricht er gerade dem iiblichen Betrag. Hier haben etwa -2 und 3 den Abstand
|-2 — 3] = |—=(2 + 3)| = 5. Im néchsten Satz sammeln wir die grundlegenden
Eigenschaften des Betrags, die aus der Definition und Satz 1.4 folgen.

der Betrag von .

SATZ 1.6. Es seien K ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) |z| > 0. ] =0 < x=0.

b)x <lzf,  —wz<lzl,  |o|=]-z]

¢) |vy| = [z |yl

d) lz+y| < |z|+ [yl

e) lv =yl > [lz] = lyl|.

BEWEIS. a) Wenn z > 0 ist, dann liefert Definition 1.5 die Ungleichung |z| =

x > 0. Im Falle x < 0 gilt || = —x > 0, wobei Satz 1.4b) eingeht. Dies zeigt auch
den ersten Teil von b). Die Aquivalenz in a) folgt direkt aus Definition 1.5.

b) Nach dem eben Gesagten miissen wir in b) nur den dritten Teil zeigen. Mittels
Definition 1.5 und Satz 1.4b) berechnen wir dazu

-, -z >0, -z, x <0,
=] = { = { = |l
—(—z), —x<0, x, x>0,

c) Seien x > 0 und y < 0. Nach Satz 1.4 gilt dann zy < 0. Definition 1.5 fiihrt
nun auf |ry| = —zy = x(—y) = |z||y|. Die anderen drei Félle behandelt man
dhnlich.

d) Wir zeigen die Behauptung getrennt fiir die beiden Félle im Betrag auf der
linken Seite. Nach b) haben wir die Ungleichungen x < |z| und y < |y|. Mit (O+)
folgern wir die Abschétzungen = +y < |z| +y < |z| + |y|. Gemék b) liefert dies
auch —(z +vy) = (—2) + (—y) < |—z| + |-y| = |=| + |y|. Zusammen folgt die
Aussage aus Definition 1.5.

e) Teil d) impliziert |z| = |z —y+y| < |z —y|+|y|, sodass (O+) die Ungleichung
|z| — |y| < |x — y| zeigt. Durch Vertauschen von z und y folgert man |y| — |z| <
|y — x| = |z — y|, wobei auch b) eingeht. Es ergibt sich Teil e). O
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Die folgenden Teilmengen geordneter Kérper werden eine zentrale Rolle spielen.
Wir schreiben dabei etwa a < z < b abkiirzend fir a < z und z < b.

DEFINITION 1.7. Es seien K ein geordneter Korper und a,b € K mit a < b.
Dann definiert man die beschrinkten Intervalle durch

[a,b] = {z € K |a <z < b}, (a,b) ={z € K|a <z <b}, la,a] = {a},
[a,b) ={z € K|a<xz<b}, (a,) ={z € K|a <z <b}, (a,a) =0,

und die unbeschrankten Intervalle durch

[a,00) = {2z € K|z >a}, (—o00,a] = {z € K|z <a},
(a,00) = {z € K|z > a}, (—00,a) = {z € K|z <a}.

Die Intervalle [a,b], |a,al, [a,00) und (—oo,a] heiffen abgeschlossen und (a,b),
(a,a), (—oo,a) und (a,00) heiffen offen.

Wir diskutieren zwei Zahlenbeispiele, um das Rechnen mit Ungleichungen, Be-
tragen und Fallunterscheidungen etwas zu iiben. Man beachte, dass man Aquiva-
lenzumformungen benétigt, um alle Losungen zu bestimmen.

Beispiel 1. Die Menge aller x € Q mit |2z — 3| +2 > 3z — 5 ist das Intervall
(—00,4) in Q. Um dies zu zeigen, 16st man zunéchst den Betrag auf und erhélt

2z — 3 >3/2
|20 — 3| = r=3 w232
3—2z, x<3/2.

Demgemafs unterscheidet man nun zwei Félle, in denen wir die entstehenden Un-
gleichungen jeweils nach = auflésen.
1. Fall. Sei > 3/2. Dann wird aus |2z — 3| + 2 > 3z — 5 die Ungleichung

3 —5<2x—3+2=2zx—1.

Nach (O+) ist diese Relation dquivalent zu 3z < 2z 44 (wobei man 5, bzw. —5 fiir
die umgekehrte Implikation, addiert), und diese gleichwertig zu x < 4 (wobei man
—2x, bzw. 2z, addiert). Also gilt die behauptete Ungleichung fiir alle = € [3/2,4),
und sie ist falsch fiir alle z > 4.

2. Fall. Sei z < 3/2. Nun ist die Ungleichung |2z — 3| +2 > 3z — 5 zu

3r—5<3—-2x+2=5—-2x

dquivalent. Wie oben schliefen wir aus (O+), dass diese Relation gleichwertig zu
br < 10 ist. Mit Satz 1.4f) formt man dies dquivalent zu z < 2 um, indem man
1/5, bzw. 5, multipliziert. Somit gilt die Aussage fiir alle x < 3/2.

Wenn man die beiden Fille zusammentfiigt, folgt die Behauptung. O
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Beispiel 2. Die Menge aller x € Q mit |[x—1| < |z+2| ist das Intervall [—1/2, c0)
in Q. Zur Begriindung ersetzen wir wieder die Betrédge durch Fallunterscheidungen:

r—1, z>1, T+ 2, T > —2,
1—2z, z<1, —r—2, x<-=2.

Dies fiihrt nun auf vier Falle, die wir nach dem ersten Betrag sortieren.

Fall 1a). Seien 2 > 1 und = > —2. Dies ist dquivalent zur Ungleichung = > 1,
und man kann |z — 1| < |z + 2| durch x — 1 < x + 2 ersetzen. Durch Addition von
—x, bzw. z, wird die Ungleichung laut (O+) gleichwertig zu —1 < 2 umgeformt.
Diese Relation ist wahr und folglich lésen alle x € [1,00) das Problem.

Fall 1b). Seien > 1 und = < —2. Solche x gibt es in Q nicht, sodass in diesem
Fall keine Losungen existieren.

Fall 2a). Seien x < 1 und =z > —2, also x € [—2,1). In diesem Fall wird
lt —1] < |z +2| zul—2 < z+ 2. Durch Addition mit = — 2, bzw. 2 — =z,
folgern wir wieder mittels (O+), dass die Ungleichung zu —1 < 2x &quivalent ist.
Geméf Satz 1.4 1) iiberfiithrt eine Multiplikation mit 1/2, bzw. 2, diese Relation in
x > —1/2. Also 16sen = € [—1/2,1) das Problem, aber nicht x € [-2,—1/2).

Fall 2b). Seien z < 1 und = < —2, also x < —2. Hier betrachten wir 1 —x <
—x — 2, was man wie bisher durch Addition von £z zu 1 < —2 umformen kann.
Da diese Aussage in Q falsch ist, gibt es in diesem Fall keine Losung.

Die Behauptung folgt nun durch die Kombination aller Félle. O

Abschliefsend beweisen wir die Bernoullische Ungleichung, die wir fiir einige Kon-
vergenzbetrachtungen heranziehen werden. Danach folgt eine gleichfalls bendtigte,
aber wenig erstaunliche Aussage {iber Mittelwerte.

SATZ 1.8. Es seien K ein geordneter Korper, x > —1 und n € N. Dann gilt
(14+2)" > 1+ nx.

BEWEIS. Wir beweisen die Aussage per Induktion. Fiir n = 1 gilt sie offen-
sichtlich. Die Aussage gelte fiir ein n € N. Mit dieser Induktionsvoraussetzung und
Satz 1.4f) erhalten wir

(1+2)"" =(14z)(1+2)" > 1+2)(1+nz) =1+ (n+ Dz +na® > 1+ (n+ 1)z,

wobei wir auch 1+ z > 0, sowie am Ende (O+) und nz? > 0 (nach Satz 1.4)
verwendet haben. O

LEMMA 1.9. FEs seien K ein geordneter Kérper und a,b € K mit a < b. Setze
2:=1+1¢€ K. Dann gelten 2 > 1 > 0 wegen Satz 1.4 d), sowie a < %(a+b) < b.

BEWEIS. Mittels (O+) schliefsen wir aus a < b in zwei Schritten auf
2a=a+a<a+b<b+b=2b
Laut Satz 1.4f) bleiben diese Ungleichungen bei Multiplikation mit % erhalten. [
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1.2. Suprema und reelle Zahlen

In diesem Abschnitt diskutieren wir weitere Begriffe in geordneten Kérpern, um
in Definition 1.17 die letzte definierende Eigenschaft reeller Zahlen einfithren zu
kénnen. Hierbei werden wir einige Male ‘indirekte’ Beweise verwenden, die generell
von grofer Bedeutung in der Mathematik sind. Deswegen besprechen wir zuerst
einige Sachverhalte aus der Logik.

_ Kontraposition und indirekter Beweis. Wir beginnen mit einer wichtigen
Aquivalenz aus der Logik. Seien A und B Aussagen. Dann ist die Implikation

A= B gleichwertig zur ihrer Kontraposition —B = —A.

Als ein illustrierendes Beispiel betrachten wir die Folgerung (n = 3) = (n < 5) und
die umgekehrte Implikation (n > 5) = (n # 3) fiir die Negationen. Die behauptete
Aquivalenz zeigen wir mittels einer ‘Wahrheitswertstafel’, die wesentlich ausnutzt,
dass jede Aussage entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.

A/ B|A=B|-B|-A|-B=-A
w|w w f f W
w| f f w f f
f|w w f | w w
f|f A w | w W

Hierbei geben wir zuerst alle vier Kombinationen von w und f fiir die Grundaus-
sagen A und B an. Die Aussage A = B wird durch die Angabe von w und f fiir
jede dieser Kombination festgelegt. Falls A wahr ist, ist A = B genau dann wahr,
wenn auch B wahr ist. Falls jedoch A falsch ist, ist die Implikation unabhéngig von
B wahr, da man aus einer falschen Annahme alles ableiten kann. Die Negationen
=B und —A haben gegeniiber B und A die vertauschten Wahrheitswerte. Man bil-
det dann die sechste Spalte analog zur dritten. Da diese beiden gleich sind, héngen
die zugehorigen Aussagen in gleicher Weise von den Wahrheitswerten von A und
B ab. Damit sind sie dquivalent. (Siehe auch die Vorlesung Lineare Algebra.)

Ein mathematischer Satz ist im Prinzip von der Form A = B fiir die Voraus-
setzung A und die Behauptung B, wobei wir (natiirlich) nur an dem Fall wahrer
A interessiert sind. Somit ist der Satz genau dann wahr, wenn B wahr ist.

In einem direkten Beweis findet man solche weiteren Aussagen C, D, ..., dass
A= C= D = .- = B gilt und damit der Satz gezeigt ist. Die Beweise der
Sétze 1.4 und 1.6 sind im Grunde von dieser Form. Manchmal ist es aber einfacher,
die gleichwertige Kontraposition =B = —A in entsprechender Weise nachzuweisen.

In indirekten Beweisen geht man anders vor. Man nutzt aus, dass B entweder
wahr oder falsch ist, und nimmt an, dass B falsch sei. Daraus (und auch A ver-
wendend) folgert man die Falschheit einer gewissen Aussage C, von der man aber
weifl, dass sie wahr ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass B nicht falsch sein kann
und somit wahr ist.
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Wir kehren nun zur Diskussion geordneter Korper zuriick und fithren mit Hilfe
der Ordnung beschriankte Teilmengen und besondere Elemente von ihnen ein.

DEFINITION 1.10. FEs seien K ein geordneter Korper und M C K nichtleer.

a) Ein Element a aus K ist eine obere (bzw. untere) Schranke von M, wenn
a>m (bzw. a < m) fir allem € M gilt. Wenn so eine Schranke a existiert, dann
heifft M von oben (bzw. von unten) beschrénkt.

b) Die Menge M heifit beschrankt, wenn sie von oben und von unten beschrinkt
ist. Andernfalls heifit M unbeschrankt.

¢) Ein Element x von K ist ein Maximum (bzw. Minimum ) von M, wenn x in
M liegt und x eine obere (bzw. untere) Schranke von M ist. Man schreibt dann
x=max M (bzw. x = min M ).

Zur Illustration geben wir ein Zahlenbeispiel in Q an. Die Menge M = [0, 1)U{2}
hat z.B. die oberen Schranken 2 oder 5, wéhrend 3/2 keine obere Schranke ist.
Weiter ist 2 € M ein Maximum von M. Wir diskutieren weitere Beispiele im
allgemeinen Rahmen geordneter Korper. Hier bieten sich ofter indirekte Beweise
an, da man ein besseres Verstdndnis von der Negation als der Aussage selbst hat.

BEISPIEL 1.11. Sei K ein geordneter Korper und b € K. Dann gelten die fol-
genden Aussagen.

a) Das Intervall M = (—o0, b] hat die obere Schranke b (sowie jedes v > b). Da
b in M liegt, ist es ein Maximum. Weiter ist M nicht nach unten beschrankt.

BEWEIS. Die ersten zwei Behauptungen folgen direkt aus den Definitionen 1.7
und 1.10. Fiir die letzte nehmen wir an, dass M eine untere Schranke a € K hiétte.
Also gilt a < m fiir alle m € M und speziell a < b. Da —1 nach Satz 1.4 negativ
ist, schliefen wir dann aus (O+) auf die Ungleichungen a — 1 < a < b. Also liegt
a — 1 in M und somit ist a < a — 1 < a, was falsch ist. Dieser Widerspruch zeigt
die Behauptung. 0

b) Das Intervall N = (—o0,b) hat die obere Schranke b (sowie jedes v > b) und
kein Maximum.

BEWEIS. Wieder ist die erste Behauptung klar. Wir nehmen an, dass N ein
Maximum a beséfte. Da dann a in N liegt, gilt a < b. Lemma 1.9 liefert dann die
Ungleichungen a < 3(a +b) < b, sodass auch 3(a +b) in N enthalten ist. Dies ist
unmoglich, da a eine obere Schranke von N ist. Also hat N kein Maximum. [J

c) Es gilt 0 = min{z? |z € K}, da zum einen nach Satz 1.4 Quadrate nichtne-
gativ sind und zum anderen 0% = 0 ist. O

Aufgrund der folgenden Beobachtung bezeichnen max M und min M tatséchlich
einzelne Elemente von K (und nicht grofere Teilmengen), sodass die Schreibweisen
x = max M und z = min M sinnvoll sind.

BEMERKUNG 1.12. Eine nichtleere Teilmenge M eines geordneten Korpers hat
hochstens ein Maximum und hochstens ein Minimum.
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BEWEIS. Seien etwa z und y zwei Maxima von M. Da beide in M liegen und
obere Schranken sind, erhalten wir z < y und y < z. Geméf (AS) sind also = und
y gleich. Minima behandelt man genauso. 0

Wir kommen zu zwei wichtigen Begriffen der Vorlesung, die allgemeiner als Mi-
nimum und Maximum sind und z.B. in Beispiel 1.11 b) verwendet werden kénnen.

DEFINITION 1.13. Es seien K ein geordneter Korper und ) # M C K.

a) Sei M nach oben beschrinkt. Wenn es eine kleinste obere Schranke b von M
gibt, so heifst diese Supremum von M, und man schreibt b = sup M.

b) Sei M nach unten beschrinkt. Wenn es eine grifite untere Schranke a von M
qibt, so heift diese Infimum von M, und man schreibt a = inf M.

Man beachte, dass in Q Suprema oder Infima nicht immer existieren, siehe Bei-
spiel 1.16. Wir betrachten ein offenes Intervall.

BEISPIEL 1.14. In Beispiel 1.11b) gilt b = sup(—o0, ).

BEWEIS. Wir wissen aus Beispiel 1.11, dass b eine obere Schranke von (—oo,b)
ist. Wir nehmen an, es gébe eine obere Schranke x < b von (—o0,b). Nach Lem-
ma 1.9 gilt dann = < 3(z +b) < b, sodass (z + b) in (—o0, b) liegt. Somit kann z
keine obere Schranke sein. O

Wir sammeln einige einfache, aber wichtige Eigenschaften der obigen Konzepte.

BEMERKUNG 1.15. Sei M eine nichtleere Teilmenge eines geordneten Korpers
K. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Wenn das Supremum von M existiert, dann ist es das Minimum der oberen
Schranken von M. Entsprechend ist inf M das Maximum der unteren Schranken
von M, soweit es existiert. Diese Charakterisierungen folgen aus den Definitio-
nen 1.10 und 1.13.

b) Wegen a) und Bemerkung 1.12 besitzt M hochstens ein Supremum und héchs-
tens ein Infimum.

c¢) Wenn max M bzw. min M existieren, dann sind sie schon das Supremum
bzw. das Infimum von M. In der Tat ist z.B. max M eine obere Schranke und als
Element von M kleiner gleich jeder anderen oberen Schranke.

d) Wenn Supremum und Infimum von M existieren, dann gilt inf M < m <
sup M fiir alle m € M.

e) Setze —M = {—x|x € M}. (Zum Beispiel gilt in Q die Gleichung —[—2, 3] =
[—3,2].) Genau dann ist b € K eine untere Schranke von M, wenn —b eine obere
von —M ist. (Nach einer Ubung ist b < m dquivalent zu —b > —m.) Obere
Schranken erfiillen eine entsprechende Aussage. Weiter existiert inf M genau dann,
wenn sup(—M) existiert, und dann gilt inf M = —sup(—M).

BEWEIS. Sei zuerst b das Maximum einer Teilmenge P von K. Dann ist —b € —P
eine untere Schranke von —P. Also ist —b das Minimum von —P.
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Wir wenden dies auf die Menge P der unteren Schranken von M an. Die Menge
M Dbesitze ein Infimum. Nach a) und der Voriiberlegungen ist dieses gleich

max P = —min(—P) = —min {—a | a € K ist untere Schranke von M }
= —min {c|c € K ist obere Schranke von —M } = — sup(—M)

Hier haben wir —a durch c ersetzt. Insbesondere besitzt —M ein Supremum. Ent-
sprechend folgert man die Existenz von inf M aus der von sup(—M). O

f) Sei M C N C K. Wenn sup N und sup M existieren, dann ist sup N eine
obere Schranke von N und damit der Teilmenge M, sodass sup M < sup N gilt.
Entsprechend erhalten wir inf M > inf N, wenn inf N und inf M existieren. O

BEISPIEL 1.16. Die Menge M = {z € |2? < 2} ist nach oben beschrinkt und
hat kein Supremum in Q.

BEWEIS. 1) Wenn z > 2 ist, folgen die Ungleichungen 2? > 2z > 4. Somit liegt
x nicht in M. Per Negation sehen wir, dass jedes Element x von M kleiner als 2
sein muss. Also ist 2 eine obere Schranke von M.

2) Wir nehmen an, dass s := sup M in Q existierte. Dann gibt es teilerfremde
p,q € N mit s = p/q. Gemif Lemma 1.27 unten gilt nun s?> = 2 und also p? =
2¢%, sodass p? gerade ist. Folglich ist p gerade (fiir ein ungerades p wire auch p?
ungerade) und es gibt ein r € N mit p = 2r. Wir schlieRen daraus 2¢> = 4r?,
sodass ¢ = 2r? gerade ist. Damit sind p und ¢ gerade, was ihrer Teilerfremdheit
widerspricht. O

Wir fiigen ein letztes Axiom hinzu, um die Existenz von Suprema sicher zu
stellen. Dies schliefst QQ aus.

DEFINITION 1.17. FEin geordneter Korper K, in dem jede nach oben beschrink-
te michtleere Menge ein Supremum besitzt, heifst ordnungsvollstéindig. (Nach Be-
merkung 1.15¢e) hat dann auch jede nach unten beschrinkte nichtleere Menge ein
Infimum.) Die reellen Zahlen R sind ein ordnungsvollstindiger geordneter Kdrper.

Geméf den Definitionen 1.3 und 1.7 schreiben wir R, = (0,00) und R_ =
(—00,0). Ferner setzen wir R>¢ = [0,00) und R<y = (—00,0]. Nach Beispiel 1.16
ist Q ist nicht ordnungsvollstiandig. Wir besprechen die obige Definition ein wenig.

Man kann N, Z und Q als Teilmengen von R auffassen. Dies geschieht dadurch,
dass man ausgehend von 0 und 1 in R, induktiv die Elemente 2 :=1+1,3 :=2+1
usw. definiert, womit man Ny erhélt. Die Operationen —n und m/n fir n € N
und m € Z fiihren dann auf Z bzw. Q. Man kann nachrechnen, dass neben den
Elementen 0 und 1 auch die Verkniipfungen + und -, sowie die Ordnung < von R
mit den bekannten Strukturen auf N, Z und Q {ibereinstimmen.

Ferner kann man R wie in Definition 1.17 ausgehend von der Mengentheorie
konstruieren. Dabei ist R durch Definition 1.17 “eindeutig bestimmt”. Diese Sach-
verhalte sind nicht Gegenstand dieser Vorlesung, da sie recht umfangreich und
begrifflich anspruchsvoll sind. Verwandte allgemeinere Konstruktionen werden in



1.2. Suprema und reelle Zahlen 17

spéateren Vorlesungen besprochen. Gleichwohl sei hier auf Theorem 1.1.10 in [1]
fiir eine Beweisskizze und auf die Monographien [2] und [5] fiir eine detaillierte
Darstellung verwiesen.

Wir zeigen nun eine wichtige Charakterisierung von Suprema und Infima.

SATZ 1.18. Seien s € R und M C R nichtleer.

a) Sei M nach oben beschrankt. Genau dann ist s das Supremum von M, wenn
s eine obere Schranke von M st und

Ve>0 da.eM mit s—e<ax. <s.

b) Sei stattdessen M nach unten beschrinkt. Genau dann ist s das Infimum von
M, wenn s eine untere Schranke von M ist und

Ve>0 dax.eM mit s<z.,<s-+e.

BEWEIS. a) Sei s = sup M. Geméf Definition 1.13 ist dann s eine obere Schran-
ke von M und fiir alle ¢ > 0 ist s — ¢ keine obere Schranke von M. Somit existiert
wie behauptet ein x. € MN(s—e, s]. Es gelten umgekehrt diese beiden Eigenschaf-
ten, und r € (—00, s) sei eine weitere obere Schranke von M. Setze e = s — 1 > 0.
Nach Voraussetzung gibt es dann ein Element . von M mit r = s — ¢ < 2., was
ein Widerspruch ist. Dies zeigt die erste Aquivalenz.

b)! Sei s = inf M. Nach Definition 1.13 ist s eine untere Schranke von M und fiir
alle € > 0 ist s+¢ keine untere Schranke von M. Also gibt es ein z. € M N[s, s+¢).
Es gelten umgekehrt diese beiden Eigenschaften, und r > s sei eine weitere untere
Schranke von M. Setze ¢ = r — s > 0. Dann existiert ein Element . von M mit
r =5+ ¢ > x.. Dieser Widerspruch impliziert die zweite Behauptung. U

Wir verwenden den obigen Satz zuerst um zu zeigen, dass in Z Suprema und Infi-
mima tatsidchlich Maxima und Minima sind. Daraus folgen wichtige Eigenschaften
von R, die bei Konvergenzuntersuchungen von groftem Nutzen sind.

SATZ 1.19. Sei M eine nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von 7.
Dann hat M ein Minimum. Insbesondere hat eine nichtleere Teilmenge von N ein
Minimum (da sie die untere Schranke 1 besitzt). Wenn O # N C Z nach oben
beschrinkt ist, dann hat diese Menge ein Maximum.

BEWEIS. Geméfs Definition 1.17 existiert z = inf M. Satz 1.18 mit ¢ = 1/2
liefert dann eine Zahl mg € M N[z, z + 3). Somit ist mq kleiner als m + 5 fiir jedes
m € M, woraus m > mg — 3 folgt. Da fiir m € Z \ {mo} stets [m — mq| > 1 gilt,
erhalten wir mg < m fiir alle m € M. Also ist my das Minimum von M. Die letzte
Behauptung zeigt man genauso. U

SATZ 1.20. a) Fiir jedes x € R gibt es eine Zahl n, € N mit n, > x.
b) Fir alle € € R, existiert eine Zahln. € N mit 1/n. < €.
c¢) Die Zahl x € R erfille x < 1/n fir alle n € N. Dann ist x < 0.

IDieser Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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BEWEIS. a) Wir nehmen an, es gidbe eine Zahl xy € R mit xy > n fiir alle

n € N. Nach Satz 1.19 hétte dann N ein Maximum N. Diese Eigenschaft steht
aber im Widerspruch zu N < N + 1 € N, sodass a) gezeigt ist.

b) Nach a) mit z = £ > 0, gibt es eine Zahl n. € N mit n. > 1/e, also e > 1/n..

c) Wenn x > 0 wére, gibe es nach b) eine natiirliche Zahl ng mit > 1/ng, was

der Voraussetzung in c¢) widerspricht. O

Ein erster Ausflug ins Unendliche. Wir beginnen mit einigen allgemei-
nen Definitionen und fiigen erste Eigenschaften an. Diese Sachverhalte werden wir
spater vertiefen, siche auch die Vorlesung Lineare Algebra.

DEFINITION 1.21. Seien M, N und P nichtleere Mengen.

a) Eine Abbildung f : M — N heifst injektiv, wenn fir alle x,y € M mit v #y
stets f(x) # f(y) gilt. Sie nennt man surjektiv, wenn es fir alle z € N einxz € M
mit f(x) = z gibt. Eine injektive und surjektive Abbildung ist bijektiv.

b) Fiir ein bijektives f : M — N existiert die Umkehrabbildung (oder Inverse)
VN = M;y— f"Yy) =z, wobeix € M das eindeutig bestimmte Element
mit f(x) =y ist.

¢) Fir Abbildungen f : M — N und g : N — P ist die Komposition (oder
Verkniipfung) von g und f durch go f: M — P; (go f)(z) = g(f(x)), gegeben.

BEMERKUNG 1.22. Seien M, N und P nichtleere Mengen, sowie f : M — N
und g : N — P bijektive Abbildungen.

a) Die Inverse f~! : N — M ist auch bijektiv, da sie fiir jedes € M das ein-
deutige Urbild y = f(z) € N hat. Weiter gelten z = f~!(f(z)) und y = f(f ' (y)).

b) Auch die Komposition go f : M — P ist bijektiv mit der Inversen (go f)™! =
f~tog™!. In der Tat, gilt fiir z € P die Gleichung (gof)(f'(¢7(2))) = g(¢7(2)) =
z. Ferner folgt aus (go f)(x) = (go f)(y) wegen der Injektivitét von g die Gleichheit
f(z) = f(y) und damit = = y, da auch f injektiv ist. O

Wir nutzen nun Bijektionen, um endliche und unendliche Mengen einzufiihren.

DEFINITION 1.23. Zwei nichtleere Mengen M wund N heiffen gleichméchtig,
wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N gibt. Wenn M und {1, ... ,n} fir ein
n € N gleichmachtig sind, so schreibt man #M = n und nennt M endlich. Wenn
dies fiir kein n € N gilt, so heifst M unendlich und man setzt #M = oo.

Diese Begriffe gehen auf Georg Cantor zuriick. Wir geben hier nur einige einfache
Eigenschaften und erste Beispiele in Z und Q an, siehe Abschnitt 3.2 fiir R.

BEMERKUNG 1.24. a) Sei #M = n € N. Dann kénnen wir z;, = f~!(k) fir die
Abbildung f aus Definition 1.23 und k£ € {1,...,n} setzen. Daraus erhalten wir
M =A{xy,...,2,}.

b) Mittels Teil a) sieht man sofort, dass eine Teilmenge einer endlichen Menge
endlich ist. Per Negation folgt dann, dass eine Obermenge einer unendlichen Menge
auch unendlich ist.
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c) Seien M und N gleichméchtig. Dann gilt #M = #N. Um dies nachzuweisen,
sei zuerst #M = n € N. Wir haben dann Bijektionen f: M — N und g : M —
{1,...,n}. Laut Bemerkung 1.22 ist auch go f~': N — {1,...,n} bijektiv, was
#N = n = #M zeigt. Insbesondere ist N genau dann endlich, wenn dies auf M
zutrifft. Damit ist auch deren Unendlichkeit dquivalent. O

SATZ 1.25. a) Fir jedes m € Z ist die Menge M = {j € Z|j > m} unendlich.
b) Fir alle a,b € R mit b > a ist die Menge N = {x € Q|a < x < b} unendlich.

BEWEIS. a) Wir nehmen an, es gibe ein n € N mit #M = n. Wie in Bemer-
kung 1.24 gesehen, konnen wir dann M = {z1,...,x,} schreiben. Dann liegt die
Zahly = |z1|+ ...+ |z,| + 1 > 2 > m in Z. Sie ist also ein Element von M, was
unmoglich ist, da y grofer als jedes xy ist.

b) Nach Satz 1.20 existiert ein n € N mit 1/n < b — a. Also gilt nb > 1 + na.
Satz 1.19 liefert ein minimales m € Z mit m > na, woraus na < m < 1+ na < nb
folgt. Somit liegt 1 = m/n in (a,b). Aus Satz 1.20 erhalten wir ein £k € N
mit 1/k < z; — a. Damit gentigt der Bruch z5 := z; — 1/k den Ungleichungen
a < x9 < xp < b. Iterativ erhalten wir eine Teilmenge Ny = {z1,x9,...} von N.
Wegen der Bijektivitiat der Abbildung f : N — Ny; f(n) = z,, ist die Menge Ny
gleichméchtig zu N und damit nach a) unendlich. Aus Bemerkung 1.24 folgt nun
die Unendlichkeit der Obermenge N. O

1.3. Potenzen mit rationalen Exponenten

Wir werden in Definition 4.47 allgemeine Potenzen einfiihren. Da wir aber zuvor
zumindest Wurzeln bendtigen, definieren wir schon jetzt Potenzen a? mit rationa-
len Exponenten ¢ = m/n und der Basis a > 0. Die hier verwendete Definition ist
direkter, aber umstandlicher als die spétere. Wir gehen in drei Schritten vor.

A) Fiir a € R und n € N setzen wir zunéchst ™ = []}_, @ und a° = 1, sowie
a™" = (a™)~! wenn a # 0. Per Kehrbruch erhilt man auch a™ = (a™")~!. Wir zei-
gen unten die Rechenregeln fiir diese ganzzahlige Potenzen. Um die Potenzgesetze
plausibel zu machen, berechnen wir z.B. fiir das erste

a" b =a-...ca-b-...-b=ab-...-ab= (ab)™, m e N,

wobei die Punkte fiir m-fache Produkte stehen. Man bendtigt aber vollstéindige
Induktion, um diese Punkte prézise zu fassen. Im Hinblick auf die Definition behan-
delt man dabei negative Exponenten per Kehrbruch (und Fallunterscheidungen).

LEMMA 1.26. Seien a,b € R, k,m € Z und n € N, wobei a,b # 0 sein sollen,
wenn k oder m negativ sind. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) a™b™ = (ab)™. b) aba™ = aF ™. c) (aF)™ = a*™ = (a™)*.

d) Seien a,b>0. Dann ist a<b dquivalent zu a™ < b", sowie a<b zu a™ < b™.
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BEWEIS. a) 1) Sei zuerst m € Ny. Wir gehen induktiv vor. Behauptung a) ist
klar fiir m = 0. Sie gelte fiir ein m € Ny. Daraus und aus der obigen Definition
folgen die Gleichungen

a™ ™t = g™ bb™ = ab (ab)™ = (ab)™ .

Per vollstandiger Induktion ist Teil a) fir m € Ny gezeigt.
2) Sei m < 0. Da dann —m > 0 ist, liefert Schritt 1) die Identitdt a="b™™ =
(ab)~™. Aussage a) erhalten wir nun per Kehrbruch durch

1 1 1
mbm — — — b m'
“ a—™ b=m  (ab)™™ (ab)
b) 1) Wahle ein (festes) k € Ny. Die Formel in b) ist offenbar wahr fiir m = 0.
Sie gelte fiir ein m € Ny. Wie oben berechnen wir

akaerl —_ akama —_ akera — ak+m+1.
Vollstéandige Induktion impliziert die Aussage b) fiir k, m € Nj.

2) Seien nun k,m < 0. Aus Teil 1) erhalten wir a=%a™™
woraus wieder im Kehrbruch die Behauptung folgt.

3) Schliefslich sei km < 0. Wenn k + m < 0 sein sollte, betrachten wir —m und
—k, deren Produkt auch negativ ist. Also kénnen wir £ + m > 0 annehmen. Sei
dann etwa k > 0 > m (sonst vertausche man die Buchstaben). Schritt 1) liefert
nun g~ "a*t™ = gFtm=m = ¢*. Eine Multiplikation mit a™ zeigt Behauptung b).

c) Sei k € Z. 1) Sei m € Ny. Wieder folgt die Aussage fiir m = 0 leicht aus der
Definition. Sie gelte fiir ein m € Ny. Auch Teil b) verwendend, erhalten wir dann

frnd a_k_m frd a_(k+m)’

(ak>m+1 _ (ak)mak _ akmak _ a(m—&—l)k.

Somit ist die erste Gleichung in ¢) fir m € Ny induktiv gezeigt.

2) Sei m < 0. Schritt 1) fiihrt auf (a*)™™ = a=*™, was im Kehrbruch (a*)™ = a*™
nach sich zieht. Die zweite Gleichung in c) folgt wegen km = mk.

d) 1) Sei 0 < a < b. Daraus ergibt sich a® < ab < b* und per Induktion a™ < b".
Dies gilt auch fiir 0 < a < b. Ferner impliziert a = b die Gleichung a™ = b".

2) Wenn wir in 1) fiir < die Rollen von a und b vertauschen, erhalten wir
per Negation, dass aus a” < b" die Ungleichung a < b folgt. Also ist die zweite
Aquivalenz in d) gezeigt. Die andere ergibt sich entsprechend. U

Wir geben ein kleines Rechenbeispiel zur Verdeutlichung an:

(32)3 6—3 — 36 2—3 3—3 — 33 (%)3 — (%)3

B) Nun erfolgt der Hauptschritt, in dem wir die n-te Wurzel w von a > 0 kon-
struieren. Dazu l6sen wir die Gleichung w™ = a mittels Ordnungsvollstandigkeit.

LEMMA 1.27. Seien a € Ry und n € N. Die Menge M = {z € Ry |2" < a}
besitzt ein Supremum w in R. Dieses ist die einzige Losung von w"™ = a in R, .
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BEWEIS. 1) Die Menge M ist nichtleer, da 0 in M liegt. Fiir x > 1 4 a folgen
aus Lemma 1.26d) und Satz 1.8 die Ungleichungen 2" > (14 a)” > 1+ na > a,
sodass x nicht in M liegt. Per Negation sehen wir, dass 1 + a eine obere Schranke
von M ist. Somit existiert nach Definition 1.17 das Supremum w = sup M > 0.

2) Wir nehmen an, dass w” < a gélte. Dann setzen wir
a—w"

m} c (0, 1]

Der binomische Satz aus Beispiel 0.3, Formel (0.1) und Lemma 1.26 d) implizieren

n n—1
(w + 5)n — § ( .>w35n—J — wn 4 e E ( .)wjgn—J—l
J o \J

=0

€ '= min {1,

<w" + EZ (T,L)wjln_j_l =w"+e(w+1)" <a.
y J
7=0

Am Ende haben wir die Definition von ¢ ausgenutzt. Damit gehort w + ¢ zu M.
Weiter gilt w 4+ ¢ > w, was der Definition von w widerspricht. Also erhalten wir
w"™ > a > 0, woraus mit Lemma 1.26d) auch w > 0 folgt.
3)? Wir nehmen an, dass w" > a gilte. Wir setzen nun
w" —a
¢ '= min 1,—}6 0,1].
{ (14 w)n (0.1]

Wie in Teil 2) berechnen wir

(w—e)" = i(—w—j (”) wien =i > g — gji: (?) i1

=0 J

>w" — 52 (T_L)wjln_j_l =uw" —e(w+1)" > a.
4 J
7=0

Andererseits liefert Satz 1.18 eine Zahl 2. € M mit 0 < w — ¢ < z. < w. Mittels
Lemma 1.26d) ergibt sich dann der Widerspruch (w —¢)" < 22 < a, da z. in M
liegt. Somit gilt w" = a.

4) Es gelte auch v™ = a fiir ein v € Ry. Also haben wir sowohl v < w™ als auch
w™ < v". Lemma 1.26d) impliziert nun v < w und w < v, und somit v =w. O

C) Nun kénnen wir die gewiinschten Potenzen definieren.

DEFINITION 1.28. Es seien a € Ry und q = > teilerfremd mit m € Z und
n € N. Weiter sei w wie in Lemma 1.27 gegeben. Dann definieren wir die n-te
Wurzel von a durch /a = an = w und die ¢-te Potenz durch a? = (a%)m. Falls
q > 0 setzen wir auch 07 := 0. Wir schreiben \/a statt J/a.

Dieser Teil wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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Die Wurzel ist also durch die Gleichung (/a)"™ = a charakterisiert. Wir zeigen
nun die grundlegenden Rechenregeln der Potenzen.

SATZ 1.29. Seien a,b € Ry, x € R und p,q € Q, wobei a,b > 0 sind, fallsp < 0
oder ¢ < 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) a®b? = (ab)d. b) aPa? = aPte. c) (aP)1 = aP? = (a?)P.

d) Seib > a > 0. Dann gelten b? > a? > 0 fir ¢ > 0, und a? > b? > 0 fir ¢ < 0.

e) |z| = Va2.

BEWEIS. Seiena,b > 0,p = % und ¢ = 7 teilerfremd fiir /,n € Nund k, m € Z.
(Fiir a = 0 oder b = 0 sind die Aussagen klar.) Wir fithren die Behauptungen
auf Lemma 1.27 und Definition 1.28 zuriick, wobei zuerst die Wurzeln betrachtet
werden und auch Lemma 1.26 eingeht.

a) Lemmas 1.26 und 1.27 zeigen (anb=)™ = (an)"(b%)™ = ab. Also liefert Defi-
nition 1.28 die Gleichung anbr = (ab)%. Wir bilden davon die m-te Potenz und
erhalten mittels Definition 1.28 und Lemma 1.27 die Behauptung a) durch

(ab)% = ((ab) =)™ = (ax)" (bn)" = a'b".
b) Ahnlich wie in a) berechnen wir
(a™)" = ((@m)™)" = ((an)")™ = a™,
und erhalten somit a% = (a™)=. Daraus folgt mittels Lemmas 1.26 und 1.27
(apaq)ln _ ((ak)%)ln((am)%yn — (ak:)n(am)l — akzn—&-lm.

Wenn wir nun die In-te Wurzel ziehen, ergibt sich b).
¢) Die erste Gleichung in c) erhalten wir wie in b) aus der Rechnung

(@) = [@)F)" = [(@)"]! = (@} = (@) = ™

und dem Ziehen der In-ten Wurzel. Die zweite Gleichung in ¢) ist eine Konsequenz
der ersten, da pq = gp gilt.

d) Nach Lemma 1.26d) folgt aus b < an die Ungleichung b < a. Per Negation
folgt Behauptung d) fir m = 1. Lemma 1.26d) impliziert dann die Aussage fiir
m € N. Fiir negative m erhalten wir sie im Kehrbruch, eine Ubung verwendend.

e) Nach Definition 1.5 haben wir |z|* = 22 fiir # > 0 und |z|? = (—x)? fiir z < 0.
Also gilt |x|? = 22, woraus die Behauptung mit Definition 1.28 folgt. O

Auch hier illustrieren wir die Potenzgesetze durch ein Rechenbeispiel:
1 1 1
3 62 3222 1
65 = — = i = = \/g
(62) 2: 221 2
Wir betonen, dass Wurzeln nicht additiv sind. Zum Beispiel gilt \/z +y < /2+/y
fiir alle 2,y > 0, siche die Ubungen.

3
2

ol

-
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1.4. Komplexe Zahlen

Wir wollen die Gleichung 22 = —1 lésen. Nach Satz 1.4 hat diese Gleichung in
einem geordneten Korper keine Losung, also insbesondere nicht in R. Wir erweitern
nun R zu einem (nicht geordneten) Korper, um eine Losung zu erhalten. Fiir
(z,9), (u,v) € R? betrachten wir dazu die Addition und die Multiplikation

(@,y) + (w,v) = (@ +uy+v),  (2,9) (u,v) = (zu—yv,20 + yu).

Es ergibt sich speziell (0,1) - (0,1) = (—1,0). Wir schreiben nun 1 statt (1,0), i
statt (0,1) und z + iy = 2 statt (z,y) € R% Insbesondere gilt dann i* = —1.

Wir definieren dementsprechend die komplexen Zahlen

C:= {z:x—i—iy‘a;,yeR}.

Dabei fassen wir R als die Teilmenge {z = 2+i-0 |z € R} von C auf. Fiir z = x+iy
und w = u + iv mit x,y,u,v € R erkldren wir die Verkniipfungen

z4+w=(r+u)+ily+v) €C, 2w =z -w:=(zu—yv)+i(zv+yu) € C,
wobei in den Klammern nur reelle Operationen stehen. Die Korpereigenschaften
von R implizieren leicht, dass (C, 0,1, +, ) ein Korper ist. Die Inversen sind durch

: q 1 T 7Y
—z=—x—1 un - = 1

Y ~ xr2 + y2 T2 + yQ
gegeben. Fiir z = x und w = v in R erhélt man die reellen Verkniipfungen. Durch
die obige Identifikation der Zahl z = x + iy € C mit dem Punkt (z,y) € R? haben
wir also die Ebene mit der iiblichen Vektoraddition und einer neuen Multiplikation

so versehen, dass ein Korper entsteht. Wir fithren nun wichtige Bezeichnungen ein.

fir 2z#0

DEFINITION 1.30. Sei z = x + iy € C mit z,y € R. Dann heifit x = Rez der
Realteil von z, y = Im 2z der Imaginérteil von z, |z| = v/2? + y? der Betrag von
z und z = x — iy das komplex Konjugierte von z.

Dabei entspricht Z dem an der z-Achse gespiegelten Punkt (z, —y). Der komplexe
Betrag |z| ist gleich der euklidischen Lénge des Vektors (x,y) in R?. Wenn 2z = z
in R liegt, dann stimmt der komplexe Betrag |z| = v/22 nach Satz 1.29 mit dem
reellen Betrag |z| iiberein. Wir definieren schlieklich fiir den Mittelpunkt z € C
und den Radius r > 0 die Mengen

B(z,r) ={weC||z —w| <r} (die offene Kreisscheibe),
B(z,r) ={weC|lz—w| <r} (
S(z,r) ={weC||lz—w|=r} (die Kreislinie).

Fir z € R gilt hierbei etwa B(z,7) "R = (z — r,x + r). Neben Kreisen kénnen
wir z.B. Halbebenen komplex beschreiben. Fiir gegebene a,b € R sind etwa

{ZEC‘RGZ>6L} und {zEC‘Iszb}

die abgeschlossene Kreisscheibe),
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die Halbebene rechts von der vertikalen Geraden x = a bzw. die Halbebene unter-
halb und inklusive der horizontalen Geraden y = b.

Wir zeigen nun wichtige Eigenschaften der Operationen in C meistens durch
direktes Nachrechnen. Insbesondere verhélt sich der komplexe Betrag im wesent-
lichen wie der reelle, vergleiche Satz 1.6.

SATZ 1.31. Fiir w, z € C gelten die folgenden Aussagen.

a) 7 = z; |22 = 2%Z; 1= %, wenn z # 0.

b) z+w=7%+w, ZW=ZW.

¢)Rez=3(2+%), Imz=2(2—7), Rez=Rez, Imz=-Imz.
d) [Rez| <[z, [lmz[ <[]z],  [z] =]z

e) |z| > 0; z2=0 < |z| =0.

f) |zw| = |z| |w|. Insbesondere gilt |—z| = |z|.

g) |z +w| < |z| + |w. (Dreiecksungleichung)

h) 1z —wl > [[z] = [wl].
BEWEIS. Es seien z = x + iy und w = u + iv fiir x,y,u,v € R.
a) Esgelten z = x — iy = x+iy und 27z = (z+iy)(z —iy) = 22 —i%y? = 22 +9° =
|22, woraus sich auch die dritte Gleichung ergibt.
b) Wir haben z+w=24+u—iy—iv=Z+w und
ZW = (x —iy)(u — iv) = vu — izv — iyu + i*yv = (2u — yo) — i(zv + yu) = Zw.
c) Aus z +zZ = x + iy + =z — iy = 2z = 2Rez folgt die erste Formel, und aus
z—Z =x+iy—xr+iy = 2iy = 2ilm z die zweite. Die Definition liefert die anderen.
d) Satz 1.29 zeigt |Rez| = |z| = V2?2 < /22 + y? = |z| und analog die zweite
Aussage. Fiir die letzte berechnen wir |Z| = |z +i(—y)| = V22 + (—y)? = |z|.
e) Nach d) impliziert |z| = 0 schon z = 0. Die anderen Teile sind klar.
f) Aus a) und b) schlieRen wir |zw|? = 2wzw = zzww = |z|? |w|?. Die Behaup-
tung erhalten wir, indem wir die Wurzel ziehen.
g) Mittels der Aussagen a), b), ¢), d) und f) erhalten wir
lz+w]’ = (z +w)(Z+W) = 2Z + 20 + wZ + ww = |2)* + 20 + 2w + |w|?
= [2]> + 2Re(2W) + |w|* < |2* + 2[2w0] + |w]* = |2]* + 2|2 |w| + |w]?
= (|2 + |w])*.
Wurzelziehen fithrt auf Behauptung g). Diese impliziert Teil h) wie in Satz 1.6. O

Wir schliefsen mit einem Zahlenbeipiel. Es gilt
2431 (2+3i)(1+2i) _2+4i+3i+612 —4+71 4
5

T Tiva (C1v20(1+2)  —1+42 -5

Daraus folgen Rez = %, =

_|_
16 49 V65 1 —-1+2 = 25 /4 7 1
=Vt T c T 2 s 65<5+51> ERE

7.
— —i.
d

-7 _,__4.7 3 73
Imz=—¢, —2=—¢+:i, Z =1 und




KAPITEL 2

Konvergenz von Folgen

Konvergenz und Grenzwert sind die zentralen Begriffe der Analysis. In diesem
Kapitel werden sie in der einfachsten Situation eingefiihrt und untersucht.

2.1. Definitionen und einfache Eigenschaften

In der Definition des Grenzwerts spielen die Quantoren V und 3 eine zentrale
Rolle. Deshalb beginnen wir mit Vorbetrachtungen zu diesen logischen Bausteinen.

Verneinung und Reihenfolge von Quantoren. Es seien M eine nichtleere
Menge und A(m) fiir jedes m € M eine Aussage. Wir erinnern daran, dass die
Aussage Ym € M : A(m) besagt, dass alle A(m) gelten. Weiter bedeutet Im €
M : A(m), dass (mindestens) ein A(m) gilt.

Wir negieren nun diese Aussagen. Zunéchst meint =(Vm € M : A(m)), dass
A(m) nicht fiir alle m € M gilt; also gibt es ein my € M mit =A(my), in Formeln:

—(Vme M:A(m)) = (3mo € M : =A(my)).
Entsprechend besagt —=(3m € M : A(m)), dass A(m) fiir kein m € M gilt, also
fiir alle m € M nicht gilt; d.h.,

~(dme M : Alm)) = (VYm e M :-A(m)).

Somit gelten die Vertauschungsregeln ‘—=V = 3=’ und ‘-3 = V—". Unten
diskutieren wir ein gehaltvolles Anwendungsbeispiel, hier geben wir zwei einfache
Beispiele mit wahren Aussagen an:

~(VneN:n>2)=(3IngeN:ny<2),
—(3dnpeN:2ny=1)=(Vn e N:2n #1).
Sei auch N # () eine Menge. Fiir doppelt indizierte Aussagen A(m,n) mit m € M

und n € N muss man die Reihenfolge der Quantoren beachten, im allgemeinen
kommutieren ¥V und 3 nicht! Das zeigen die beiden sehr unterschiedlichen Aussagen

VmeN dneN:n>m und dneN VmeN:n>m.

Die erste stimmt natiirlich (man nehme etwa n = m + 1); die zweite behauptet
grob falsch, dass es eine (strikte) obere Schranke n € N fiir N geben soll. In der
deutschen Satzstellung stehen im {ibrigen die Quantoren oft nicht an der logisch
richtigen Position. Deswegen hilft es bei komplexen Aussagen oft, diese im logischen

25
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Formalismus aufzuschreiben. Man beachte, dass das Objekt einer Existenzaussage
immer von den (im logischen Sinne) davor stehenden Allquantoren abhéngt.

Wir definieren als ndchstes Folgen und geben dann einige Beispiele an, die an-
satzweise die Vielfalt der hier auftretenden Phanomene illustrieren.

DEFINITION 2.1. Eine Abbildung ¢ : N — C heifsit (komplexe) Folge. Man setzt
ay statt p(n) firn € N, sowie (ay)n>1, (an)nen, (an)n oder (a,) statt p. Die Zahlen
a, nennt man Folgenglieder. Wenn diese fiir alle n € N in R liegen, dann heifst
(an)n>1 reell. Man schreibt anstelle (ay,), manchmal auch suggestiv (ay,asz, ag, ... ).

Beispiele. 1) Sei z € C. Eine konstante Folge ist durch a,, = z fiir alle n € N
gegeben. Es gilt also (a,), = (2,2, 2,...).

2) Die Folge (an)n = (1/n), = (1,3,3,...) ‘strebt’ auf einfache Weise gegen 0.

3) Die ‘alternierende’ Folge (a,), = ((-1)"), = (—1,1,—1,1,...) springt zwi-
schen den Werten —1 und 1 hin und her.

4) Das Obige kombinieren wir zu (a,), = ((=1)"2), = (-3,3,-1,2, -

5) Folgen kénnen auch ‘unbeschrinkt’ sein, wie z.B. (a,), = ((—1)"
(1,-4,9,-16,...).

6) Statt durch geschlossene Formeln wie oben, kann man Folgen auch durch
Fallunterscheidungen wie z.B.

1, n ist Quadratzahl,
ay =
0, sonst,

angeben. Hier gilt (a,), = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,...).

In der Zeichenebene kann man die Glieder a,, einer reellen Folge iiber den Ur-
bilder n € N auftragen. Man kann sich auch die Glieder als eine zeitliche Folge
von Punkte in R (bzw. in C im komplexen Fall) veranschaulichen. Grob gesagt,
strebt eine Folge gegen einen ‘Grenzwert’ a, wenn ihre Glieder a, ihm ‘beliebig
nahe kommen’. Um dies genauer zu fassen, betrachten wir das obige Beispiel 4),
in dem die Folge (ay), = ((—=1)"2),, gegen 0 konvergieren sollte. Wir geben etwa
den Abstand 1/2 vor. Dann gelten die Relationen

‘an_O’:|an|:%§%

fiir alle n > Ny /o = 6; d.h., fiir diese n ist der Abstand von a,, und 0 kleiner gleich
1/2. Wenn wir statt 1/2 z.B. 1/10 wihlen, so erhalten wir |a, — 0| = 2 < 1/10
fiir alle n > Ny /10 = 30. Den gewiinschten kleineren Abstand erfiillt die Folge also
erst ab einem entsprechend gréfteren Index. Wenn die Folge dies fiir alle positiven
Abstinde erfiillt, spricht man von Konvergenz. Diese Uberlegungen formulieren wir
nun prazise und erhalten die grundlegenden Konzepte der gesamten Vorlesung.

DEFINITION 2.2. Sei (ay,)n>1 eine Folge und a € C. Die Folge (ay,), konvergiert
gegen a, wenn es zu jedem gegebenen Abstand € > 0 so einen Startindex N. € N
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gibt, dass |a, — a| < e fir alle n € N mit n > N, gilt; also wenn
Ve>0 dIN.eN Vn>N.: Ja,—a|<e. (2.1)
Die Zahl a ist dann der Grenzwert (oder Limes) der Folge (ay,),, und man schreibt

a= lim a, oder a,—a (n— o0).
n—oo

Im Falle a,, — 0 fiir n — oo, bezeichnet man (a,), als Nullfolge. Eine nicht
konvergente Folge heifit divergent.

Also liegen im Falle einer konvergenten Folge (ay), mit Grenzwert a fiir jedes
gegebene £ > 0 alle Folgenglieder ab dem Index N, in der Kugel B(a,¢); bis auf
endlich viele haben sie demnach zu a einen Abstand kleiner gleich . Wenn man n
als Zeitpunkt versteht, streben die Punkte a,, fiir grofse Zeiten gegen a.

Man beachte, dass (a,), genau dann gegen a konvergiert, wenn (a, — a), oder
gleichwertig (|a, — al), Nullfolgen sind. Auerdem ist es instruktiv, in (2.1) die
ersten beiden Quantoren zu vertauschen; man erhélt dabei

AN eN Ve>0 Vn>N: la,—al<e.

Satz 1.20 impliziert dann |a, — a| = 0 fiir jedes n > N, sodass a, ab N konstant
gleich a ist, was natiirlich eine viel stérkere Eigenschaft als (2.1) ist. Wir bemerken,
dass eine Folge (a,), genau dann divergiert, wenn

VaeC de, >0 VNeN dn=n,y=n(a,N)>N: |a,—a|l>¢e, (2.2)

Hierbei gilt n € N, was aber schon in der Definition der Folge enthalten ist. Au-
Kerdem versieht man manchmal wie hier Variablen nach Existenzquantoren mit
Indizes oder Argumenten, die auf die davor stehenden Allquantoren verweisen,
von denen die Existenzaussage abhangt. Wir zeigen die Aussage (2.2). Laut Defi-
nition 2.2 ist eine Folge divergent, wenn Va € C : —(2.1) gilt. Daraus folgt (2.2)
gemals den oben diskutierten Vertauschungsregeln in den Zwischenschritten

VaeC e, >0 =~(IN, eN Vn>N,., : |a, —a| <e,)
=VaeC 3¢, >0 VNeN ~(Vn>N: |a, —a|l <eg,)
=VaeC Fe,>0 VNeN In=n,y >N: —(Ja, —a| <e,).
Zur Illustration der obigen Begriffe folgen einfache Beispiele, bei denen man

(2.1) oder (2.2) direkt nachpriifen kann. Wir werden sie im Folgenden einige Male
verwenden.

BEISPIEL 2.3. a) Sei z € C fest gegeben. Dann konvergiert die konstante Folge
mit a,, = z (fiir alle n € N) gegen z.

BEWEIS. Sei € > 0 (beliebig) vorgegeben. Wihle N, = 1. Fir alle n > 1 gilt
offenbar |a, — z| = |z — 2| =0 < e. O

b) Sei p € Q. fest gegeben und a,, = n~? fiir alle n € N. Dann gilt a,, — 0 fiir
n — oo. Hier haben wir (a,), = (1,277,37P,...), was die Behauptung nahe legt.
Wir motivieren zuerst das Vorgehen im Beweis. Wir wollen |a,| = n™? < ¢ fiir ein
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gegebenes € > 0 erzielen. Dies ist aber zu n > £~ /? #quivalent, sodass wir nur
noch eine natiirliche Zahl N. > =7 finden miissen.

BEWEIS. Sei € > 0 (beliebig) vorgegeben. Nach Satz 1.20 gibt es ein N, € N mit
N. > e '/P > 0. Sei n > N.. Dann impliziert Satz 1.29 die Ungleichungen

la, =0l =nP < NP < (eV/P)P =¢ O

c) Sei a, = (—1)" fiir alle n € N. Die Folge (a,),, divergiert. Dies ist plausibel,
da a,, zwischen —1 und 1 hin und her springt.

BEWEIS. Wir miissen fiir jedes a € C einen Abstand ¢, > 0 finden, der (2.2)
erfiillt. Sei zuerst @ = 1. Wahle e; = 1. Sei N € N gegeben. (Es spielt hier keine
Rolle.) Fiir jedes ungerade n € N erhalten wir |a,,—a| = |[-1—1| =2 > ¢;. Den Fall
a = —1 behandelt man genauso mit geraden n. Schlieklich liege a in C\ {—1,1}.
Diese Zahl hat von den Folgengliedern den Abstand d, = min{|1—al,|—1—a|} > 0.
Wir wihlen deswegen ¢, = %da > (. Dann gilt fiir alle n € N

| | |1 —al|, n gerade, e 0
a, —al = > d, > e,
|-1—al, n ungerade,

Der néchste Schritt in der Entwicklung der Theorie besteht nun darin, erste
Eigenschaften der eingefithrten Begriffe zu gewinnen (z.B. Varianten von ihnen)
und sie mit den schon bekannten Konzepten in Beziehung zu setzen.

Dazu ist es oft hilfreich Definitionen zu vereinfachen und z.B. ¢ =1 in (2.1) zu
setzen. Dann sieht man, dass alle Glieder einer konvergenten Folge bis auf endlich
viele in der festen Kugel B(a, 1) liegen. Somit sollte die Folge beschrinkt sein. Wir
meinen damit, dass die Menge {\an\ ’ n e N} in R beschrénkt ist, d.h., es gibt ein
M > 0 mit 0 < |a,| < M fiir alle n € N. Ferner ist eine reelle Folge (a,), nach
oben oder unten beschrinkt, wenn das auf die Menge {a, | n € N} C R zutrifft.

Wir miissen uns ferner fragen, ob eine Folge mehr als einen Grenzwert haben
kann. Seien dazu a,b € C Limiten von (a,),. Wir hitten gerne a = b, was nach
Satz 1.31 dquivalent zu |a —b| = 0 ist. Nun kann man ausnutzen, dass a,, fiir grofte
n nahe an a und an b liegt. Dazu fligen wir in |a — b| den Term —a,, + a,, = 0 ein
und erhalten aus der Dreiecksungleichung Satz 1.31g) und (2.1) die Abschéitzung

la —b] =la—a,+a, —b| < |a—a,|+|a, — b <2

fiir alle gentigend grofsen n. Da hier € > 0 beliebig ist, wird a = b folgen.

Diese (und spétere) Voriiberlegungen sind noch nicht die richtigen Beweise, auch
wenn man diese hier mit etwas Erfahrung leicht nachliefern kann. Man fasse diese
vorgeschaltete Heuristik als (gut organisierte) ‘Schmierzettelnotizen” auf, die auf
den eigentlichen Beweis hinfithren und ihn motivieren sollen. In der Entwicklung
der Theorie gelten aber nur der Satz und sein Beweis. (Genauso wie nur schliissig
ausgefiihrte Argumentationen als richtige Losungen von Ubungsaufgaben zéhlen.)

Im folgenden Satz zeigen wir nun die Beschranktheit konvergenter Folgen und
die Eindeutigkeit des Grenzwertes.
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SATZ 2.4. Die Folge (ay), strebe gegen a. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) (ay), ist beschrankt.
b) Sei auch a,, — b firn — oo und ein b € C. Dann folgt die Gleichheit a = b.

BEWEIS. a) Wihle ¢ = 1. Nach (2.1) existiert eine Index N; € N derart, dass
la, —a| <1 fiir alle n > Ny gilt. Somit erhalten wir fiir diese n die Schranke

|an| = lan — a+af <an —al +|a] <1+ |al,
wobei wir Satz 1.31 ausgenutzt haben. Also folgt fiir alle n € N die Ungleichung
la,| < max{|ai|,--- ,|an, 1], 1+ |a|} = M.
b) Sei € > 0. Aus den Voraussetzungen erhalten wir solche Indizes N, , und N,
in N, dass die Ungleichungen |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N, und |a, — b| < ¢ fiir

alle n > N_, erfiillt sind. Wir setzen nun N, := max{N.,, N.»} € N, um beide
Abschétzungen verwenden zu kénnen. Wieder mit Satz 1.31 folgt

0<|la—b=|a—a,+a,—bl <l|a—a,|+|a,—bl <2

fiir z.B. n = N.. Fiir jedes k € N kann man ¢ = ﬁ > (0 wéhlen, sodass |a — b| < %
folgt. Nun liefert Satz 1.20 die Gleichung |a—b| = 0, also @ = b nach Satz 1.31. O

Man beachte, dass die Folge ((—1)"),, beschrénkt, aber divergent ist. Somit gilt
die Umkehrung von Satz 2.4 a) nicht. Man kann Divergenz nachweisen, indem man
zeigt, dass notwendige Bedingungen fiir Konvergenz wie in Satz 2.4 a) verletzt sind.

BEISPIEL 2.5. Sei p € Q4 und a, = n? fir alle n € N. Dann ist (a,), =
(1,2P,3P,...) unbeschrankt und divergent. (Vergleiche Beispiel 2.3b).)

BEWEIS. Nach Satz 2.4 reicht es zu zeigen, dass (n”), unbeschriankt ist. Dazu
nehmen wir an, es gibe eine Zahl M € R mit 0 < n? < M fiir alle n € N. Nach
Satz 1.29 gilt dann n < M7 fiir alle n € N, was Satz 1.20 widerspricht. O

Wir diskutieren einige Varianten der Konvergenzdefinition, die im Folgenden
mehr Flexibilitdt in den Argumenten erlauben.

BEMERKUNG 2.6. a) Seien (a,), eine Folge, a € C und ¢ > 0 eine (von n und ¢
unabhéngige!) Konstante mit

Ve>0 IN.eN Vn>N.: |a,—al<ce. (2.3)

Dann konvergiert (a,), gegen a. (Fiir ¢ = 1 erhélt man aus (2.3) speziell (2.1).)
BEWEIS. Sei > 0 (beliebig) vorgegeben. Setze ¢ :=n/c > 0 und N, = N, fir
N, € N aus (2.3). Da dann ce = n gilt, folgt (2.1) mit 7 statt e direkt aus (2.3). O

b) Die Folge (a,), konvergiere gegen a. Dann gilt auch
Ve>0 3IN.€¢N Vn>N.: |a,—a|l<e (2.4)

Umgekehrt ist klar, dass (2.1) aus (2.4) folgt.
BEWEIS. Sei ¢ > 0 (beliebig) vorgegeben. Mit £/2 > 0 in (2.1) erhalten wir den

Index N. := N.j, € N mit dem |a, — a| < /2 < ¢ fiir alle n > N. gilt. O



2.1. Definitionen und einfache Eigenschaften 30

c) Die Folge (a,), habe den Grenzwert a. Sei k € N. Dann strebt die verschobene
Folge (anik)n = (agi1,ary2,-..) gegen a. Die Umkehrung gilt auch. Dies folgt
direkt aus (2.1).

d) Sei ng € Z. Eine Abbildung ¢ : {n € Z|n > ny} — C bezeichnet man
auch als Folge, und man schreibt (b,),>n, statt ¢, wobei b, = 1 (n) ist. Indem
man ay ‘= bpin,—1 flir jedes k € N betrachtet, kann man diesen Fall auf die in
Definitionen 2.1 und 2.2 behandelte Situation zuriickfiihren. Die hier entwickelte
Theorie iibertrégt sich somit auf Folgen (an)n>n,- O

Es folgen nun eine Reihe von Rechenregeln fiir Grenzwerte, die wir samt spéterer
Varianten standig verwenden werden. In diesen Regeln zeigen wir, dass der Grenz-
wert die (meisten der) bisher diskutierten Strukturen auf C bzw. R respektiert.
Wir behandeln +, -, <,| - |, Re,Im, ™. Seien dazu a,, — a und b,, — b fiir n — oc.

Wir beginnen mit den Kérperverkniipfungen. Da a,, = a und b,, = b fiir grofse n,
kénnen wir erwarten, dass auch z.B. a,,+0, fiir solche n nahe an a+b liegt und dann
auch (a, + b,), gegen a + b konvergiert. Allerdings ist diese Art der Begriindung
noch viel zu grob (und kann in anderen Zusammenhéngen in die Irre fithren). Um
einem Beweis néher zu kommen, miissen wir den Abstand |a,,+b, — (a+b)| geeignet
kontrollieren, wobei wir die Kleinheit von a,, —a und b,, — b ausnutzen kénnen. Aus
der Dreiecksungleichung und (2.1) erhalten wir in der Tat leicht

lay, + b, — (a +b)| = |a, —a+ b, —b|] < l|an, —a| + |b, —b|] < 2¢

fiir gentigend grofe n. Auch im Falle des Produkts zielen wir auf a,, —a und b,, — b.
Hier muss man aber passende Terme (etwa +ab,) einfiigen und erhélt wieder mit
Satz 1.31 und (2.1) die gewiinschten Abschéitzungen

|a,b, — ab| = |(a, — a)b, + a(b, — b)| < |a, — a| |b,| + |a| |b, — b] < eM + |a|e

fiir geniigend grofe n, wobei man |b,| gleichméfig in n mittels Satz 2.4 dominiert.
Als néchstes wollen wir Kehrwerte behandeln. Dazu schreiben wir wie oben

‘_a—an] 5

laan| ~ laf |an|

Wir brauchen hier offensmhthch a # 0 und a, # 0 zumindest ab einen Index N.
Aber das reicht noch nicht: Um die rechte Seite durch ce fiir eine von n unabhéngige
Konstante ¢ > 0 abzuschétzen, benotigen wir eine in n gleichméfige positive untere
Schranke fiir |a,|. Da a # 0 sein muss, wollen wir dazu wieder a,, ~ a verwenden.
Die Dreiecksungleichung nach unten liefert

|an| = la = (a — an)| = [a] = |a — ay| > |a] —|a[/2 = |a|/2 > 0,
da la—a,| < % fiir grofte n gilt. Wir konnen nun die ersten Grenzwertséitze zeigen.

SATZ 2.7. Es seien (ay)n, und (b,), konvergente Folgen mit den Grenzwerten a
bzw. b in C. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Es existiert lim,_,(a, + b,) = a +b.



2.1. Definitionen und einfache Eigenschaften 31

b) Es existiert lim,,_, a,b, = ab.
¢) Sei auch a # 0. Dann gibt es so ein N € N, dass a, # 0 fir allen > N und
i —>% fiir n — oo und n > N gelten.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 (beliebig) vorgegeben. Nach Voraussetzung existieren Indi-
zes N, und N, in N derart, dass die Ungleichungen

la, —a|l <e firallen > N., und b, —b] <e fiirallen > N.;, (2.5)
gelten. Wir setzen N, := max{N.,, N.p} € N. Sei n > N.. Also gilt (2.5) fiir n.
a) Nach (2.5) und Bemerkung 2.6 folgt Behauptung a) aus der Abschétzung
lan + b, — (a+0)| < |an, — a| + b, — b] < 2e.
b) Satz 2.4 liefert eine Zahl M > 0 mit |b,| < M fiir alle n € N. Indem wir
wieder Satz 1.31 und (2.5) verwenden, berechnen wir
|anb, — abl = |(an, — a)b, + a(b, — b)| < |a, — al|bs| + |a| |b, — 0] < (M + |al)e.

Bemerkung 2.6 impliziert dann Aussage b).

c) Wir wéhlen in (2.5) speziell gy := |a|/2 > 0 und erhalten einen zugehorigen
Index N = N, , € N. Fiir n > N liefern (2.5) und die Sétze 1.31 und 1.6b) die
untere Abschétzung

a,| = |a — (a, — a)| > ||a] = |a, — a|| > |a| = |an, — a| > |a] — |a|/2 = |a]/2.
Dies zeigt den ersten Teil von ¢). Sei nun n > max{N, N.}. Wenn wir die eben
bewiesene Abschéitzung ausnutzen, folgt wie oben die Behauptung aus
1 1

a, a

— 2
_lmoal 2 5
|af [an| " al

Die Nullfolge (an)n, = (+), mit der divergenten Kehrwert-Folge (1/ay), = (n),
zeigt, dass man in Satz 2.7 ¢) nicht auf die Annahme a # 0 verzichten kann.

Mit den obigen Gesetzen konnen wir zahlreiche Grenzwerte bestimmen, ohne
explizit Definition 2.2 nachpriifen zu miissen. Wir geben zwei typische Beispiele.

BEISPIEL 2.8. a) Sei a,, = 3;’2"‘1;2111 fiir n € N. Nach Beispiel 2.3 konvergieren

Folgen (n?),, mit p > 0 gegen 0. Um dies auszunutzen, kiirzen den Bruch mit der
hochsten Potenz n? des Nenners zu

o i+2nt!
C 3454 n?
Beispiel 2.3 zeigt auch, dass etwa (2),, den Limes 2 hat. Aus Satz 2.7 schliefsen wir

dann, dass der Zéahler fiir n — oo gegen i konvergiert und der Nenner gegen 3. Da
3 # 0 ist, liefert Satz 2.7 den Grenzwert a,, — i/3 fiir n — oo.

an

b) Mittels der Potenzgesetze in Satz 1.29 berechnen wir ganz dhnlich

2+iy/n—n3% 232 pipl -1 ) . o
= — — —1, n — oo.
2n — 1 4 n3/2 3n=1/2 —n=3/2 41
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Der néchste Satz sichert die Vertréglichkeit des Konvergenzbegriffs mit den kom-
plexen Strukturen inklusive des Betrages. Dabei erhalten wir, dass die Konvergenz
in C dquivalent zu der von Real- und Imaginarteil ist. Die Beweise folgen leicht
aus (2.1), Satz 2.7 und den Formeln in Satz 1.31.

SATZ 2.9. Seien (a,), eine Folge, a € C und b,c € R.

a) Sei a, — a fir n — oo. Dann konvergieren (a,), gegen @, (Rea,), gegen
Rea, (Imay,), gegen Ima und (|a,|), gegen |a|. Insbesondere hat eine konvergente
reelle Folge einen reellen Grenzwert.

b) Sein Re a,, — b und Im a,, — ¢ fiirn — oo. Dann strebt (a,), gegen a = b+ic.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 (beliebig) gegeben und N, € N der Index aus (2.1). Sei
n > N.. Zusammen mit (2.1) liefert dann Satz 1.31 die Abschétzung

|a, —a| = |a, —a|l =|a, —a|] <e

und damit @, — @ fiir n — oco. Wegen der Formeln Rea, = (a, + @,)/2 und
Ima, = (a, — @,)/(2i) aus Satz 1.31 folgen die Konvergenzaussagen fiir Real-
und Imaginérteil dann aus Satz 2.7. Die untere Dreiecksungleichung und (2.1)
implizieren die Abschétzung

|an| — lal| < |an —al <e,

sodass |a,| gegen |a| strebt. Wenn a,, € R ist, dann ergibt sich 0 = Ima,, — Ima
fiir n — oo und somit a € R. Teil b) ist eine direkte Konsequenz von Satz 2.7. [

Wie schon (2.1) zeigt, lebt die Analysis von Ungleichungen. Geeignete Ab-
schéatzungen sind oft unersetzlich, wie wir gleich unten an ersten Beispielen sehen
werden. Also ist wesentlich, dass Grenzwerte Ungleichungen respektieren. Dies
trifft aber auf strikte nicht zu, da z.B. die Folgen a, = 0 < 1/n = b, beide den
Grenzwert 0 besitzen. Der folgende Satz zeigt aber, dass der Limes ‘kleiner gleich’
erhélt, und er liefert ein wichtiges Hilfsmittel fiir Konvergenzuntersuchungen. Da-
bei gentigt es hier (und in vielen dhnlichen Situationen), dass die Vorausssetzungen
nur ab einem gewissen Index gelten. Da wir mit der Ordnung arbeiten, bendtigen
wir reelle Folgen. Wir schicken aber voraus, dass man den folgenden Satz im Kom-
plexen auf Betrdage oder Real- und Imaginarteile anwenden kann.

SATZ 2.10. Es seien ng,ny € N, (ap)n, (bp)n und (c,), reelle Folgen und a,b € R
mit a, — a und b, — b fiir n — oco.

a) Sei a, < b, fir jedesn € N mit n > ng. Dann folgt a < b.

b) Seien a = b und a,, < ¢, <b, fir jedes n € N mit n > ny. Dann konvergiert
(cn)n gegen a.  (Sandwichkriterium)

BEWEIS. Sei € > 0. Wir setzen N, := max{N.,, Ncp, no,n1} fir N., und N,

aus (2.5). Sei n > N.. Es gelten also (2.5) und die Annahmen in a) und b) fiir n.

a) Wir wollen a —b < 0 mit Satz 1.20 zeigen, was a < b liefert. Wie bisher fiigen
wir +a,, und £b,, ein, um (2.5) zu verwenden, und erhalten so mit Satz 1.6 b)

a—b=a—a,+a,—b,+b,—b<|a—a,|+|b, — b <2e.
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Hier niitzen wir wesentlich aus, dass der Zusatzterm a,, — b, nach Voraussetzung
nichtpositiv ist und deswegen in der Ungleichung weggelassen werden kann. Da
€ > 0 beliebig ist, folgt a — b < 0.

b) Wie rechnen ziemlich direkt (2.1) fiir ¢, — @ nach. Dazu 16sen wir den Betrag
auf, nutzen die Voraussetzung in b), Satz 1.6 b) und (2.5) aus und erhalten damit

|cn—a|= Cn_agbn_agwn_a‘v Cn2a7 Sg. El
a—cp<a—a,<la—ay|, c,<a,

BEISPIEL 2.11. a) Sei a,, = j\/zlJrZZ fiir n € N. Um diesen Grenzwert zu bestimmen,
beachten wir zuerst die Ndherungen 1+ n ~ n und 2 +n = n fiir grofe n. Insofern
sollte sich a,, wie n'/3 /n'/? = n=1/% verhalten und gegen 0 konvergieren. Wir weisen
nun a, — 0 fiir n — oo mit dem Sandwichkriterium nach.

BeEWEIS. Wir suchen eine Nullfolge (b,), mit 0 < a,, < b,,. Dazu bemerken wir,
dass aus ¢ > a > 0 und b > d > 0 mit Satz 1.4 und einer Ubung die Ungleichungen
7= %a < %c < ¢ folgen. Damit wollen wir die Summen in a, beseitigen, um die
Potenzgesetze anwenden zu konnen. Dabei sollte man aber die Potenzen von n
beibehalten, da diese die Konvergenz liefern. Wir schiatzen 1+n < 2nund 24+n > n

ab. Satz 1.29 impliziert dann

fiir alle n € N. (Zu grob wire etwa 2 +n > 2, da a, < 27Y/%n!/3 zu nichts fiihrt.)
Die rechte Seite b,, bildet eine Nullfolge nach Beispiel 2.3 und Satz 2.7, sodass die
Behauptung aus Satz 2.10b) folgt. OJ

b) Seien x € R, und a, = zw fir n € N. Da der Exponent gegen 0 strebt,
erwarten wir a, — 2° = 1 fiir n — oo. Dies werden wir zeigen. Dabei miissen wir
beim aktuellen Stand der Theorie aber anders argumentieren und wieder Satz 2.10
verwenden, was hier etwas unhandlich ist.

BEWEIS. 1) Sei zuerst > 1. Nach Satz 1.29 ist a,, > 1. Wir potenzieren, um
die Wurzel zu beseitigen, und schétzen dann nach unten ab, um den erwiinschten
Term a,, — 1 zu dominieren. Satz 1.8 liefert

r=a,=(1+(a,—1))">1+n(a, —1).

Daraus ergeben sich die Ungleichungen 0 < a, — 1 < (z — 1)/n. Da die rechte
Seite nach Beispiel 2.3 und Satz 2.7 gegen 0 strebt, impliziert Satz 2.10b) die
Behauptung in diesem Fall.

2) Sei z € (0,1). Dann ist 1/z > 1 und Schritt 1) zeigt die Konvergenz a,,' =
(1/z)% — 1 fiir n — oo. Hieraus erhalten wir mit Satz 2.7 die Aussage. O
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2.2. Monotone Folgen

Bislang setzen alle Sétze in diesem Kapitel voraus, dass gewisse Folgen konver-
gieren. In diesem und dem folgenden Abschnitt folgern wir hingegen die Existenz
eines Grenzwerts aus einfacher nachzuweisenden Eigenschaften einer Folge. Dazu
betrachten wir zunédchst eine Klasse reeller Folgen, die die Ordnung respektieren.

DEFINITION 2.12. Es sei (ap)n>1 eine reelle Folge.

a) (a,), wachst (wichst strikt), wenn a,y1 > a, (ane1 > ay,) fir allen € N gilt.

b) (an)n fallt (fallt strikt), wenn a,11 < a, (ang1 < ay) fir alle n € N gilt.

¢) (an)n ist (strikt) monoton, wenn sie (strikt) wichst oder (strikt) fallt.

Wir schreiben a,, ,/ und a, \, fir eine wachsende bzw. fallende Folge, sowie
an, a und a, \, a, wenn diese zusdtzlich den Grenzwert a hat.

Mit einer einfachen Induktion zeigt man, dass eine wachsende Folge fiir alle Indi-
zes k < n die Ungleichung a;, < a, erfiillt (und analog fiir die anderen Begriffe). Die
Definition und eine Ubung implizieren, dass eine Folge (a,), genau dann (strikt)
fallt, wenn (—ay), (strikt) wachsend ist. Ahnlich wachsen (cay), und (a, + b,)n
(strikt), wenn (a,), (strikt) wéchst, (b,), wichst und ¢ > 0 ist. Wir illustrieren
die Begriffe durch einige typische Beispiele.

BEISPIEL 2.13. a) Sei p € Q. Dann ist die Folge (n~?),>; strikt fallend, da
(n 4+ 1)7? < n~? nach Satz 1.29 gilt. Analog ist (n”),>; strikt wachsend.

b) Sei a, = n/(2n + 1) fir n € N. Wenn man hier durch n kiirzt, erhélt man
einen konstanten Zéhler und einen strikt fallenden Nenner. Dies zeigt im Grunde
schon, dass (a,), strikt wichst. Wir beweisen dies ferner durch einen robusten und
recht allgemein verwendbaren Zugang, in dem man direkt die Definition nachpriift.
Danach gehen wir eleganter vor und nutzen (wie im ersten Argument) die Struktur
von a, aus, um die Aussage auf eine Variante von a) zuriickzufiihren.

ERSTER BEWEIS. Sei n € N. Die behauptete Ungleichung

n+1 - no
20n+1)+1"~ 2n4+1

Ap4+1 = an

ist vermittels Multplikation bzw. Division mit (2n + 3)(2n + 1) > 0 dquivalent zu
(n+1)(2n+1)=2n>+3n+1>n(2n+3) = 2n* + 3n.

Diese Ungleichung kann durch F(2n?+3n) gleichwertig zur wahren Aussagen 1 > 0
umgeformt werden, was die Behauptung zeigt.

ZWEITER BEWEIS. Wir zerlegen a,, in eine Differenz einer festen Zahl und einem
Bruch, bei dem nur der Nenner von n € N abhéngt, und erhalten

_12n+1—1_1(1 1 )
TS okl 2 mt1)

Ahnlich wie in a) ist ((2n + 1)71),, strikt fallend, woraus die Aussage folgt. O
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c) Die Folge ((—1)")n>1 ist nicht monoton, da agz,—; = —1 < 1 = ag, und
a9, = 1 > —1 = ag, 4 fiir alle n € N gelten. O

Wir betrachten zwei typische divergente Folgen: ((—1)"), ist beschriankt und
nicht monoton, und (n), ist strikt monoton und unbeschrénkt. Im Konvergenzsatz
fiir monotone Folgen folgern wir nun relativ einfach die Konvergenz einer reellen
Folge aus ihrer Monotonie und Beschranktheit. Dabei kann man Monotonie oft
direkt aus der Definition der Folge ableiten und Beschrinkheit ist eine deutlich
einfachere Eigenschaft als Konvergenz.

THEOREM 2.14. Fir eine reelle Folge (a,)n>1 gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei (a,), wachsend und nach oben beschrankt. Dann existiert lim,, o a, =
Sup,,>1 an = sup{a, |n € N}.

b) Sei (an), fallend und nach unten beschrinkt. Dann existiert lim, .. a, =
inf,>1 a, = inf{a, |n € N}.

BEWEIS. a) Aufgrund der Beschrianktheitsannahme gibt es die reelle Zahl a =
Sup,,cy @y Nach Definition 1.17. Sei € > 0. Satz 1.18 liefert einen Index V. € N mit
a—¢ <ay, <a. Da (a,), wichst und a das Supremum ist, erhalten wir

a—e<an. <ap,<a

und somit |a, — a| = a — a, < ¢ fiir alle n > N.. Also ist a) gezeigt.
b) Nach Teil a) fiir (—a,), und Bemerkung 1.15 existiert der Grenzwert

lim,, o0 (—an) = sup,en(—a,) = —inf,ey an,
woraus mit Satz 2.7 auch Behauptung b) folgt. O

Die néchsten beiden Beispiele werden spater wieder aufgegriffen werden. In ih-
nen folgern wir aus dem obigen Theorem recht erstaunliche Resultate, wobei im
ersten die blofte Existenz des Grenzwerts zu seiner Berechnung fiihrt. Wie in Be-
merkung 2.6 d) erldautert, wenden wir dabei das Theorem auf (a,),>2 an.

BEISPIEL 2.15 (Heron Verfahren). Fiir ein gegebenes x > 0 definiert man re-
kursiv a; = 1 und an41 = 3(a, + Z). Dann folgt a, — /7 fiir n — oo.

BEWEIS. 1) Zunéchst zeigen wir induktiv, dass a, > 0 fir alle n € N gilt (und
somit die Folge iiberhaupt definiert ist). Fiir n = 1 ist dies klar. Wenn a,, > 0 gilt,
so folgt die Positivitdt des Nachfolgers a, ., direkt aus seiner Definition.

2) Wir zeigen als néchstes die Konvergenz von (ay,), mittels Theorem 2.14. Fiir
n € N liefert die Definition die Gleichungen

_an+ x 1 ( 2)
Ikl = = 5 T oa, ™ g, 0 On

Nach 1) ist ﬁ positiv. Wir zeigen nun ai > x fiir n > 2, woraus sich die untere
Schranke a,, > v/ und das Fallen von (a,),>2 ergibt. Wir berechnen dazu

1 x 72 1 x? 1 T 12
= = Z[aﬂ*ld% anj Ty [ai_ﬁ_ 20+ a 4w] - Z[anfl_ anl] 2 0.

2
an—l
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Nach Theorem 2.14 und Satz 2.10 strebt (a,),>2 gegen eine Zahl a > /z > 0 fiir
n — oo. Geméf Bemerkung 2.6 ¢) gilt dies auch fiir (a,)n>1-

3) Wir nutzen die Konvergenz aus 2) nun aus, um den Grenzwert zu berechnen.
Wenn wir Bemerkung 2.6c¢) und Satz 2.7 auf die Definition von a, anwenden,
erhalten wir

. .1 T 1 x
a = lim a,;; = lim —(an—l— —) = —(a—l— —).
n—00 n—oo 2 a, 2 a
Aus dieser Gleichung folgt = a? und damit die Behauptung. O

BEISPIEL 2.16 (Eulersche Zahl). Wir setzen a,, = (1+2)" und b, = >_;_, 4 filr
jedes n € N. Dann existieren lim,,_, a, = lim,_, b, = € (= 2,71828).

BEWEIS. Sei n € N. 1) Wir zeigen zuerst a,y1/a, > 1 und damit, dass (a,),
wéchst. (Der Quotient ist hier wegen der Form von a,, bequemer als die Differenz,

die in Beispiel 2.15 gut zur Rekursion passte.) Diese untere Abschéitzung folgt aus
der Definition und Satz 1.8 durch

a"H:(l 1 >(1+n+r1)n:n+2(Z—ﬁ)n:n—i—Q(nQ—i—anLl—l)n

n+1/ (1+3)" o+l (=) n41 (n+1)?

_n+2<_ 1 >">n+2<_ n >_n+2(n+1)2—n
(n+1)2

Qn

n+1 n+1 “n+1 (n+1)2) n+1 (n+1)2
_ (n+2)(n*4+n+1) nP+3n*4+3n+2 (n+1)P°+1 -
B (n+1)3 B (n+1)3  (n+1)3 ’

wobei am Ende auch der binomische Satz aus Beispiel 0.3 einging.

2) Aufgrund ihrer Definition wéchst auch die Folge (b,,),. Wir beweisen nun die
Ungleichungen a,, < b, < 3. Zunichst bemerken wir, dass j! > 277! fiir j € N gilt.
Damit und mit den Beispielen 0.3 und 0.2 berechnen wir

1\n " /n\ 1 — n!
n= 11 —> = )==1 0
“ < +n ]Z_Oz(j)nﬂ +Z(n—j)!j!n1

j=1
"1 nn-1 n—j+1 -
=1+Z;5 - - <1+Z;an
j=1 j=1
n n—1 1
1 1 1— (3"
<1+Z—2j71: o= 1+ 5 <3
j=1 k=0 2

3) Die ersten beiden Teile kombiniert mit Theorem 2.14 und Satz 2.10 implizie-
ren, dass (a,), und (b,), jeweils Grenzwerte a und b haben und dass a < b gilt.
Um die verbleibende Ungleichung a > b nachzuweisen, gehen wir von der zweiten
Zeile in der abgesetzten Rechnung in 2) aus. Sei m € N und n > m. Dann folgt

1 1 j—1
an>1—|—g f<1——>-...-<1— )z:cnm.
= [
j:lj' n n
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Fiir festes m liefern hier die Sétze 2.7 und 2.10 im Grenzwert n — oo die Aussage

m

1
> 1 — _— = .
62 Jim e =) 57 =bn
7j=1
Fiir m — oo ergibt sich nun die gewiinschte Relation a > b. O

2.3. Teilfolgen und Vollstindigkeit

Die Folge ((—1)"), = (—1,1,—1,1,...) divergiert zwar, hat aber konvergente
‘Anteile’. Der folgenden beiden Definitionen dienen dazu, dies prézise zu fassen.

DEFINITION 2.17. Es seien ¢ = (a,)n>1 €ine Folge und ® : N — N eine strikt
wachsende Abbildung (d.h., ®(j + 1) > ®(j) fiir jedes j € N). Wir definieren die
Teilfolge 1) = ¢ o ® : N = C von (an)n>1 und schreiben (b;);>1 statt 1. Es gilt also
b; = ag(j) fiir alle j € N. Wir verwenden meist die Notation (a,,); mit n; = ®(j)
anstelle von (b;);>1 oder (as(j))j>1-

Eine Teilfolge entsteht also aus einer gegebenen Folge durch Weglassen von
Folgengliedern, wobei aber unendlich viele Glieder {ibrig bleiben miissen. Zur Ver-
anschaulichung geben wir einige typische Beispiele an.

1) Jede Folge ist eine Teilfolge von sich selbst (wéhle ®(j) = j fiir j € N).

2) Fir a, = (—1)" und ®(j) = 2j = n; fir j € N erhélt man die (konstan-
te) Tellfolge (bj)j = <a2j>j = (]_, 1, 1, R ) Analog gllt (a2j+1)j = (-1, —1, e ),
wahrend (as;+1); = (1,—1,1,...) die Ursprungsfolge mit einem anderen Vorzei-
chen reproduziert.

3) Sei a,, = (—1)"/n. Hier haben wir z.B. (az;); = (1/(2))); = (3.1, 8- --)-

4) Sei a,, = /n fir eine Quadratzahl n und a,, = 0 fiir die anderen n € N. Wir
wihlen ®(j) = j% = n;, um die Teilfolge der a,, # 0 zu beschreiben, und erhalten
b; = aa(;) = ajp = j*/3 fiir j € N. Das ist eine ‘diinnere’ Teilfolge im Vergleich zu
etwa (ag;); = (0,2%°,0,0,0,0,0,2%30,...).

Wir notieren nun zwei einfache Beobachtungen.

BEMERKUNG 2.18. a) Sei (a,,); eine Teilfolge. Da n;,, > n; fiir alle j € N gilt,
ist die Indexmenge J = {n;|j € N} unbeschrankt. Wegen der Bijektivitét von
¢ :N — J; j — nj, ist J auch unendlich (sieche Bemerkung 1.24 und Satz 1.25).

b) Sei a,, — a fiir n — oo. Dann strebt auch jede Teilfolge (a,,); von (a,), gegen
a fiir j — oco. Um das einzusehen, sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir haben den Index
N. € N aus (2.1). Geméf Teil a) existiert eine natiirliche Zahl J. mit n;. > N..
Fiir alle j > J. erhalten wir demnach n; > N, und somit |a,, —a| < ¢. O

De néchste Begriff wird es erlauben, konvergente Teilfolgen zu beschreiben.

DEFINITION 2.19. Sei (a,),>1 eine Folge. Fine Zahl a € C heifst Haufungspunkt
von (an)n, wenn es fir jedes € > 0 unendlich viele a, mit |a, —a| < e (oder
dquivalent a,, € B(a,€)) gibt.
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Die durch a,, = n gegebene Folge hat keinen Haufungspunkt, da fiir jedes a € C
hochstens ein Folgenglied in B(a,1/3) liegt. Fiir (a,), = ((—1)"),, erhalten wir die
Hiufungspunkte —1 und 1, da fiir jedes ¢ > 0 alle geraden Folgenglieder in B(1, )
und alle ungeraden in B(—1,¢) liegen. Andere Haufungspunkte schlieft man wie
bei (n), aus. Durch den néchsten Satz werden die beiden obigen Begriffe direkt
miteinander verkniipft.

SATZ 2.20. Seien (an)n>1 eine Folge und a € C. Genau dann ist a ein Héu-
fungspunkt von (ay,),, wenn es eine Teilfolge (an;);>1 mit Grenzwert a gibt.

BEWEIS. 1) Es gelte a,, — a fiir j — o0. Sei ¢ > 0. Dann gibt es so einen
Index J. € N, dass |a — ap,| < ¢ fiir alle j > J. gilt. Wie in Bemerkung 2.18 sieht
man, dass {n;|j > J.} und {j|j > J.} gleichméchtig und damit unendlich sind.
Also ist a ein Haufungspunkt von (a,,)p.

2) Sei a ein Haufungspunkt von (a,),. Wir definieren rekursiv eine Teilfolge
(an,); mit |a — a,,| < 1/j fiir alle j € N. Dazu verwenden wir die Aussage

A(j): Inmi<ng<---<n; inN mit |a—a,| <1/l firalele {1,2,...,j}

Nach Voraussetzung (mit e = 1) gilt A(1). Es gelte A(j) fiir ein j € N. Da a ein
Hiufungspunkt ist, existieren unendlich viele a, in B(a,1/(j + 1)). Somit finden
wir einen Index n;y1 > n; mit |a — a,,,,| < 1/(j +1). Also ist A(j + 1) gezeigt.
Per Induktion erhalten wir somit eine Teilfolge (ay,); mit |a — an,| < 1/ fiir alle
J € N. Nach Satz 2.10b) ist dann (|a — a,,|); eine Nullfolge und somit konvergiert
(an;); gegen a fiir j — oo. O

Kombiniert mit Satz 2.9 zeigt das obige Resultat, dass eine reelle Folge nur
reelle Haufungspunkte haben kann. Wir beschreiben auch die (schlichte) Rolle von
Héaufungspunkten im konvergenten Fall.

KOROLLAR 2.21. Die Folge (ay)n>1 konvergiere gegen a € C. Dann ist a ihr
einziger Hdaufungspunkt.

BEWEIS. Nach Satz 2.20 ist a ein Haufungspunkt. Sei b € C ein weiterer. Dann
existiert geméfs Satz 2.20 eine Teilfolge (ay, )r mit Grenzwert b. Diese konvergiert
aber auch gegen a, da (a,), das tut (siehe Bemerkung 2.18). Satz 2.4 impliziert
nun die Gleichheit von a und b. O

Das néchste Lemma kann dazu dienen, in Beispielen die Existenz weiterer Hau-
fungspunkte auszuschliefien, was wir unten einmal durchspielen.

LEMMA 2.22. Es sei (a,)n>1 eine Folge mit den Hdiufungspunkten oy, ..., ay, €
C und zugehorigen Teilfolgen as, ;) — ay fir j — oo und k € {1,...,m}. Jedes
Folgenglied a,, liege in (mindestens) einer dieser Teilfolgen. Dann hat (a,,), keinen
weiteren Haufungspunkt.

BEWEIS. Wir nehmen an, (a,), besife einen weiteren Héufungspunkt o €
C\{a,...,an}. Gesucht ist so einen Radius r > 0, dass hochstens endlich viele
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an in B(a,r) enthalten sind. Dafiir nutzen wir aus, dass ab einem Index die Teilfol-
genglieder ag, ;) nahe bei a;, liegen und dass d := min{|a — oy |,..., Ja— |} >0
ist. Die Voraussetzung liefert solche Indizes Ji, ..., J,, € N, dass die Ungleichung
| — aa,(jy| < d/2 fiir alle j > Jpund k € {1,...,m} gilt. Fiir j > J;, folgt daraus

la — as, ()| = |o — o + o — as, ()| > |a — ax| — |ag — as, )| = d—d/2 > d/3.
Also liegen diese Folgenglieder nicht in B(a, d/3). Um zuriick zu a,, zu kommen,
setzen wir N = max{®;(J1),..., Pn(Jn)}. Sei n > N. Nach Voraussetzung gibt
es Zahlen k € {1,...,m} und j € N mit n = ®,(j). Da &) wichst, gilt j > Jj
und somit |« — a,| > d/3. Also liegen in B(a,d/3) nur endlich viele Folgenglieder

(hochstens N — 1), was ein Widerspruch ist. O
BEISPIEL 2.23. Die durch
(-1)21, n gerade,
an = n 2 2 3
(_1>.2H3n?—+17 n ungerade,
n j—

gegebene Folge hat genau die Haufungspunkte —%, 0 und %
BEWEIS. Wir setzen

b may = o g = 2D 4D 245 +3)+3
IR g T T T R4 12— 1 345 +3)2 -1
fir j € N. Es gelten b; — 0 (da |b;| = %), ¢; — —2/3und d; — 2/3 fiir j — o0
(vgl. Beispiel 2.8). Da jedes a,, in (genau) einer dieser Teilfolgen vorkommt, gibt
es nach Lemma 2.22 keine weiteren Haufungspunkte. U

dj = asjy3 =+

Im folgenden Theorem werden wir sehen, dass jede beschriankte Folge (ay,),
mindestens einen Haufungspunkt besitzt (so wie im obigen Beispiel). Dabei gehen
wir vom reellen Fall aus und suchen monotone Teilfolgen von (a,,),, da diese nach
Theorem 2.14 konvergieren werden. Tatséchlich werden wir dabei den gréfsten und
den kleinsten Haufungspunkt erhalten. Dazu kombinieren wir Infima und Suprema
fir die Mengen A,, := {a; | j > n} der Glieder der Restfolge ab einem Index n € N.

Es sei (a,), eine beschriankte reelle Folge. Sei n € N. Da A,, beschrénkt ist,
liefern Definition 1.17 und Bemerkung 1.15 die Ungleichung

b, =sup A, > inf A, = ¢,.

Wegen A,,.1 C A, C Ay, folgen aus Bemerkung 1.15 und der obigen Ungleichung
die Abschéatzungen
supa; = by > by, > byi1 > cpp1 > ¢, > ¢ = inf a;. (2.6)
j>1 jEN
Also fallt (by,),, wichst (¢,), und beide sind beschrankt. Geméaf Theorem 2.14
existieren somit der Limes superior

lim a,, = limsupa, := lim b, = lim supa; = inf supa; (2.7)
n—00 Nn—00 n—>00 n—=00 j>p n2l j>p
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und der Limes inferior

lim a,, = liminfa, = lim ¢, = lim inf a; = sup inf q;. (2.8)
n—s00 n—00 n—00 n—o0 j>n n>1 j>n
Aus (2.6) und Satz 2.10 erhalten wir dabei die Relation
lim a, < lim a,. (2.9)
n—00 n—oo

In Hinblick auf unser Ziel muss man aber beachten, dass b, und ¢, im Allgemeinen
keine Folgenglieder sind, und damit keine Teilfolge bilden. (Ein Beispiel ist die
Folge (1/n), mit A, = {1/n,1/(n+1),...} und ¢, = 0.) Weiter kann z.B. bei einer
nach unten beschriankten Folge nicht immer einen Limes inferior in R definieren, so
etwa bei der Folge (n), mit A, = {n,n+1,...} und ¢, = n (vgl. Definition 3.40).

Das folgende Theorem von Bolzano und Weierstrafs ist eines der wichtigsten Re-
sultate dieser Vorlesung. Aus der recht schwachen Voraussetzung der Beschrénkt-
heit wird hier die Konvergenz zumindest einer Teilfolge gewonnen. (Die Beispiele
((=1)"), und (n),, zeigen zum einen, dass nicht die ganze Folge konvergieren muss,
und zum anderen, dass die Beschranktheit benotigt wird.) Wir werden den Haupt-
satz oft in zentralen Beweisteilen benttigen. Fortgeschrittene Varianten des Theo-
rems sind ein wesentliches Instrument auch in der aktuellen angewandten Analysis
(aber das ist Stoff des Masterstudiums).

THEOREM 2.24. a) Jede beschrinkte Folge (ay,)n>1 hat eine konvergente Teilfolge
und damit nach Satz 2.20 einen Hdaufungspunkt. o
b) Wenn die Folge (ay,), auch reell ist, dann ist lim, ,a, der grifite und

lim, . a, der kleinste der Haufungspunkte von (ay)n.

BEWEIS. b) Sei (a,), reell und beschrénkt. Setze L = lim,,_,oc a,,. Wir konstru-
ieren gleich in zwei Schritten eine Teilfolge (ay,); von (ay),, die gegen L konver-
giert. Zunéchst nutzen wir den Limes b, — L in (2.7) aus, um Zahlen by ~ L zu
finden. Da diese nicht notwendig Folgenglieder sind, verwenden wir ihre Definition
als Supremum des Folgenrests, um Glieder a, ~ by =~ L zu erhalten. Dies wird
nun in einer Induktion prézisiert, die derjenigen im Beweis von Satz 2.20 dhnelt.

Wir definieren rekursiv die gewiinschte Teilfolge. Zunéchst existiert wegen b,, —
L ein Index N; € N mit |L — by,| < 1/2. Da by, = sup{a;|j > Ny}, liefert
Satz 1.18 eine natiirliche Zahl ny > Ny mit by, — 1/2 < a,, < by, und damit
lbn, — any| = by, — an, < 1/2. Zusammen folgt die Abschitzung

’L_ CLn1| = ‘L_ le +bN1 - a”l’ < ‘L_bl\h‘ + ‘le _anl‘ <1l

Es seien als Induktionsvoraussetzung Zahlen n; < ng < --- < nj_; in N so
gefunden, dass |L — a,,| < 1/0 fir alle [ € {1,2,...,n;_1} gilt. Gemék b, — L,
gibt es einen Index N; > n;_; mit |L — ij| < % Ferner erhalten wir aus Satz 1.18
wie im vorigen Abschnitt eine natiirliche Zahl n; > N; > n;_; mit |by, —ap,| < %
Daraus ergibt sich die Ungleichung |L — ay,,| < |L — by, | + |bn, — an,| < 1/j. Per
Induktion (und Satz 2.10) gewinnen wir so eine Teilfolge mit a,, — L fiir j — oo.
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Entsprechend findet man eine Teilfolge (a, )i, die gegen ¢ = lim,,_, _ a,, strebt.
Nach Satz 2.20 sind also L und ¢ Haufungspunkte von (a,,)p.
Sei schlieflich (ay,, ) eine weitere Teilfolge mit Haufungspunkt «. Die Formeln

(2.7) und (2.8) implizieren dann ¢, — ¢ und b,, — L fir m — oo, wobei
Cp,, = inf {an ‘ n > nm} < a,,, <sup {an ‘ n > nm} =by,,
fir alle m € N gilt. Mit Satz 2.10 folgt ¢ < a < L, wie in b) behauptet.

a) Sei (ay,,), beschriankt. Dann ist (z,), = (Rea,), eine beschrankte reelle Folge
und besitzt somit nach b) eine konvergente Teilfolge x,, — x fiir | — co. Genauso
ist (yn, )1 == (Imay,); reell und beschrénkt, sodass nach b) eine Teilfolge (yn,,); mit
Grenzwert y existiert. Satz 2.9 zeigt nun ay,,, = @p,, +iyn,, — r+iy fir j — oco. U

Das Vorgehen in Teil a) ist typisch fiir viele Konvergenzuntersuchungen in C.
Mittels Real- und Imaginérteil reduziert man sie auf die reelle Situation und setzt
die Teilaussagen am Ende einfach zusammen. Man beachte auch, dass man hier
nicht einfach eine Teilfolge (yy,, )m von (y,), verwenden kann, da die Indexmengen
{n;|1 € N} und {n,, |m € N} disjunkt sein konnen. Das deswegen oben benutzte
iterative Vorgehen tritt haufig auf.

In Beispiel 2.23 gelten folglich —% =lim, ., a, und % = lim,,_,o0 @y,. Der dritte
Héaufungspunkt 0 liegt dazwischen. Wenn man den Satz von Bolzano—Weierstrafs
anwendet, muss man zu Teilfolgen {ibergehen. Die folgenden Aussagen zeigen, wie

man trotzdem Informationen iiber die gesamte Folge gewinnen kann.

KOROLLAR 2.25. Sei (ay,), eine beschrankte Folge.
a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
i) (an)n konvergiert.
ii) (an)n hat genau einen Héaufungspunkt a € C.
iii) Es gibt ein b € C derart, dass jede Teilfolge von (a,), eine Teilfolge mit
Grenzwert b besitzt.
In diesem Fall ¢ilt lim,,_,o a,, = a = b.
b) Sei (ay), reell. Genau dann konvergiert (ay),, wenn ihr Limes superior und
Limes inferior tibereinstimmen. In diesem Fall gilt
lim a, = lima, = lim a,.
n—oo n—o00 n—oo
BEWEIS. Es sei (ay), beschrankt.

a) Es gelte i). Die Aussage ii) und die Gleichung lim,, ., a,, = a folgen dann aus
Korollar 2.21.

Es gelte ii). Sei (ay,); eine Teilfolge von (a,),. Da auch (a,,); beschriankt ist,
liefert Theorem 2.24 eine Teilteilfolge (ay,,); mit einem Grenzwert v € C. Nach
Satz 2.20 ist a ein Haufungspunkt von (a,,), und somit nach ii) gleich der Zahl a.
Also gilt iii) mit b == a.

Es gelte iii). Wie nehmen an, (a,), konvergierte nicht gegen b. Nach (2.2) exis-
tiert dann so ein ¢y > 0, dass es fiir jedes m € N einen Index n,, > m mit
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la,, — b| > eo gibt. Diese Indizes wachsen nicht notwendig strikt. Deswegen defi-
nieren wir iterativ eine Teilfolge durch m; = 1 und my4; = n,,, + 1 fiir [ € N. Es
folgt also n,,,, > myy1 > n,y,,. Wir setzen abkiirzend n; := n,,,. So erhalten wir
eine Teilfolge (ay,); mit |a,, — b| > ¢ fiir alle | € N. Gemé£ iii) gibt es aber eine
Teilteilfolge (ayn,,);, die gegen b konvergiert. Dieser Widerspruch impliziert i).

Die gezeigte Implikationskette i) = 4i) = i) = i) liefert die Aquivalenzen
i) < i), i1) < i) und i) < 4i7). Insbesondere gelten alle Aussagen, wenn eine
wahr ist. In diesem Fall kann man also alle obigen Beweisschritte verwenden und
erhéilt so den Zusatz in Teil a).

b) Nach a) konvergiert (a,), genau dann, wenn sie genau einen Haufungspunkt
hat. Da (a,,), reell ist, bedeutet dies nach Theorem 2.24 b), dass Limes superior und
inferior (als Maximum und Minimum der Haufungspunkte) iibereinstimmen. [J

Man kann in dieser Folgerung nicht auf die Beschranktheit der Folge verzichten,
wie das divergente Beispiel

n, n gerade,
a, =
1, n ungerade,

mit dem einzigen Haufungspunkt 1 zeigt.

Im Gegensatz zu (2.1) will man mit dem folgenden Begriff Konvergenz ohne
Riickgriff auf einen Grenzwert erfassen. Dies ist nétig, wenn man (wie im néchsten
Kapitel) ein noch unbekanntes Objekt als Limes einer Folge definieren will.

DEFINITION 2.26. Fine Folge (a,)n>1 heifst Cauchyfolge, wenn es fir jeden Ab-
stand € > 0 so einen Startindex N. € N ¢ibt, dass |a, — am| < € fiir alle m,n € N
mit m,n > N. gilt; also wenn

Ve>0 dN.eN Vnm>N.: la,—an|<e. (2.10)

Bei einer Cauchyfolge sind also fiir jedes € > 0 alle Folgenglieder bis auf endlich
viele nur hochstens € voneinander entfernt. Das folgende Theorem ist die Grundlage
fiir die weitere Entwicklung der Analysis.

THEOREM 2.27. Eine Folge (a,),>1 in C oder R konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist. (Man nennt deswegen C und R vollstandig. )

BEWEIS. 1) Es konvergiere (ay,), gegen a. Fiir ¢ > 0 finden wir also so einen
Index N. € N, dass |a, — a] < ¢/2 fiir alle n € N gilt. Daraus folgt fir alle
n,m > N, die Ungleichung

lan — am| = |an —a+a—ay| < |a, —al + |a —apn| <e,
sodass (a,), eine Cauchyfolge ist.

2) Sei (a,), eine Cauchyfolge. Man erhielte (2.1) aus (2.10), wenn fiir festes
n > N, die Folge (a,, ), fiir m — oo gegen eine Zahl a strebt. Um dies (zumindest



2.3. Teilfolgen und Vollstandigkeit 43

fiir eine Teilfolge) zu erzielen, zeigen wir zuerst wie in Satz 2.4 die Beschrénktheit
von (a,), und nutzen dann das Theorem von Bolzano—Weierstraf aus.

Dazu wéahlen wir ¢ = 1 in (2.10) und erhalten so einen Index N € N mit
la, —ayn| < 1 fiir alle n > N. Damit gilt |a,| < |a, — an| + lany| < 14 |ay]| fur
diese n. Es folgt |a,| < max{|a1],...,|ay_1],1+ |ay|} fir alle n € N.

Da somit (an), beschrénkt ist, liefert Theorem 2.24 eine Teilfolge (a,,); mit
Grenzwert a. Sei € > 0. Es gibt dann einen Index J; € N mit |a,, — a| < ¢ fiir alle
j > J..In (2.1) bendtigen wir aber Folgenglieder a,,. Dazu verwenden wir den Index
N. aus (2.10). Sei n > N.. Um die Ungleichung fiir an; — a auszunutzen, wihlen
wir ein festes j > J. mit n; > N.. (So ein n; gibt es wegen Bemerkung 2.18.)
Mittels (2.10) und der Konvergenzaussage fiir a,,, schitzen wir nun

an — a| = |an — an; + an; — a| < |an, — ap,| + |an, —a| < 2e
ab. Also konvergiert (a,), gegen a. Nach Satz 2.9 ist a reell, wenn (ay,,),, diesist. O

BEMERKUNG 2.28. a) Geméaf Theorem 2.27 haben Cauchyfolgen in R und C
die gleichen Eigenschaften wie konvergente Folgen.

b) Die Folge (/n), erfiillt (2.10) mit m = n + 1, da nach einer Ubung v/n + 1 —
vn — 0 fiir n — oo gilt. Sie ist aber keine Cauchyfolge, weil sie divergiert. Also
kann man in (2.10) den Index m nicht durch etwa n + 1 ersetzen.

c) Die Folge (a,), in Beispiel 2.15 ist eine Cauchyfolge in @, deren Grenzwert
V2 in R\ Q liegt (vgl. Beispiel 1.16). Aus diesem Grunde ist es wenig sinnvoll, in
Q Analysis zu betreiben. Hingegen zeigt das obige Theorem, dass die reellen und
komplexen Zahlen fiir die Analysis geeignet sind. O

Wir fiigen einige Rechenregeln zum Limes superior und inferior (und fiir Supre-
mum und Infimum) hinzu. Das erste Lemma zeigt, dass alle Folgenglieder bis auf
endlich viele durch lim sup und lim inf mit einem e-Fehler beschrankt sind.

LEMMA 2.29. Seien (a,), eine beschrinkte reelle Folge und € > 0. Dann existiert
ein Index J. € N so, dass

—e+ lima, <a; <e+ lim a,
n—o0o n— o0

fiir alle 57 > J. gilt.
BEWEIS. Sei ¢ > 0. Nach (2.7) und Satz 1.18 gibt es einen Index N. € N mit

lim a, = inf supa; > —e + sup a; > —¢ + ay,
n—00 n>1 i>n >N,

also ay < € + lim,,_,o0 Gy, fiir alle & > N.. Ebenso findet man eine natiirliche Zahl
M, mit a;, > —< + lim a, fir alle k > M,.. Die Behauptung folgt nun mit

2 n—o0
J. = max{M., N_.}. O
Das Beispiel (-2, %, —%, %, —g, ...) zeigt, dass man im Allgemeinen die e-Terme

im Lemma braucht. Bei der Folge ((—1)"),, sind sie hingegen unnotig.
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Im folgenden Satz erhalten wir Analoga der Rechenregeln fiir den Limes. Al-
lerdings éndert ein negativer Faktor limsup zur liminf und umgekehrt, und bei
Summen und Produkten erhdlt man im Allgemeinen nur Ungleichungen. Die ers-
ten beiden Teile folgen leicht aus den Definitionen und Eigenschaften von sup und
inf, fiir die beiden folgenden verwendet man das obige Lemma und in der letzten
Aussage greift man auf Bolzano—Weierstraft zuriick.

SATZ 2.30. Es seien (ap), und (by), reelle beschrinkte Folgen. Dann erhalten
wir die folgenden Aussagen.

a) lim a, = — lim (—a,).
n—o00 n—00
b) Sei a, <b, fir allen € N. Dann gelten lim a, < Mbn, lim a, < lim b,,.
n—00 n—00 n—o00 n—00
c¢) lim (a, +b,) < lim a, + lim b,, lim (a, +0b,) > lima, + limb,.
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

d) Sei ay,b, > 0 fiir allen € N. Dann gelten lim (a,b,) < lim a,- lim b, und
n—oo

n—o0 n—oo
lim (a,b,) > lim a, - lim b,.
n—o0 n—oo n—oo

e) Es konvergiere (ay), oder (by),. Dann gelten c¢) und d) mit Gleichheit.
BEWEIS. a) Aus (2.8), Bemerkung 1.15 und (2.7) folgt

nh—{go a, = itifl)]lnﬁ a; = Sup (- sug( aj)) = —7111r>1f1 sup(—aj) =— 7}1_)120(—(1”).

b) Sei a,, < b, fir alle n € N Dann ist sup;, b; eine obere Schranke fiir (a;);>n
und somit gilt sup;-, a; < sup;s, b; fiir alle n € N Wegen (2.7) folgt daraus auf
die gleiche Weise die erste Behauptung limy, oo @y, < lim,, o b,. Da —b, < —ay,
fir alle n € N gilt, liefern Teil a) und die Ungleichung fiir den Limes superior, dass

n—00 n—00 n—00
) Sei € > 0. Nach Lemma 2.29 existieren Indizes J¢, J’ € N mit
;<e+ lima, firalle j>J% b; < e+ lim b, fiiralle j > J° (2.11)
n—oo n—oo
Sei J. = max{J? J°}. Die Summe der rechten Seiten in (2.11) ist eine obere

Schranke der Summe der linken Seiten fiir j > J.. Diese Beobachtung und (2.7)
liefern die Ungleichungen

lim (a, + by) < sup,s ;. (a; + b;) < 2e + hm an + lim b,,.

n—o0 -

n—oo
Da e > 0 beliebig ist, folgt die erste Behauptung in c) mittels Satz 1.20. Die zweite
zeigt man wie in b) mittels Teil a).
d) Sei € € (0, 1]. Wir verwenden (2.11) und J. aus c¢). Wie oben ergibt sich
lim a,b, < Sup;s . a;b; < (g + lim an) <€ + lim bn)
n—00 n—00 n—00

€<1+man+ lim bn)—l—man lim b,.

n—oo n—o0 n—o0 n—oo
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Hierbei nutzen wir aus, dass die Folgenglieder nichtnegativ sind. Wir erhalten die
erste Behauptung, da ¢ € (0, 1] beliebig ist. Die zweite zeigt man dhnlich. Dabei
wihlt man 0 < ¢ < min{lim,, ,  a,,lim,_, _b,} fiir das Analogon von (2.11), wenn
dieses Minimum positiv ist. Falls etwa lim, ,  a, = 0 gilt, ist Behauptung klar.
e) Wir betrachten exemplarisch den ersten Teil in ¢) und nehmen an, dass (a, ),
den Grenzwert a besitzt. Nach Theorem 2.24 und Satz 2.20 gibt es eine Teilfolge
mit b, — b = lim,,_,u0 by, fiir J — 0o. Somit konvergieren a,,; +b,; gegen a+b. Da
1im,, o0 (@, +by ) nach Theorem 2.24 der grofte Haufungspunkt der Folge (ay, +by,)n
ist, folgt a+b < lim,, ;00 (a, +b,) und daraus mit c) die behauptete Gleichheit. [

Das Beispiel a,, = (—1)" und b, = (—=1)"*! mit a, + b, = 0 zeigt, dass z.B. in
Satz 2.30c) strikte Ungleichungen gelten kénnen. Man beachte, dass man in den
Aussagen a)-d) nicht mit den Teilfolgen argumentieren kann, die gegen z.B. lim a,,
und lim b,, konvergieren, da diese disjunkte Indexmengen haben kénnen.

In einer typischen Anwendung' sieht man wie die Vollsténdigkeit von C die Exis-
tenz eines Grenzwerts garantiert. Wir vertiefen das Beispiel in Bemerkung 5.22.

SATZ 2.31. Seien (a,)n>o eine Folge und q € [0,1) so eine Konstante, dass
lans1 — an| < qla, — an_1| fir alle n € N gilt. Dann konvergiert (ay)n.

BEWEIS. Fiir j € Ny liefert die Voraussetzung iterativ
laj1 = a;] < qlaj —aj-1| < @Plaj1 — ajof < < ¢ |ar — agl.

Seien n > m in Ny. Mit Hilfe der Substitution j = [ + m und Beispiel 3.2b)
erhalten wir dann die Ungleichung

|an - am’ = |(an - an+1) + Qpy1 — °° — Q41 + (a’m+1 - am)‘ S Z ’ajJrl - aj‘

n—m—1 |

_ / @ — ol . _
<Zq|a1—a0| q" lz; ]al—a0|§qum_.bm.

Da (by,)m eine Nullfolge ist, finden wir fiir jedes ¢ > 0 einen Index N, € N mit
la, — am| < by, < e fir n > m > N.. Folglich ist (a,), eine Cauchyfolge und hat
gemals Theorem 2.27 einen Grenzwert. U

Sei f : [a,b] — [a,b] mit |f(x) — f(y)] < qlx — y| fir ¢ € [0,1) und alle
x,y € [a,b] und definiere die Iteration =, = f(x,) € [a,b] fir n € Ny und ein
gegebenes x( € [a,b]. Dann ist der obige Satz anwendbar, da

|1‘n+1 - $n| = |f($n) - f(xn—1)| < Q|$n — xz—l’

fir n € N gilt. (Man nennt solche f strikt kontraktiv.) Man kann dies als ‘dis-
kretes dynamische System’ auffassen, wobei x,, den Zustand zur Zeit n und f die
Entwicklung des Systems in einem Zeitschritt beschreiben.

IDer folgende Satz wurde in der Vorlesung an einer anderen Stelle besprochen.
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Um? analoge Rechenregeln fiir das Supremum und das Infimum zu formulieren
(sieche auch Bemerkung 1.15), bendtigen wir einige Definitionen. Fiir nichtleere
Mengen A, B C R setzt man

A+B={zreR|Jac A Ibe Bmit z=a+b},
A-B={zeR|Ja€c A 3Ibe Bmit z=ab}.
Speziell schreibt man a + B und a - B, wenn A = {a}.

SATZ 2.32. Seien A, B C R nichtleer.

a) Seien A und B nach oben beschrinkt. Dann ist auch A + B nach oben be-
schrankt und es gilt sup(A + B) = sup A + sup B. Wenn zusdtzlich A, B C R,
dann ist A - B nach oben beschrankt und wir erhalten sup(A-B) =sup A-sup B.

b) Seien A und B nach unten beschrankt. Dann ist A+ B nach unten beschrinkt
und es gilt inf(A+ B) = inf A+inf B. Wenn zusdtzlich A, B C R>, dann ist A- B
nach unten beschrankt und wir erhalten inf(A- B) =inf A - inf B.

BEWEIS. Fiir alle a € A und b € B gelten a < sup A und b < sup B. Also ist
sup A + sup B eine obere Schranke fiir A + B. Sei € > 0. Nach Satz 1.18 gibt es
solche Elemente a. von A und b, von B, dass a, > —c+sup A und b, > —c+sup B
gelten. Dann liegt a. + b. in A + B und erfiillt a. + b. > —2¢ + sup A + sup B.
Satz 1.20 impliziert nun die erste Gleichung in a). Fiir die zweite beachten wir,
dass aus sup A = 0 schon A = {0} folgt und dann die Behauptung klar ist. Ebenso
schlieft man fiir sup B = 0. Andernfalls wihlt man 0 < ¢ < min{sup A, sup B}
und argumentiert wie bei “+”. Aussage b) zeigt man entsprechend. O

Das folgende Ende des Kapitels wurde nicht in der Vorlesung behandelt.



KAPITEL 3

Reihen

Wir definieren zunéachst ‘unendliche Summen’ ag+ aq +as + . .. mit einem Riick-
griff auf die Folgenkonvergenz und diskutieren dann verschiedene Anwendungen.

3.1. Definitionen und Konvergenzkriterien

Man fiihrt unendliche Summen einfach als Grenzwert endlicher ‘Teilsummen’
ein, insofern dieser existiert.

DEFINITION 3.1. Es seien (ag)g>o eine Folge und n € Ny. Dann heifit s, =
> r_o ak die n-te Partialsumme und die Folge (s,,)n>0 heifst Reihe mit den Gliedern
ap. Wir schreiben Y, o ar, >, ar oder Y ay statt (sp)y.

Die Reihe konvergiert (divergiert), wenn die Folge (s,), konvergiert (diver-
giert). Wenn Konvergenz vorliegt, bezeichnet man den Grenzwert von (sp), als
Grenzwert der Reihe (oder Reihenwert), und man schreibt

o0 n

E ap = lim E ap = lim s,.
n—oo n—oo

k=0 k=0

Analog behandelt man Reihen, die bei ky € Z statt bei kg = 0 beginnen. Man
identifiziert auch Reihe und Reihenwert. Wir besprechen zuerst einige wichtige
Beispiele, bei denen man zum Teil die Partialsummen explizit ausrechnen kann.

BEISPIEL 3.2. a) (Exponentialreihe) Seien ay = ; und k,n € No. Es gilt

_ Z o= 1_|_1_|_2_|_6_|_ —|—— und nach Beispiel 2.16 existiert kz: i
=0

Hier haben wir (s,)n = (1,2,2,2 4+ %,...).
b) (Geometrische Reihe) Seien z E (C mit |z| < 1 und k,n € Ny. Setze aj, = z*.
Beispiel 0.2 liefert
1 _ n+1
— 1—2z

Da |z| < 1 ist, strebt 2"*! gemih einer Ubung fiir n — oo gegen 0. Also existiert

> 1
2F =

47
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Fir z = % erhilt man

o

1 1 1 1 1
e — 1= —1=1.
218" Z 2k 1-1
k=0 2
Das hat eine geometrische Bedeutung: Mit den Schnittstellen ;, T 8, ... halbiert

man die Strecke von 0 nach 1 iterativ. Die obige Reihe ist die Summe der Langen
der Teilintervalle, die sich zu 1 aufsummieren sollten. Das wurde eben gezeigt.

c) (Teleskopsumme) Es sei a; = fir £ € N. Fir n € N liefert die Index-

k:+1)
verschiebung 7 = k£ + 1 die Formel

~ 1 —~rl 1 11 1 1 11 1
=)y — = S e T
’ Zk(kJrl ;[/@ /<:+1} 2727373 |
n+1
D e
Somit konvergiert die Reihe und hat den Grenzwert -, k(kl-i-l) 1.

d) (Harmonische Reihe) Die Reihe Y, ., 1+ divergiert, da som >1+ 2 fiir meNy
gilt, sodass die Partialsummen unbeschrankt sind und nach Satz 2.4 divergieren.
BEWEIS. Zunéchst motivieren wir die Behauptung durch das Beispiel

e LA (SR R (PR PR T EE PR L PR TS )
Wir zeigen die behauptete untere Abschétzung per Induktion. Fiir m = 0 ist die
Behauptung klar. Sie gelte fiir ein m € Ny. Dann folgt

2m+1

2m m+1
Som+1 = Zk Z k_1+5+2m+1:1—|—7. ]

=2m+1

e) Die Reihe Y, ((—1)" divergiert, denn ihre Partialsummen sind

O

i<—1k 1-14+1—-14---4+41—-1=0, n ungerade,
B )1l -141—-14---+1=1, n gerade.

Ausgehend von Definition 3.1 liefern die Sétze des letzten Kapitels ziemlich
direkt eine Rechenregel (‘Linearitét’) und erste Konvergenzkriterien fiir Reihen.
Produkte von Reihen untersuchen wir im néchsten Abschnitt.

SATZ 3.3. Es seien Y ,~qar und Y ,-,bx konvergente Reihen und o, € C.
Dann ezistiert der Grenzwert -

o

Z(Oéak—FBbk —Oéz&k—FBZbk

k=0 k=0
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BEWEIS. Sei n € Ny. Die Partialsummen erfiillen die Gleichung

n n

Sy = Z(aak+ﬂbk) = aZa;mLﬂZbk
k=0

k=0 k=0
Nach Voraussetzung und Satz 2.7 strebt die rechte Seite zur rechten Seite der
Behauptung. Also hat (s,), den gleichen Grenzwert. O

Im einfachsten Fall sind die Reihenglieder nichtnegativ. Hier bendtigt man nur
eine obere Schranke von (s,), fiir die Konvergenz der Reihe.

SATZ 3.4. Fiir nichtnegative ap, mit k € Ny seien die Partialsummen s, fir
n € Ny nach oben beschrinkt. Dann existiert der Grenzwert

Z =0
a sup Sp.
& k n

neNg

BEWEIS. Aufgrund der Voraussetzungen wachsen die Partialsummen

n n
Sp = Zk:o ag S Ap 1 —+ Zk:o ar = Sp41, n e No,
und sie sind beschrénkt. Theorem 2.14 impliziert nun die Behauptung. O

Fiir Reihen ohne eine Vorzeichenbedingung wie oben benotigen wir das folgen-
de Cauchy-Kriterium. Die meisten unserer Konvergenzkriterien beruhen auf einer
Kombination der Sétze 3.4 und 3.5.

SATZ 3.5. Eine Rethe ), ai konvergiert genau dann, wenn

Ve>0 3IN.€eN ¥Yn>m>N.: ‘ 3 ak‘ge. (3.1)
k=m+1

BEWEIS. Nach Theorem 2.27 und Definition 3.1 konvergiert die Reihe genau
dann, wenn (s,), eine Cauchyfolge ist. Diese Eigenschaft bedeutet wegen

n
Sp — S = E ak fir n>m>0
k=m-+1

das Gleiche wie die Formel (3.1). O

Wenn man in (3.1) den Index n = m+ 1 wéhlt, erhdlt man die folgende notwen-
dige Bedingung fiir Reihenkonvergenz.

KOROLLAR 3.6. Wenn eine Reihe . ax, konvergiert, dann bilden ihre Glieder
(ax)r>0 eine Nullfolge.

Man beachte, dass es sehr wohl divergente Reihen gibt, deren Summanden eine
Nullfolge bilden, wie z.B. die harmonische Reihe in Beispiel 3.2d). Die obige Fol-
gerung aus der Reihenkonvergenz erlaubt es uns, per Negation die geometrische
Reihe auch in dem Fall zu behandeln, der in Beispiel 3.2 nicht betrachtet wurde.
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BEISPIEL 3.7. Sei z € C mit |z| > 1. Geméf Korollar 3.6 konvergiert die Reihe
> kso 2 micht, da hier [2%] = [2]* > 1 fiir alle k € Ny gilt. O

Unten werden wir sehen, dass eine ‘rasche’ Konvergenz der Glieder a; gegen 0
die Konvergenz der Reihe ), a) impliziert. Im folgenden Leibniz-Kriterium un-
tersuchen wir zunéchst eine Klasse von Reihen, in denen (ay), beliebig langsam
fallen kann, aber ein Vorzeichenwechsel zu Ausléschungseffekten fiihrt und so die
Konvergenz erzwingt. Der Satz ist sehr leicht anzuwenden.

SATZ 3.8. Es seien by > byyq fir alle k € Ng und b, — 0 fiir k — oo. Dann
konvergiert die (alternierende) Reihe Y- o(—1)by.

BEWEIS. Wie bemerken zunéchst, dass die fallende Nullfolge (by), hat nur
nichtnegative Glieder hat, da der Grenzwert 0 nach Theorem 2.14 ihr Infimum ist.
Sei n € Ny und setze s, = Y ,_,(—1)¥b;. Wir suchen nach Monotonie in (s,)y,
um die Konvergenz der Reihe aus Theorem 2.14 zu folgern. Die Folge selbst ist
nicht monoton, da das Vorzeichen der Differenz s, 1 — s, = (—1)""1b,, 11 wechselt.
Dieses Verhalten legt es nahe, die Teilfolgen (sa,), und (S2,41), zu studieren.
Da (b ) féllt, gilt die Ungleichung

Sonta = S0 = (=1)" g0 + (=1) " hopi1 = banya — bapgr <05
und damit ist auch (ss,), fallend. Genauso folgt
Sonts = St = (=1 Pboig + (=1)""Phopo = —bants + banya > 0,
sodass (Sgn,41)n wichst. Weil by, 1 > 0 ist, erhalten wir ferner die Schranken
51 < Song1 = (1) Mbopy1 + S2n < 82, < Sp.

Somit konvergiert nach Theorem 2.14 die Teilfolge (s2,), gegen eine reelle Zahl s
und (S2,41)n gegen ein t € R.

Wegen Lemma 2.22 hat (s,), neben s und ¢ keinen weiteren Haufungspunkt. Im
Hinblick auf Korollar 2.25 bleibt s = t zu zeigen. Da (by) eine Nullfolge ist, liefert
Satz 2.7 die gewiinschte Identitéit

t—s= lim (82n+1 - Sgn) = lim (—1)2n+1b2n+1 = lim (_b2n+1) = 0. O
n—oo n—oo n—oo

Man beachte, dass im Leibniz-Kriterium (bg), wegen Korollar 3.6 eine Nullfol-
ge sein muss. Aufserdem bendtigt man die Monotonie, wie die Folge (by)r>1 =
(1,0, %, 0, %, 0...) zeigt. Hier sind die Partialsummen s,, ; in Satz 3.8 gleich
=y % und divergieren somit geméf Beispiel 3.2d). Das néichste Beispiel zeigt,
dass man auch auf den Vorzeichenwechel nicht einfach verzichten kann.

BEISPIEL 3.9. Aus dem Leibniz-Kriterium Satz 3.8 folgt direkt die Konvergenz
der Reihe 37, ., (—1)*;. Hingegen divergiert » -, % nach Beispiel 3.2d). O
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Wir sehen im nédchsten Abschnitt, dass alternierende Reihen oft nicht robust
unter Manipulationen sind. Die folgende Definition beschreibt eine Klasse konver-
genter Reihen mit gegenteiligen Eigenschaften. Hier spielen eventuelle Vorzeichen-
wechsel oder Ausloschungen keine Rolle.

DEFINITION 3.10. Eine Reihe ), a; konvergiert absolut, wenn die Reihe
> ko lak| der Betrdge ihrer Glieder konvergiert.

Wir sammeln grundlegende Eigenschaften absolut konvergenter Reihen.
BEMERKUNG 3.11. a) Im Falle nichtnegativer Glieder a; konvergiert die Reihe
Zkzo ar genau dann absolut, wenn sie konvergiert.

b) Nach den Sétzen 2.4 und 3.4 konvergiert eine Reihe ), a) genau dann

absolut, wenn die Folge (Y_;_glax|), beschrinkt ist. Dieses einfache Kriterium
wird im Folgenden wesentlich verwendet.

c) Beispiel 3.9 beschreibt eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe.

d) Die absolute Konvergenz einer Reihe ), ay impliziert ihre Konvergenz. Es
gilt dann die ‘unendliche Dreiecksungleichung’

o0 (o)
DI ESIH!
k=0 k=0

BEWEIS. Die Reihe konvergiere absolut. Sei ¢ > 0. Der Beweis beruht wesentlich
auf dem Cauchy-Kriterium Satz 3.5. Es liefert so einen Index N, € N, dass

n n
e> Y |ak|2) >

k=m+1 k=m+1

fiir alle n > m > N. gilt, wobei wir auch die Dreiecksungleichung verwendet haben.
Satz 3.5 zeigt nun die Konvergenz von ), ai. Weiter folgern wir aus Satz 2.9, der
Dreiecksungleichung und Satz 2.10 die gewiinschte Abschétzung

oo n n ©

‘ E ap| = lim ‘ E ak‘ < lim § x| = § |ag|- O
n—o0 n—r00

k=0 k=0 k=0 k=0

Das folgende Majorantenkriterium bildet die Grundlage fiir die beiden dar-
auf folgenden Konvergenzkriterien. Majoranten spielen oft eine wichtige Rolle in
Grenzwertbetrachtungen, vergleiche Satz 2.10b). In Teil a) erhalten wir im Falle
0 < ax < by die Monotonie 0 <Y 72 jap <> 7, b, konvergenter Reihen.

SATZ 3.12. Gegeben seien Zahlen aj und by fir k € Ng.
a) Sei 0 < |ag| < by, fir jedes k € Ny und die Reihe ), -, by konvergiere. Dann
konvergiert die Reihe Zkzo ay absolut und geniigt den Ungleichungen

oo o0 o0
)Zak’ < Z\GH < Zbk-
k=0 k=0 k=0
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b) Sei ay>by >0 und die Reihe Zkzo by divergiere. Dann divergiert auch Zkzo aj.

BEWEIS. a) Nach Voraussetzung gilt Y ,_ |ar] < D pobe < D pe bi fiir jedes

n € Ny. Aus Satz 3.4 folgt dann die absolute Konvergenz von ), a; und die zweite
in a) behauptete Ungleichung. Bemerkung 3.11d) liefert die andere Abschétzung.
b) Teil a) und die Voraussetzung zeigen, dass aus der Konvergenz von ), a;, die
von »_, by folgt. Somit ergibt sich b) per Negation. O

Im folgenden typischen Beispiel sehen wir, wie bei nichtnegativen Gliedern deren
Konvergenzgeschwindigkeit iiber die Konvergenz der Reihe entscheidet.

BEISPIEL 3.13. Die Reihe ), ., kip konvergiert fiir p > 2 und divergiert fiir
p <1, wobei p € Q.1

BEWEIS. Da n < n? fiir n € N gilt, erhalten wir n(n + 1) < 2n%. Beispiel 3.2¢)
und Satz 3.12 implizieren also die Konvergenz von ) ., #, und nach Satz 3.3
konvergiert auch ) -, # Fiir p > 2 haben wir n™ = n*>Pn=2 < n=2 fir n € N
nach Satz 1.29, sodass Satz 3.12a) die Aussage fiir diese p liefert.

Beispiel 3.2d) zeigt die Divergenz fiir p = 1. Wegen n=! = nP~In™? < n? fiir
p < 1, folgt der Rest der Behauptung aus Satz 3.12b). U

Um Satz 3.12 anzuwenden, braucht man eine ‘summierbare’ Majorante b, > |a,|.
Bislang kennen wir nur wenige Kandidatinnen dafiir. Als besonders effektiv erweist
sich hier die geometrische Reihe mit b, = ¢¢" fir n € Ny und gewisse ¢ € [0,1)
und ¢ > 0. Wir motivieren zunéchst die beiden folgenden wichtigen Sétze.

Wir benotigen die Ungleichung |a,| < c¢g™. Am einfachsten ist es, die n-te Wurzel
zu ziehen und ¢ = 1 zu wihlen. Das fiihrt auf die Forderung |a,|'/" < ¢ < 1,
zumindest fiir grofse n. Dies ist die Grundlage fiir das Wurzelkriterium in Satz 3.16.

Oft ist aber eine andere Bedingung bequemer zu iiberpriifen. Dazu schauen wir
uns |a,| < cqg™ fir kleine n an. Wenn wir ¢ = |ag| setzen, gilt die Ungleichung
im Fall n = 0. Fiir n = 1 miissen wir dann |a;| < ¢lag| verlangen. Die zentrale
Beobachtung ist nun, dass dann aus der weiteren Annahme |as| < ¢|a;| schon

|az| < qla1| < ¢*lao]

folgt. Das lafst sich iterieren. Wenn man wieder beachtet, dass man sich auf grofse
n beschrinken kann, erhilt man das folgende Quotientenkriterium fiir absolute
Konvergenz. In Bemerkung 3.41 werden wir die Beschrankheitsannahmen in beiden
Kriterien entfernen. Wir illustrieren ihre Anwendbarkeit mit typischen Beispielen.

SATZ 3.14. Seien (a,)n>o0 eine Folge und ng € Ny derart, dass a,, # 0 firn > ng
gilt und dass die Folge (’a”—“ beschrinkt ist.

an DnZno

a”“‘ < 1. Dann konvergiert ) ., a, absolut.

an

an ' )
a:1| > 1. Dann divergiert ano On.-

a) Sei lim,_q0 ‘

b) Sei lim

Mn—00

InMit Aussagen aus (4.13) erhdlt man die Behauptung auch fiir reelle p. Die Konvergenz fiir
p € (1,2) wird mittels Integrationstheorie zu Beginn von Analysis 2 gezeigt.
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BEWEIS. a) Wéhle ¢ zwischen lim,, oy |“Z7+11 | und 1. Nach Lemma 2.29 gibt es

so eine natiirliche Zahl N > ng, dass die Ungleichung ‘“Z—Il‘ < q fiirallen > N
gilt. Daraus folgt induktiv

1| < qlan] < Plan-a| <o <" N ay].

Da )", -, ¢" nach Beispiel 3.2b) konvergiert, liefert Satz 3.12 die erste Behauptung.

b) Wieder mit Lemma 2.29 erhalten wir eine natiirliche Zahl M > ny mit
“”+1| > 1 fiir alle n > M. Wie in a) folgt dann |a, 1| > |an| > -+ > |an| > 0,
sodass Satz 3.4 die Divergenz der Reihe impliziert. O

BEISPIEL 3.15. a) Seien z € C, n € Ny und a,, = %;. Dann konvergiert zn>0 =
absolut. (Hier bietet sich wegen der Produktstruktur das Quotientenkriterium an.)
BEWEIS. Fiir z = 0 ist die Behauptung klar. Sonst gilt

41 2" ! 2" ||
= = = — 0
ay, (n+D!z"|  (n+1)z]" n+1
fiir n — oo, woraus nach Satz 3.14 die Behauptung folgt. U
b) Seien a, = 1, b, = (—1)"% und ¢, = & fiir n € N. Dann gelten |“"“| =
b’g—:l‘ = 25 — 1 und C”“| =& +21)2 — 1 fur n — oo. Hier divergiert > an,

konvergiert > b, und konvergiert ) ¢, absolut laut den Beispielen 3.9 und 3.13.
Also erlaubt das Quotientenkriterium fiir lim,,_, ‘“"* 1 ‘ > 1 oder lim Gntl | <
1 keine allgemeine Aussage.

22222n—00 }

In der Ubung wird gezeigt, dass die Anwendbarkeit das Quotientenkriteriums die
des folgenden Wurzelkriteriums impliziert. Im Beispiel 3.17 besprechen wir ferner
eine Reihe, die nur mit dem Wurzelkriterium behandelt werden kann. Dieses ist
auch insofern schirfer, dass in beiden Teilen der Limes superior eingeht. Vor allem
ist es ein wichtiges Instrument fiir die in Abschnitt 3.3 entwickelte Theorie.

SATZ 3.16. Es sei (ay)n>0 eine Folge und ({/ |an|)n>0 =: (by)n sei beschrinkt.
a) Sei lim, s ¥/]an| < 1. Dann konvergiert ano a,, absolut.
b) Sei lim,_ o0 /|an| > 1. Dann divergiert ano y,-

BEWEIS. a) Wihle ¢ zwischen lim,, ., ¥/|a,| und 1. Lemma 2.29 liefert so
einen Index N € N, dass |an|% < ¢, und damit |a,| < ¢, fur alle n > N gilt. Das
Majorantenkriterium Satz 3.12 und Beispiel 3.2b) implizieren a).

1
b) Nach Voraussetzung und Theorem 2.24 gibt es eine Teilfolge mit |a,,|" > 1,
also |a,,| > 1, fiir alle j € N. Korollar 3.6 zeigt nun b). O

BEISPIEL 3.17. a) Sei z € C gegeben. Die Reihe ), 2"2" konvergiert abso-

lut fiir |z| < ; und divergiert fiir [2| > 3. (Wegen der n-ten Potenzen ist das

Wurzelkriterium hier besonders bequem.)
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BEWEIS. Dies folgt aus Satz 3.16 und den Ungleichungen
<1 <1
s — g d <0 < O
> |z| > 3.

b) Die Reihen aus Beispiel 3.15b) zeigen auch fiir Satz 3.16, dass im Falle von
lim, o ¥/]an] = 1 im Allgemeinen keine Konvergenzaussage moglich ist. (Man
verwendet dazu den Grenzwert {/n — 1 fiir n — oo aus einer Ubung.)

c) Wir betrachten
W - (1>n+(—1)” _ %(%)”, n gerade,

)", n ungerade,

fiir n € Ny. Dann gilt {/]a,| = 1 (209"")/". Nach Beispiel 2.11 streben 21/(2+1)
und 273 fiir j — oo gegen 1. Also gilt {/|a,| — 1, und die Reihe > om0 0n
konvergiert absolut nach Satz 3.16a). Andererseits erhalten wir

Qp+1
G,

=2 fiir gerade n,

=3 fiir ungerade n.

Somit erlaubt das Quotientenkriterium hier keine Aussage.
d) Sei a, = (3 + (—1)")2n fiir n € Ny. Hier gilt

N

1 1 n )2, n gerade,
aal ¥ = |5+ (=1

N MW

(

Also ist limy, e /|an| = % > 1, und die Reihe divergiert geméf Satz 3.16b). ¢

)2, n ungerade.

3.2. Einige Vertiefungen

Wir diskutieren zunéchst die Dezimaldarstellung der reellen Zahlen.

BEISPIEL 3.18. Sei r € R. Nach Satz 1.19 existiert die grofite ganze Zahl kleiner
gleich 7, die wir mit der Gaufklammer [r] := max{k € Z |k < r} bezeichnen.

Wir setzen m = [r| und z == r —m € [0,1). Da [0,1) gleich der disjunkten
Vereinigung [0, %) U---u [1%, %) ist, gibt es genau eine Zahl x; € {0,1,...,9} mit
71107 <z < (21 + 1)107". Somit liegt  — 2;107! in [0,1/10). Induktiv findet
man nun Ziffern x,, € {0,1,...,9}, die

0<z— Zxklo’k <10
k=1
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fir jedes n € N erfiillen. Nach Satz 2.10 und Beispiel 3.2b) konvergiert demnach
die Reihe ., zy, 107% gegen x. Also gilt

r:m—i—x:m—i—ZxklO_k.
k=1
Man schreibt stattdessen r = m, xyxox3- - - .

Umgekehrt seien m € Z und z;, € {0,1,...,9} fiir £ € N gegeben. Da 0 <
7,107F < 9-107% ist, liefern Satz 3.12 und Beispiel 3.2b) wieder die Konvergenz
der Dezimaldarstellung » = m, z1z9x3---. Man beachte, dass die rationale Folge
(m, 212923 - - - Ty ), gegen 1 strebt.

Leider ist diese Darstellung nicht immer eindeutig bestimmt. Es gebe dazu so
ein [ € N, dass ;-1 < 9 (soweit [ > 2) und x,, = 9 fiir jedes n > [ erfiillt sind,;
d.h., r=m,x1 - 2,199 --. Die Beispiele 0.2 und 3.2 liefern dann

[e%) 00 -1
1 1—107" 107!
9.-10%=95"10%—9 10—k:9( _ ):9
)3 > 2 1o " 1 101) = Y9710
=100,

Somit gilt auch r = m,xy -+ x;_9(x;—1 +1)00--- fir [ > 2 und r = m+ 1,00 - -
fiir [ = 1. In diesem Fall verwendet man die Darstellung mit den Nullen am Ende
und lafst diese dann weg. (Die obige Rekursion liefert im iibrigen diese Version.)
Wenn nun auch r = n,y, ... wére, betrachten wir den ersten Index k, bei dem
die beiden Darstellungen abweichen. Dann differieren m, z; ...z und n,y; - - - yx
um mindestens 107%. Die Differenz der Reststiicke ab 4.1 bzw. yz,1 ist aber
echt kleiner als 9 Z;’ik 41 1077 = 107* nach der obigen Rechnung. Mit der obigen
Vereinbarung hat also jede reelle Zahl r genau eine Dezimaldarstellung. Man kann
die ‘Basis’ 10 leicht durch ein b > 2 in N ersetzen, siehe Theorem I1.7.11 in [1]. ¢

Ein zweiter Ausflug ins Unendliche. Wir ergénzen die Definition 1.23 der
unendlichen Mengen. Dort haben wir Mengen M und N als gleichméchtig bezeich-
net, wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N gibt; und M als unendlich, wenn
sie fiir kein n € N zu {1,...,n} gleichméchtig ist. Die folgenden Begriffe und Bei-
spiele gehen wieder auf Cantor zuriick, der noch weitaus feinere Unterscheidungen
des Unendlichen eingefiihrt hat.

DEFINITION 3.19. Eine Menge heifit abzahlbar unendlich, wenn sie gleichmdch-
tig zu N ist, und {iberabzahlbar, wenn sie unendlich aber nicht abzdhlbar ist.

Diese Eigenschaften iibertragen sich auf gleichméchtige Mengen.

BEISPIEL 3.20. a) Z ist abzdhlbar unendlich.

BeEwEIS. Wir definieren f : N — Z durch f(n) = (n — 1)/2 fiir ungerade n € N
und f(n) = —n/2 fiir gerade n € N. Die Injektivitét dieser Abbildung folgt leicht
aus ihrer Definition. Sei m € Z. Fiir m > 0 gilt m = f(2m + 1). Wenn m < 0 ist,
dann erhalten wir m = f(—2m). Somit ist f auch surjektiv.
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Also kann man Z als Folge (f(1), f(2),...) = (0,—1,1,—2,...) schreiben. [
b) Q ist abzéhlbar unendlich.
BEWEISSKIZZE. Um eine Bijektion f : N — @Q zu konstruieren, schreibt man

3 2

o =32
oo 3 _/,g/
2

2
_/;35/ ~2

W= N ==
- Do DO =IO
© Wl N e

SETINIAN N S
- o olwo e

wobei man ungekiirzte Briiche streicht. Nun setzt man f(1) = 0/1, f(2) = 1/1,
F3)=1/2, f(4) = =1/2, f(5) = —=1/1, f(6) = —2/1, f(7) = —2/3, f(8) = —1/3

usw., sowie g, = f(n) fir n € N. So kénnen wir die Briiche als Folge

Q= (07 1, %7 _%7 —1,-2 _ga _%7 T ) = (QH)nzl auffassen.

Wir ergidnzen, dass gemafs Beispiel 3.18 die Menge der Haufungspunkte von
Q = (¢n)n gleich R ist. 0

c¢) Die Mengen (0,1) und R sind iiberabzéihlbar.

BEWEIS. Nach Bemerkung 1.24 sind beide Mengen unendlich, da sie etwa
{|n € N} enthalten. Wir nehmen an, (0,1) wire abzihlbar unendlich. Dann
gibe es eine Bijektion ¢ : N — (0, 1). Wir schreiben z, = ¢(n) € (0,1) fiir alle
n € N. Sei &, € {0,1,...,9} die n-te Ziffer von z,, gemah Beispiel 3.18. Wir setzen

)5, & <5,
G PR

fir jedes n € N. Nach Beispiel 3.18 definiert y = 0,717, - - - eine Zahl in (0,1). Da
N 7# &n, ist y ungleich jedem x,,. Dies widerspricht der Surjektivitat von ¢. Also
ist (0, 1) tiberabzdhlbar.

Mit Methoden aus Abschnitt 5.2 sieht man ferner, dass die Abbildung

1 T
R 1); = =4 —
bijektiv ist. Daraus folgt dann die Uberabzéhlbarkeit von R. 0

Umordnung von Reihen und Cauchyprodukte. Wir diskutieren zwei
weitere Operationen mit Reihen. Wir zeigen zunéchst, dass es im Allgemeinen
kein ‘unendliches Kommutativgesetz’ fiir Reihen gibt.

BEISPIEL 3.21. Man kann die Glieder a; = (—1)3'“% der nach Beispiel 3.9 kon-
vergenten Reihe ZjZI(—l)jH% so ‘umordnen’, dass man eine divergente Reihe
> i>1 b enthélt, die aus den gleichen Summanden besteht. (Dieses erstaunliche
Resultat zeigt, dass man sich in der Mathematik beim ‘Unendlichen’ nicht auf die
Anschauung verlassen kann und exakte Begriffe und Argumente benétigt. )
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BEWEIS. Wir definieren rekursiv die neue Reihe ), by. Zuerst fiihren wir die
Indizes k1 = 2 und kyiq = Ky + 2™ 1+ 1 fiir m € N ein. Wir definieren nun die
neuen (negativen) Reihenglieder mit geraden Nennern durch

1
by, = —— = Qo fir alle m e N.
2m
Es gelten also by = —%, by = —}1, by = —%, bio = —% usw. Zwischen by,, und by, .,

liegen 2™~ ! weitere Glieder by. Diese setzen wir sukzessive gleich den (positiven)
a; mit ungeraden j. Dabei ergeben sich b; = 1 und

1

Dk +1 = D T Agm 4911 fir 1e€{1,2,...,2""}

fiir m € N. Wegen ki1 — 1 =k, +2m71 ist das letzte Glied mit [ = 2™~ durch
bkpyi1—1 = W gegeben. Somit haben wir einerseits die neuen Reihenglieder b
fir alle & € N erklart und zum anderen tritt jedes a; genau einmal unter den by
auf. Fir m > 2 erhalten wir nun die untere Schranke
1 1 1 1

B, =0 b U A — . _

km+1+ km+2 + km+1 2m+1+2m+3+ +2m+1_1 2m+2
1 1

> >l =
—2mtl o 2m+4+2 74 6 12

2m—1 1

Daraus folgt

ka1

Zbk—l——+———+ZBm_

fir alle M € Nmit M > 2. Also ist die Reihe ), b, unbeschrénkt und damit nach
Satz 2.4 divergent. U

Der néchsten Begriff formalisiert das obige Vorgehen.

DEFINITION 3.22. Seien ijo a; eime Reihe und ® : Ng — Ny eine Bijektion.
Setze by = aary fir k € No. Dann heifit Zkzo b, eine Umordnung von ijo aj.

Wenn & (k) = k fiir alle k£ € Ng mit £ > N fiir ein N € Ny gilt, dann stimmen die
Partialsummen s}, von Y, . b, und s% von Y- a; fiir alle n > N {iberein, sodass
das Konvergenzverhalten der beiden Relhen glelch ist. Beispiel 3.21 zeigt, dass dies
bei unendlichen Umordnungen im Allgemeinen nicht gilt. Fiir absolut konvergente
Reihen konnen wir aber ein ‘unendliches Kommutativgesetz’ beweisen. (Es lésst
sich mit einem ‘unendlichem Assoziativgesetz’ kombinieren, siche S.70 in [4].)

SATZ 3.23. Die Reihe Z]’zo a; konvergiere absolut. Dann konvergiert jede Um-
ordnung Y o b von Y. a; absolut. Sie hat den gleichen Grenzwert 322 a;



3.2. Einige Vertiefungen 58

BEWEIS. Sei ¢ > 0. Da ), [a;| konvergiert, liefert Satz 3.5 ein N, € N mit

n

Vn> N, : Z la;| <e.

j:Ns+1

(Setze dort m = N..) Mit Satz 2.10 folgt daraus im Limes n — oo die Ungleichung

> <
Zj:Nngl jaj <&

Sei nun ® : Ny — Nj eine Bijektion. Um die in der obigen Abschétzung nicht

beriicksichtigten a; zu behandeln, setzen wir M, = max{® 1(0),...,® 1 (N.)}.

Fiir jeden Index j gilt j = ®(®71(5)), was fiir j € {0,1,..., N.} die Inklusion
{0,1,...,N.} C{®(0),P(1),...,P(M.)}

nach sich zieht. Seien nun n > N, und m > M,.. Wir setzen

Dm’n = Z ap(k) — Z Qj.
k=0 J=0

In D,, , kiirzen sich die Reihenglieder ;, die doppelt vorkommen. Somit impliziert
die obige Inklusion, dass nur Summanden +q; mit [ > N.+1in D, , iibrig bleiben.
Zusammen mit der zweiten abgesetzten Ungleichung erhalten wir also

Dol <23 | < 2¢.
I=N.+1
Sei m > M, fest. Da auch ) ; a; nach Bemerkung 3.11 konvergiert, existiert der
Grenzwert von |D,,,| fir n — oo geméf Satz 2.9. Somit liefert Satz 2.10 die
Ungleichung

2e > nh_{glo | Dinn| = ‘ Za¢(’f) - Zaj
k=0 =0
fiir alle m > M.. Das ist die behauptete Konvergenz. Man kann im obigen Argu-
ment a; durch |a;| ersetzen, sodass auch ), |asr)| konvergiert. O

Fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen kann beim Umordnen
‘fast alles” geschehen. Dies ist Gegenstand des Riemannschen Umordnungssatz,
siche etwa Satz 3.54 in 6], den wir nicht behandeln.

Konvergente Reihen kann man z.B. mit Hilfe von Satz 2.7 durch

a;- Y b= lim Y a;- lim Y b= lim (ag+ -+ an)(bo + - - + by)
im0 om0 n—o0 o n— oo et n—oo
= lim A,B, (3.2)
n—oo

multiplizieren. Hierbei werden die Summanden a;b;, des Produktes {iber wachsende
Rechtecke mit j, k € {0,1,...,n} addiert. In wichtigen Féllen ist es aber besser
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iiber Dreiecke und entlang den Diagonalen j +k = m zu summieren. Fiir gegebene
a; und by mit j, k € Ny definieren wir dazu

Crn = leo ;b1 fur m € Ny. (3.3)

SATZ 3.24. Seien Y- a; und Yo by absolut konvergente Reihen und c,, durch
(3.3) gegeben. Dann konvergiert das Cauchyprodukt Zmzo Cm absolut und es gilt

Z Qj - Z bk = Z Cm = Z < albm_l) . (34)

=0 m=0 \ I=

BEWEIS. Seien A,, und B, fiir n € Ny wie in (3.2) gegeben. Weiter setzen wir

DN LD DN D DN
ne j=0"'7" ne k=0 | D " m=0

Nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte

At = nh—>I20 A, = ZjZ() a1 und B" = lim B, = Zk:o 1B

n—oo

Wir wollen (3.2) verwenden. Dazu miissen wir die Differenz A, B, — C,, kon-
trollieren. Dies kann gelingen, da diese nur Elemente a;b, mit j + k& > n enthalt,
die wegen der Annahmen klein sein sollten. Insbesondere kiirzen sich in ihr alle
Summanden a;b; mit j, k < [§]. Wir berechnen

ABy =Gl =| Y ati| < Y laillbil < ALB; - Aty By,
3,k€{0,1,...n} j.ke{0,1,...n}
Jtk>n J+k>n

Nach Satz 2.7 strebt die rechte Seite gegen A*B* — A*B* = 0 fiir n — 0o. Wegen
(3.2) folgt damit (3.4) aus dem Limes

S em=Cn— AuBut AB, — Z;”:O 0> b

fiir n — oo. Ferner liefern (3.3) und die obigen Definitionen die Abschétzung

D leml <0 lail [bmo| < ApB; < A*B

m=0 m=0 1=0
fiir alle n € N. Daraus folgt die geforderte absolute Konvergenz. (Il

Auch dieser Satz versagt fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen,
wie in den Ubungen besprochen wird. Mit dem Cauchyprodukt gewinnt man leicht
die wesentlichen algebraischen Eigenschaften der wohl wichtigsten Reihe in der
Analysis. Sie wird im Folgenden immer wieder aufgegriffen und tiefer untersucht.

BEISPIEL 3.25. Nach Beispiel 3.15 konvergiert die Exponentialreihe

o0 n

exp(z) == Z %

n=0
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fir z € C absolut. Wir haben exp(0) = 1 und exp(1) = e (nach Beispiel 2.16).
Ferner gelten die folgende Gleichungen fiir w, z € C.

a) exp(z + w) = exp(z) exp(w). (Exponentialgesetz)
b) exp(z) £0, exp(—2) = =l exp(z) = exp(2)
c) exp(p) = e fiir alle p € Q.
BEWEIS. Satz 3.24 und Beispiel 0.3 implizieren

n o= 1< -
exp(z) exp(w sz' H:ZOHR_O (Z)ka k

n=0 k=0

zzwzexp(z—kw)

|
c~ nl
und damit Behauptung a). Daraus schliefsen wir

1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(—=2),

sodass exp(z) ungleich 0 ist und den Kehrwert exp(—z) besitzt. Der letzte Teil von
b) folgt mit den Sétzen 2.9 und 1.31 aus der Rechnung

no—k

z _
exp(z) nh_{{)loz n_mg T exp(Z).

Sei p=m/n fiir m € Z und n € N. Sei m > 0. Teil a) liefert
exp(p)" = exp(p) - ... exp(p) = exp(np) = exp(m) = exp(1) - ... - exp(1) = €™,

wobei die Punkte ein n-faches bzw. m-faches Produkt bezeichnen. Nach Defini-
tion 1.28 gilt somit exp(p) = eP. Fiir m < 0 verwendet man ferner Teil b) und
Satz 1.31. Es ergibt sich

exp(p) = exp(—(—p)) = exp(—p) ' = (¢ P)" =€ O
3.3. Potenzreihen

Viele der elementaren Funktionen (mit der Variablen z) werden wie in Bei-
spiel 3.25 durch Reihen definiert, in denen Potenzen 2" in die n-ten Glieder einge-
hen. Dies motiviert den ndchsten Begriff.

DEFINITION 3.26. Es seien Zahlen a,, € C fiir n € Ny gegeben. Sei z € C. Dann
nennt man die Rethe ), ., a,2" Potenzreihe mit Koeffizienten a,,.

BEMERKUNG 3.27. Es sei D die Menge derjenigen z € C, fiir die die Potenzreihe
konvergiert. Man beachte, dass D stets 0 enthélt. Dann ist f : D — C; f(z) =
Yo g anz™, eine Abbildung mit f(0) = ao. O

Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe wird weitgehend durch die folgende
Grofse beschrieben, die nur von den gegebenen Koeffizienten abhéangt.
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DEFINITION 3.28. Der Konvergenzradius p einer Potenzreihe ), -, an2" ist

wenn ({/ |an|)n20 beschrankt und keine Nullfolge ist,

1
T )
lim,, o0 ¥/ |an]

P=7o, wenn ({/ |an|)n>0 unbeschrankt ist,
00, wenn {/|an| = 0 firn — oo.

Der nachstehende Konvergenztheorem fiir Potenzreihen liefert (im Falle p €
(0,00)) absolute Konvergenz fiir = € B(0, p) und Divergenz fiir = € C \ B(0, p).
Teile ¢), e) und f) des néchsten Beispiels zeigen, dass fiir z im Rand S(0, p) des
Konvergenzkreises B(0, p) keine allgemeine Aussage wie im Theorem moglich ist.

THEOREM 3.29. Seien p der Konvergenzradius der Potenzreihe a,z" und z € C.

a) Sei p € (0,00). Dann konvergiert Y -, an2" absolut, wenn |z| < p ist; und
die Potenzreihe divergiert im Falle |z| > p.

b) Sei p=0. Dann divergiert -, an2" fiir alle z # 0.

¢) Sei p = co. Dann konvergiert Y. ., anz" absolut fiir alle .

Somit gilt p = sup {r >0 ‘ Vze B(0,r):3>77, anz”}, wobei sup[0, o) =: 00.

BEWEIS. Das Theorem folgt fast direkt aus dem Wurzelkriterium Satz 3.16.
Wir haben zunéichst |a,2"|% = |an|= |2| = b, fiir alle n € Ny.

a) Fiir p € (0,00) liefert Satz 2.30e), dass lim, , b, = |2|/p. Diese Zahl ist
genau dann kleiner (bzw. grofer) als 1, wenn |z| < p (bzw. |z| > p) ist. Satz 3.16
impliziert somit Behauptung a).

b) Seien p = 0 und z # 0. Dann ist (b,), unbeschrénkt. Es gibt somit ein
Teilfolge b,, > 1, woraus |a,;z"| > 1 fiir all j € N folgt. Nach Korollar 3.6
divergiert die Potzenzreihe.

¢) Sei p = oo. Dann konvergiert (b,),, fiir alle z € C gegen 0, sodass die absolute
Konvergenz von ) a,z" wieder aus Satz 3.16 folgt.

Die Konvergenzaussagen liefern die Relation ‘<’ im Zusatz, und die Divergenz-
behauptungen die Ungleichung ‘>’. U

Das obige Kriterium ist oft einfach anzuwenden, wie folgende Beispiele zeigen.

BEISPIEL 3.30. a) Seien a,, = 0 fiir alle n > m und ein m € Ny. Dann ist die
Potenzreihe ), . a,2" gleich dem Polynom p(z) = ag+aiz+. . +a,,2™ und p = oo.

b) Die Exponentialreihe exp(z) = > °° 2 aus Beispiel 3.25 konvergiert absolut

n=0 n!

fiir alle z € C. Sie definiert die Fxponentialfunktion exp : C — C. Somit hat exp
nach Theorem 3.29 den Konvergenzradius p = co. Insbesondere gilt

1
lim = 0. (3.5)
n!

n—00 1Y

c¢) Die geometrische Reihe " 2" = ﬁ aus Beispiel 3.2 konvergiert absolut

fir z € B(0,1), da hier a,, = 1 fiir alle n € Ny und somit p = 1 gilt. Sie divergiert
fir alle z € C mit |z| > 1 nach Beispiel 3.7.
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d) Die Potenzreihe ) . n!z" hat wegen (3.5) und Satz 3.38 unten den Konver-
genzradius p = 0. Sie divergiert also nach Theorem 3.29 fiir alle z # 0.

e) Die Potenzreihe Y ., £(22)" hat die Koeffizienten a,, = 2"/n fiir n € N. Da

n>1n
cine Ubung |a, |+ = 2//n — 2 fiir n — oo zeigt, hat die Reihe den Konvergenz-
radius p = 1. Nach Theorem 3.29 konvergiert sie also fiir |z| < ; absolut und fiir
|z| > % divergiert sie. Geméf Beispiel 3.9 konvergiert sie ferner fiir z = —1 und

2
divergiert fiir z = 3.7

f) Sei S,.,n237"z" Bs gilt also |a,|» = +({/n)~2, was nach eciner Ubung
fiir n — oo gegen % strebt. Somit ist p = 3, und die Potenzreihe konvergiert fiir
|z] < 3 absolut und divergiert fiir |z| > 3, laut Theorem 3.29. Sei |z| = 3. Dann
gilt [n™237"2"| = n~2, sodass das Majorantenkriterium Satz 3.12 auch fiir |z| = 3
die absolute Konvergenz zeigt. O

Aus den vorherigen Resultaten iiber Reihen folgen leicht die folgenden Rechen-
regeln. Man beachte, dass rechts wieder Potenzreihen stehen.

SATz 3.31. Es seien o, 8 € C, sowie Y ;a,z" und Y obn2" Potenzreihen
mit Konvergenzradien p, > 0 und p, > 0. Sei z € C mit |z| < p, und |z| < pp.
Dann existieren die Grenzwerte

a i apnz" + 8 i bp2" = i(aan + Bb,) 2",
n=0 n=0 n=0

(o] o0 (o) n
E 2" - E bzt = E ( E ajbn,j>z”.
n=0 k=0 n =0

=0

BEWEIS. Die erste Aussage ergibt sich direkt aus Theorem 3.29 und Satz 3.3.
Die zweite ist eine Folgerung von Theorem 3.29, Satz 3.24 und der Rechnung

Cn = Zk:o akzkbn—kzn_k =" Zk:o akbn_k in (33) ]

Wir kénnen nun mit Sinus und Kosinus zwei weitere wichtige Funktionen als
Potenzreihen definieren und erste Eigenschaften festhalten.

BEISPIEL 3.32. Die Reihen

sin(z) =sinz = ;O iz2k+122_2_3+z_5_... und
—~ (2k+1)! 6 120
= (_1)k 2k 22 2
cos(z) = cos z == PRy
|
£ (2h)! 2 "2

2Nach Satz 3.44 in [6] konvergiert die Reihe fiir alle z € S(0,1/2) \ {1/2}. Diese Aussage
beruht auf einem tiefer liegenden Konvergenzkriterium fiir Reihen.
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konvergieren fiir alle z € C absolut. Weiter gelten

sinz € R und cosz € R fur alle z € R, (3.6)

cos(—z) = cos z und sin(—z) = —sinz fir alle z € C. (3.7)
BEWEIS. Der Sinus ist eine Potenzreihe mit Koeffizienten a; = 0 fiir gerade

j € Nound agr = (i fiir ungerade j = 2k + 1 mit k € No. Mit (3.5) folgt

p = 00, sodass Theorem 3.29 die erste Behauptung fiir sin zeigt. Den Kosinus
behandelt man genauso. Die anderen Aussagen ergeben sich aus den Reihen. [J

Der néchste Satz stellt einen unerwarteten Zusammenhang zwischen den kom-
plexen Funktionen exp, sin und cos her. Insbesondere liegt die Zahl exp(iz) fiir
reelle z auf der Einheitskreislinie und hat den Realteil cos z und den Imaginérteil
sinx, was gerade der elementargeometrischen Definition des Sinus und Kosinus
entspricht. Dies wird in Abschnitt 4.4 vertieft.

SATZ 3.33. Flir alle z € C gelten die folgenden Formeln.
exp(iz) = cos(z) +isin(z) (Buler), (sinz)?+ (cosz)® =1,

cos z = 3 (exp(iz) + exp(—iz)), sinz = - (exp(iz) — exp(—iz)). (3.8)
Fiir alle x € R erhalten wir ferner
Re(exp(iz)) = cosz, Im(exp(iz)) = sinz,
lexp(iz)| = 1, lcosx| <1, |sin x| < 1. (3.9)

BEWEIS. Fiir alle z € C gilt aufgrund der Reihendarstellungen und i? = —1

exp(iz) = i (iz)" = i ()" 22+ i ﬂz%ﬂ =cosz +1isinz
ol L (2k)) £~ (2k +1)! ’

was die Eulerformel zeigt. Daraus folgen mit dem Exponentialgesetz in Bei-
spiel 3.25 und den Eigenschaften (3.7) die Gleichungen

1 = exp(0) = exp(iz — iz) = exp(iz) exp(i(—2z)) = (cos z + isin z)(cos z — isin z)
= (cos z)? —i*(sin 2)? = (cos 2)? + (sin 2)2.
Ahnlich erhalten wir
exp(iz) + exp(—iz) = cosz +isinz 4 cosz — isinz = 2 cos z,
exp(iz) — exp(—iz) = cosz +isinz — cos z + isin z = 2isin z.

Behauptung (3.9) folgt aus den Aussagen (3.6) und (3.8) und Satz 1.31. O

Es gibt zahlreiche Formeln, die sin und cos miteinander verbinden. Wir be-
schrinken uns hier exemplarisch auf eine Gleichung, die spéter bendtigt wird;
andere werden in den Ubungen besprochen.
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KOROLLAR 3.34. Fiir alle w, z € C gilt
cosz — cosw = —2sin(3(z + w)) sin(3(z — w)).
BEWEIS. Die Gleichungen (3.8) und das Exponentialgesetz implizieren

—2sin(3(z + w)) sin(3(z — w))

= %[exp(%(zjwu)) — exp(—%(z—i—w))} [exp(%(,z —w)) — exp(—i(z —w))}

= 1(exp(iz) — exp(iw) — exp(—iw) + exp(—iz)) = cos z — cos w. O

3.4. Uneigentliche Grenzwerte

In diesem Abschnitt diskutieren wir den einfachsten Fall der Divergenz néher,
um manche Uberlegungen und Aussagen zu vereinfachen. In diesem Zusammen-
hang fithren wir zunéchst einige Begriffe ein.

DEFINITION 3.35. Die erweiterte Zahlengerade ist
R = [—00, +00] := RU {—00, +0o0},

wobei die Symbole —oo und 400 = oo die Eigenschaften

—00 < x < +oo (fir allex € R) und | + 00| = 40
besitzen sollen. Wenn D C R nach oben bzw. nach unten unbeschrdnkt ist, dann
schretbt man sup D = 400 bzw. inf D = —o0.
Also gelten supN = 400 und inf Z = —oo, wie man erwarten wiirde.

DEFINITION 3.36. Sei (z,),>1 reell. Man schreibt lim x,, = 400 (bzw. lim z, =
- n—o0

n—oo
—o0) oder x, — +oo (bzw. x, — —o0) fir n — oo, wenn

VK >0 3INxkeN Vn>Ng: z,>K (bzw x,<—K). (3.10)
Man spricht hier von uneigentlicher Konvergenz.

Somit konvergiert (x,), gegen +oo, wenn fiir jede Schranke K > 0 alle Folgen-
glieder ab einem Index iiber der Schranke liegen. Wir illustrieren diese Begriffe
durch einfache Beobachtungen und Beispiele.

BEMERKUNG 3.37. a) Sei (x,)n>1 reell mit z, — +oo (2, = —o0). Dann gilt
Ty > 1 (bzw. z, < —1) fiir alle n > Nj.

b) Sei D C R mit sup D = +o0 (inf D = —o0). Dann existieren Elemente z,, in
D mit z,, = 400 (x, = —00) fiir n — oc.

BEWEIS. Sei etwa sup D = 4+00. Wéhle n € N. Da n keine obere Schranke von
D sein kann, gibt es ein Element x,, > n von D. Fiir jedes K > 0 gilt also =, > K
fiir alle n > K. Den zweiten Fall behandelt man genauso. U
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¢) Nach Definition 3.36 haben wir z,, = n — 400 (mit Nx > K), y,, = —n? —
—00 (mit Ng > VK) und u, — 400 (mit N > K) fiir n — oo, wobei u,, = n
fiir gerade n und w,, = n? fiir ungerade.

d) Die Folgen (z,), = ((=1)"), und (yn)n = ((—1)"n), konvergieren nicht
uneigentlich, da x9,11, yo,41 < —1 < K und 29, Y2, > 1 > —K fiir alle n € N und
K > 0 gelte. Allerdings haben (|y,|), und (y2,), wie in Teil ¢) den uneigentlichen
Limes +o00, sowie 99,11 — —00. O

Wir erweitern Teile von Satz 2.7 sowie Theorem 2.14 auf uneigentliche Konver-
genz, wobei wir uns auf Kehrwerte konzentrieren. Man kann hier weitere verwandte
Aussagen beweisen (siehe die Ubungen). Wie wir in der néichsten Bemerkung (und
den Ubungen) sehen werden, sind aber viele Varianten des Satzes falsch.

SATZ 3.38. Sei (2,,)n>1 reell.

a) Es gelte |x,| — +oo fir n — oo. Dann folgt ﬁ — 0 fiirn — oo.

b) Es gelte x,, — 0 fiir n — oo und es gebe einen Index ng € N mit x, > 0 fir
alle n > ng. Dann folgt i — 400 fiirn — oo.

¢) Es gelte x,, — 0 fiir n — oo und es gebe einen Index ny € N mit x, < 0 fir
alle n > ny. Dann folgt i — —o0 fiirn — oo.

d) Sei (z,,), wachsend (fallend) und unbeschrinkt nach oben (unten). Dann hat
die Folge den uneigentlichen Grenzwert +00 (—00).

BEWEIS. a) Wegen der Aquivalenz von |z;!| < ¢ und |z,| > 1/¢ passt (3.10)
sehr gut zu (2.1). Um das zu prézisieren, sei |z,| — +oo fiir n — oo. Sei € > 0.
Wiihle eine Zahl K > 0 mit + < e. Nach (3.10) gibt es dann so einen Index
NK € N, dass |z,| > K > 1/e fiir alle n > N gilt. Fiir diese n folgt dann
} ‘< L < ¢ und damit a).

b) Sei z,, — 0 fir n — oo und z,, > 0 fur alle n > ng. Sei K > 0. Wahle
e :=1/K > 0. Wir haben den Index N. € N aus (2.1). Setze N = max{N.,ng}.
Dies liefert 0 < z,, < ¢ fiir alle n > N,. Fiir diese n ergibt sich dann é >1=K
und damit die Behauptung b). Aussage c¢) zeigt man entsprechend.

d) Da (z,), unbeschrankt ist, gibt es wie in Bemerkung 3.37 fiir jede Schranke
K > 0 einen Index Ng € N mit zy,, > K (zy, < —K). Wegen der Monotonie
folgt z,, > wn, > K (x, < xn, < —K) fiir alle n > Ng und somit d). O

Seien x,, — = und y,, — +0oo oder ¥y, — —oo fiir n — oo. Die Sétze 2.7 und 3.38
liefern dann den Grenzwert Z—: =, yin — 0 fiir n — o0o. Mit der Definition

x

+00
erhélt man die Aussage ”y”" — 7= = 0. Seien x,y, > 0 und y, — 0 fiir n — oo Wie
in Satz 3.38 folgt der lees £ —> +00, den wir als ¢ = +00 mit x > 0 schreiben.

Die folgenden Beispiele zelgen dass man mit ‘+0o’ meist nicht so einfach wie
oben rechnen kann. (Wie kommen darauf aber in Theorem 5.30 zuriick.)

=0 fiir alle x € R (3.11)
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BEMERKUNG 3.39. a) Man benétigt die Vorzeichenbedingung in Satz 3.38 b)

bzw. ¢): Im Falle z,, = &2 — 0 fiir n — oo divergiert (i)n>1 = ((—=1)"n),,.

n
b) Wenn z,, — 0 und z.B. y,, — oo kann fiir z,y, im Allgemeinen ‘alles’ passie-
ren. Wir betrachten dazu die Limiten x,, = % — 0, u, =n — +00, v, = n? — +00,
Yn = /N — +00, sowie 29, = U, und 29,41 = Yy, mit z, — +oo, fiir n — oco. Hier
gelten r,u, =1 — 1, x,v, = n — +00, TpYy = \/Lﬁ — 0 fiir n — oo und (z,2,)n

» «tooyr (Foo <>

divergiert. Entsprechendes gilt in den Fillen ‘oo —o0’, *3227, *=22" und ‘%’.

Wir nutzen nun die Elemente +o00 aus, um die Begriffe des Limes superior und
inferior auch fiir unbeschrinkte Folgen zu definieren. Dazu sei (x,),>1 reell. Wie
vor (2.6) definiert man b, = sup;s,, r; \ und ¢, = inf;>, v; / firn € Nin R,
vergleiche Definition 3.35.

BEMERKUNG 3.40. Sei (z,,)n>1 reell.

a) Die Folge (x,), ist genau dann nach oben (bzw. unten) unbeschrankt, wenn
b, = +oo (bzw. ¢, = —o0) fiir alle n € N gilt. Man setzt dann lim,,_,o 7, = +00
(bzw. lim,, , x, = —00).

b) Sei (z,), nach oben (bzw. unten) beschréankt. Wenn die Folge (b,), (bzw.
(¢n)n) nach unten (oben) beschrankt ist, konvergiert sie nach Theorem 2.14 und
man kann wie in (2.7) bzw. in (2.8) den Limes superior bzw. inferior in R definieren.
Seien nun (b,), (bzw. (¢,),) nach unten (oben) unbeschrankt. Satz 3.38d) liefert
die uneigentliche Konvergenz b,, — —oo bzw. ¢,, — +oo fiir n — oo. Wir definieren
hier lim,, o 2, = —00 (bzw. lim, ,__ z, = +00).

In allen Féllen gibt es Teilfolgen (z,,); mit Grenzwert lim z,, bzw. lim z,,. O

BEMERKUNG 3.41. a) Die Folge (z,), = (0,—1,0,—2,0,...) hat den Limes
superior 0 und den Limes inferior —oo.

b) Mittels Bemerkung 3.40 kann man im Quotienten- und Wurzelkriterium (bei
gleichen Aussagen und Beweisen) die Beschranktheitsvoraussetzungen weglassen.

c) Wegen den Anmerkungen bei (3.11) hat eine Potenzreihe ) ., a,2" den
Konvergenzradius -
1
lim {/]ay,|

n—o0

was p = J%O =0und p = o%r = 400 beinhaltet. Theorem 3.29 gilt dann weiterhin.

p= € [0, 400,

d) Reihen ) j>0@; mit a; > 0 konvergieren stets zumindest uneigentlich: Bei
beschrankten Partialsummen (s, ), liefert Satz 3.4 die Konvergenz in R>q. Da (s,,),
wéchst, folgt im unbeschriankten Fall aus Satz 3.38 d) die uneigentliche Konvergenz

o0 n

Zaj = JLIEOZ(I]':+OO. O

Jj=0 J=0



KAPITEL 4

Stetige Funktionen

In der strukturell orientierten Mathematik versieht man zundchst Mengen mit
‘Strukturen’ (z.B. die algebraischen Verkniipfungen eines Vektorraums, eine Ord-
nungsrelation oder Konvergenz) und betrachtet dann Abbildungen zwischen sol-
chen Mengen, die die zu Grunde liegende Struktur ‘respektieren’ und damit zu ihr
passen (etwa lineare Abbildungen auf Vektorrdumen). In dieser Vorlesung behan-
deln wir Konvergenz fast nur in den einfachsten Fillen C und R; erst in Analysis 2
werden Grenzwerte in einem sehr allgemeinen Rahmen systematisch eingefiihrt
und untersucht (wobei sich aber die einfacheren Aussagen kaum &ndern).

Funktionen, die die Konvergenz erhalten, heifsen stetig. Diese Eigenschaft wird
es im zweiten Abschnitt erlauben, (zumal im Reellen) weitgehende qualitative
Aussagen iiber das Bild einer Funktion zu machen, die wir im letzten Abschnitt auf
exp, sin und cos anwenden. Zu Beginn diskutieren wir die grundlegenden Begriffe
und Eigenschaften. In diesem Kapitel sei D stets eine nichtleere Teilmenge von C.

4.1. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Als Vorbereitung besprechen wir Grenzwerte einer Funktion f : D — C, um
iiberhaupt davon reden zu konnen, dass f Konvergenz erhalte. Zuerst definieren
wir die Punkte z € C, bei denen ein Grenzwert fiir f sinnvoll erklart werden kann.

DEFINITION 4.1. Sei ) # D C C. Eine Zahl z € C heifit Haufungspunkt von D,
wenn es eine Folge (z,)n>1 tin D\ {z} ¢ibt, die gegen z konvergiert. Wenn z € D
kein Hdufungspunkt von D ist, so ist z in D isoliert.

Sei speziell D C R. Wir nennen dann +00 = 0o (bzw. —00) einen uneigentlichen
Héaufungspunkt von D, wenn D nach oben (bzw. nach unten) unbeschrankt ist.

Im Hinblick auf Definition 4.3 betrachten wir oben nur Approximationen durch
zn # z. Wir diskutieren und illustrieren diese Begriffe ein wenig.

BEMERKUNG 4.2. a) In Definition 4.1 ist z € C auch ein Haufungspunkt der
Folge (z,)n>1 im Sinne von Definition 2.19. Wenn ein Punkt z € D isoliert ist, dann
ist er zwar ein Haufungspunkt der konstante Folge (z),,, aber keiner der Menge D.

b) Nach Satz 2.9 liegt jeder Haufungspunkt einer Menge D C R auch in R.

c¢) Ein Punkt z € D ist genau dann isoliert, wenn es so einen Radius r > 0 gibt,
dass B(z,7) N D = {z} gilt. Dazu bemerken wir, dass z € D genau dann nicht
isoliert ist, wenn eine Folge (z,)n>1 in D \ {2} gegen z konvergiert. In diesem Fall
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ist der Schnitt D, := B(z,7) N D\ {z} fiir alle r > 0 nichtleer. Umgekehrt liefert
diese Bedingung fiir jedes n € N eine Zahl z, in D\ {z} mit |z — z,| < 1/n, sodass
(zn)n gegen z strebt.

d) Sei oo (bzw. —o0) ein uneigentlicher Haufungspunkt einer Menge D C R.
Entsprechend zum ersten Fall in Definition 4.1 gibt es dann eine Folge (z,,),>1 in
D mit z,, — oo (bzw. x,, — —o0) fiir n — oo, siche Bemerkung 3.37.

e) Die Zahlen O und 3 sind Haufungspunkte von (0,1] (wihle etwa z, = = — 0
bzw. z, = 3 + - — 1 fiir n — 00), 2 ist es nicht (da |z — 2| > 1 fiir alle
x € (0,1] gllt) Weiter ist in D = B(0,1) U{—2} der Punkt —2 isoliert (mit z.B.
r= %) Ebenso sind alle Zahlen in Z C C isoliert. Hingegen sind alle z € B(0,1)
Héufungspunkte von D, da z, = (1 — %)z € B(0,1) fir n — oo gegen z streben. ¢

Wir fithren nun Grenzwerte von Funktionen auf die Folgenkonvergenz zuriick.

DEFINITION 4.3. Seien D C C, 2y ein Haufungspunkt von D und wy € C. Fine
Funktion f: D — C konvergiert gegen den Grenzwert wq fiir z — 2y, wenn

fir jede Folge (z,), in D\{zo} mit z, — zo gilt: f(z,) = wo fiirn — oco. (4.1)
(Wir betonen, dass dies fiir jede solche Folge (z,,)n gelten mss.) Man schreibt dann

wy = jgrglo f(2) oder  f(z) = wy fir z — 2.

Sei D C R. Wenn man in (4.1) zusdtzlich z, < zy (bzw. z, > z) fir allen € N
fordert, so spricht man vom links- (bzw. rechts-)seitigen Grenzwert und schreibt
wo = lim__,_- f(2) (bzw. lim__,_+ f(2)). Sei oo (bzw. —o0) ein uneigentlicher Hiu-
fungspunkt von D. Dann definiert man den Grenzwert f(z) — wqg fir z — oo
(bzw. z = —o0) wie in (4.1) mit oo statt z.

Man hat diese Begriffe so gewéhlt, dass fiir zo € D der Funktionswert f(z) beim
Grenzwert von f(z) fiir z — 2o oder z — 25 keine Rolle spielt. Die Konvergenzen in
den folgenden Beispiele ergeben sich leicht aus den Resultaten des zweiten Kapitels.

BEISPIEL 4.4. a) Seien f : C — C; f(2) = (22 —3)/(2|2]* + 1) und 2, € C.
Dann konvergiert f(z) — (23 —3)/(2|z0|*+ 1) fiir z = 2. Fiir die ‘Einschrankung’
f:R—=R; f(z) = (2® — 3)/(22® + 1), gilt ferner f(z) — & fiir z — +oo.

BEWEIS. Seien z, € C\ {20} mit z, — 2 fiir n — oo beliebig gewihlt. Nach
den Sétzen 2.7 und 2.9 konvergiert

22 -3 22 -3

n = — H PR
Jen) = op i 2202 + 1

fir n — oo. Fiir reelle x,, — +oo liefert Satz 3.38 den Grenzwert 1/z,, — 0 fir
n — o0o. Aus Satz 2.7 folgern wir dann

1
-, n — oQ. U
2+ x,2 2
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b) Sei f :[0,2) = R; f(x) = \/z. Dann strebt f(x) gegen v/2 fiir x — 2, da aus
0,2) 3 x,, — 2 fiir n — oo laut einer Ubung stets /z,, — v/2 folgt.
c) Seien A C M nichtleere Mengen. Die charakteristische Funktion von A ist

1, z€A,

Ia: M —R; ]lA(:L‘):{O reM\A

wobei 1 := 1. Sei speziell f = 1g, : R = R. Dann existiert lim,_,o f(x) nicht,
aber es existieren lim, ,o- f(x) = 0 und lim, ,o+ f(z) = 1. (Hier ist f(0) =0.)
BEWEIS. Sei x,, > 0 beliebig mit z,, — 0 fiir n — oo. Dann strebt f(z,) =1
gegen 1, was lim, ,o+ f(z) = 1 zeigt. Genauso behandelt man den Fall z — 0~. Sei
ferner y,, = (—1)"/n fiir n € N. Dann konvergiert (y,), fir n — oo gegen 0, aber
f(yn) ist fiir gerade n gleich 1 und fiir ungerade gleich 0. Also divergiert (f(yn))n

und der Grenzwert von f fiir x — 0 existiert nicht. U
d) Fir f : R\ {0} — R; f(z) = I, existiert lim,_,o f(z) nicht, da z.B.
(f(1/n)), = (n), divergiert. O

Wir verwenden die Bezeichnung ‘Kugel’ fiir Kreisscheiben B(zg, r) und Intervalle
[xog — 1, 29 + 1|, sowie deren offenen Varianten. Es ist oft niitzlich Begriffe, die iiber
Folgen definiert wurden, auch mittels Kugeln zu charakterisieren. Dies geschieht
hier fiir die Konvergenz einer Funktion f gegen wy fiir 2 — z: Fiir jeden Radius
¢ im Bild findet man eine J.-Kugel um zq, auf der f nur um e von wy abweicht.

SATZ 4.5. Seien D C C, zy ein Haufungspunkt von D, f: D — C und wy € C.
a) Genau dann existiert lim,_,,, f(z) = wy, wenn

Ve>0 36.>0 VzeDmit 0<|z—2|<0d.: |f(z)—wo|<e. (4.2)
b) Sei speziell D C R. Genau dann existiert lim__,_+ f(z) = wo, wenn
Ve>0 36.>0 VzeDmit zo<z<zy+0d:: |f(z)—wo| <e. (4.3

Fiir den linksseitigen Limes ersetze hier ‘zy < z < zo+0. durch ‘zg—0. < z < 2z’

c) Sei 0o (bzw. —c0) ein uneigentlicher Haufungspunkt von D C R. Genau dann
existiert lim, ., f(z) = wo (bzw. im,_,_, f(z) = wp), wenn

Ve>0 JK.>0 VzeDmit 2> K. (z<—-K.): |f(z)—wo| <e. (4.4)

BEWEIS. Die Notwendigkeit der e-d-Bedingungen folgt fast direkt aus den De-
finitionen. Die andere Implikation zeigt man am bequemsten per Kontraposition,
da die negierte e-9-Bedingung leicht eine Folge 2, — 2o mit f(z,) - wy liefert.

a) 1) Es gelte (4.2). Seien z, € D\ {2y} beliebig gewdhlt mit z, — 2, fiir n — oc.
Sei ¢ > 0. Wir haben den Radius 6. > 0 aus (4.2). Aufgrund der Konvergenz von
(zn)n>1 existiert ein Startindex N, € N mit 0 < |z, — 29| < . fiir alle n > N..
Aus (4.2) folgt dann |f(z,) — wo| < € und damit f(z,) — wo fir n — oco. Somit
konvergiert f(z) fir z — 2y gegen wy.
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2) Es gelte (4.2) nicht. Dann erhalten wir einen Radius gy > 0, fiir den es fiir
jedes n € N so eine Zahl z, € D mit 0 < |z, — 20| < % gibt, dass | f(2,) — wo| > o
gilt. Also strebt z, fiir n — oo gegen zp, aber f(z,) nicht gegen wy. Demnach hat
f(2) fiir z — zy nicht den Grenzwert wy.

b) und c) zeigt man genauso. Wir geben die Details fiir ¢) im Falle 400 an.

1) Es gelte (4.4). Seien z, € D beliebig gewéhlt mit z, — oo fiir n — oo.
Sei ¢ > 0. Wir haben die Schranke K. > 0 aus (4.2). Wegen der uneigentlichen
Konvergenz von (z,), gibt es einen Index N, € N mit z, > K, fiir alle n > N...
Aus (4.2) folgt dann |f(z,) — wp| < £ und damit f(z) — wy fiir z — oco.

2) Es gelte (4.4) nicht. Dann erhalten wir einen Radius gy > 0, fiir den es fiir
jedes n € N so eine Zahl z, € D mit z, > n gibt, dass |f(z,) —wo| > o gilt. Also
strebt z, fiir n — oo gegen oo, aber f(z,) nicht gegen wy. Folglich hat f(z) nicht
den Grenzwert wq fiir z — oo. Il

Wie in Bemerkung 2.6 kann man in (4.2) und dhnlichen Bedingungen ¢ und d.
durch c¢ie und cy6, mit Konstanten c; > 0 ersetzen.

Da Konvergenz iiber Folgen definiert worden ist, implizieren die Sétze aus Ab-
schnitt 2.1 leicht eine Reihe von Grenzwertaussagen fiir Funktionen. Die erste
Aussage in e) und ihr Beweis sind dabei typische Anwendungen von Satz 4.5, der
‘lokale’ Aussagen auf (kleinen) Kugeln liefert.

SATZ 4.6. Es seien D C C, zy ein Haufungspunkt von D oder (wenn D C R)
ein uneigentlicher Haufungspunkt von D, f,qg: D — C Funktionen und ug, vy € C
derart, dass die Grenzwerte ug = lim,_,,, f(2) und vo = lim,_,,, g(z) ezistieren.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Es existiert lim,_,.,(f(z) + g(z)) = uo + vo.
b) Es existiert lim,_,, f(2)g(z) = ugvo.

¢) Es existiert lim,_,,, |f(z)] = |uol.

d) Es gibtlim,_,,, Re f(2) =Rewuy, lim,,,, Im f(z)=Imug und lim,_,, f(z)="o.
e) Es sei zusdtzlich ug # 0. Dann gibt es so einen Radius r > 0, dass |f(z)| >
S|uo| > 0 fiir alle z € D mit 0 < |z — 20| <7 (baw. z > 1 fiir zo = 00 bzw. z < —r

fiir zg = —00) gilt, und es gibt lim,_,,, += = ~, wobei z wie eben gewdhlt wird.

Fz) 7w’
f) Es seien auch f,g: D — R und f(2)<g(z) fir alle z€ D. Dann folgt uy < vg.

Analoge Aussagen gelten fiir rechts- und linksseitige Grenzwerte falls D C R.

BEWEIS. Wir zeigen exemplarisch einige Aussagen.
a) Sei zg € C ein Haufungspunkt. Seien z, € D \ {2} beliebig mit z, — 2, fiir
n — oo. Laut Voraussetzung konvergieren f(z,) — uy und ¢(z,) — vo. Satz 2.7
liefert dann f(z,) + g(zn) — uo + vo und damit f(z) 4+ g(z) — ug + v fiir z — 2.
b) Sei oo ein uneigentlicher Haufungspunkt von D C R. Seien z, € D beliebig
mit z, — oo fiir n — oo. Da f(z,) — wy und g(z,) — v nach Voraussetzung,
zeigt Satz 2.7 den Limes f(z,)g(2,) — uovg. Es folgt f(2)g(z) — ugvp fiir z — oo.
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e) Sei zp € C ein Haufungspunkt von D. Fiir den ersten Teil wéhlen wir gy =
S luo|. Nach ¢) und Satz 4.5 gibt es einen Radius r := é., > 0 derart, dass fiir alle
z € D mit 0 < |z — 29| <r die Abschétzung

3luol = [1f(2)] = [uol | = Juol — [ £(2)]
gilt. Diese Ungleichung liefert wie gewtinscht | f(z)| > %]u0|. O
Gelegentlich betrachten wir auch uneigentliche Konvergenz der Bilder f(z) € R.

BEMERKUNG 4.7. Seien f:D— R und zy ein Haufungspunkt von D oder (wenn
D C R) ein uneigentlicher Haufungspunkt. Man schreibt f(z) — oo fiir z — =z,
wenn f(z,) — oo fiir jede Folge (2,), in D\ {20} mit z, — 2 fiir n — oo gilt.

Wie in Satz 4.5, kann man diese uneigentliche Konvergenz fiir zy € C durch die
Bedingung

VK >0 F0xk>0 VzeD mit 0<|z—2| <dx: f(z)>K. (4.5)
charakterisieren, und fiir zp = oo (bzw. zy = —o0) durch
VK >0 3Lgk>0 VzeD mit 2> Lg (2 <—Lg): f(z)>K. (4.6

Entsprechend geht man fiir f(z) — —oo vor.

Hier lassen sich wie in Satz 3.38 gewisse Grenzwertaussagen zeigen. (Man konnte
weitere wie auf Ubungsblatt 10 herleiten, man beachte aber die Gegenbeispiele dort
und in Bemerkung 3.39.)

a) Sei |f(z)| — oo fiir z — 2. Dann gibt es einen Radius r > 0 wie in Satz 4.6 €)
und wir erhalten 1/f(z) — 0 fiir 2 — zp und z € D \ {2z} mit |z — zo| < 7 (bzw.

z > fir zg = 0o bzw. z < —r fiir zg = —00).
b) Sei f(z) — 0 fiir z — 2o und f(z) > 0 (bzw. f(z) < 0) fiir alle z € D. Dann
strebt 1/f(z) fiir z — 2o gegen oo (bzw. —00). O

Wir definieren nun einen der zentralen Begriffe der Analysis. Er besagt, dass eine
Funktion die Folgenkonvergenz (also die Grundeigenschaft der Analysis) erhélt.

DEFINITION 4.8. Es seien D C C, zg € D und f : D — C. Die Funktion f
heifst stetig in zy, wenn

fir jede Folge (z,), in D\{zo} mit z, — 2y auch f(z,) — f(z0) fiir n — oo gilt.
Wenn f in jedem zy € D stetig ist, dann heifit f stetig (auf D). Man schreibt
C(D)={f:D — C| f ist stetig} und C(D,R) ={f: D — R| f ist stetig}.

BEMERKUNG 4.9. Seien f: D — C und 2y € D. Wenn 2z, ein Haufungspunkt
von D ist, dann ist gemé&k Definition 4.3 die Stetigkeit von f an zy dquivalent zu

3 lim f(2) = f(z0).

Wenn z isoliert in D ist, dann gibt es keine Folge (2,),>1 wie in Definition 4.8.
Dies verstehen wir so, dass f in isolierten Stellen 2z, immer stetig ist.
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Wenn [ bei zy € D stetig ist, konvergiert also f(z,) — f(z) fir alle (z,), in D
mit z, — 2. (Fiir isolierte zp muss dabei z, = zy ab einen Index ng gelten.) O

Wir priifen in einigen Beispielen die Stetigkeit direkt nach.

BEISPIEL 4.10. a) Sei ¢ € R fest. Dann sind die Funktionen f,g : C — C
mit f(z) = ¢ und g(z) = z stetig, denn wir erhalten f(z,) — f(2) = 0 und
9(zn) — g(20) = 2z, — 29 — 0 fiir n — 0o und jede Folge (z,,),>1 in C mit z, — 2.

b) Die Funktion f : Rsq — R; f(x) = \/z, ist stetig.

BEWEIS. Sei x,, = 7 in R> fiir n — 0o. Sei zuerst xy > 0. Dann gibt es wie in
Satz 2.7 einen Index N € N mit z, > x¢/4 > 0 fiir alle n > N. Fiir solche n folgt

VT + /T |z, — o] |z, — 20|
)= F o)l = | (V=) Vi Y| = e <
Ty + Ty +4/Z0 3 To + /o
Fiir xg = 0 versagt dieser Schluss offenbar, und wir gehen direkter vor. Sei ¢ > 0.

Setze n = 2 > 0. Dann gibt es eine natiirliche Zahl N, mit z,, < n und damit
VT, < e fiir alle n > N, = N,. Somit ist f auch bei ¢y = 0 stetig. O

c) Die Funktion f = 1g, : R — R ist in jedem = € R\ {0} stetig und in x =0
unstetig. Fir x # 0 sieht man dass wie in a); fiir + = 0 zeigt Beispiel 4.4 die
Nichtexistenz des Grenzwerts lim,_,o f(z). Auch die Funktion g = 1g, + Ig_
R — R ist bei x = 0 unstetig. Hier konvergiert f(x) =1 fiir x — 0 gegen 1 (wobei
x # 0), aber es gilt f(0) =

d) Die Funktion f : R\ {0} — R; f(z) = 2, ist stetig: Laut Satz 2.7 folgt aus
xn — xo in R\ {0} stets die Konvergenz von 1/xz,, gegen 1/z, fiir n — oo.

e) Sei f: R — R durch f(z) = 1 fiir > 0 und f(z) =1 fiir # < 0 gegeben. Die
Funktion ist in = 0 unstetig, da fir z,, = 1/n — 0 die Folge (f(z,))n>1 = (n)y
divergiert. Hier gilt f(z) =1 = f(0) fiir x < 0. O

Um die Rechenregeln fiir Stetigkeit zu formulieren, fithren wir eine Reihe von
Operationen fiir Funktionen ein.

DEFINITION 4.11. Seien f,g: D — C und o € C. Man definiert die Funktionen
f+g, af, fg, |f|, Ref, Im f, f von D nach C sowie 1/f:D ={ze€C|f(z) #
0} — C (wobei f # 0) punktweise, also z.B. durch f+g: D — C; (f +g)(2) =
f(2) + g(2). Wir schreiben auch 0 fir die Nullabbildung D — C; z — 0.

Sei M C D. Das Bild von M unter f ist durch f(M) = {w € C|3z € D mit
f(z) = w} gegeben. Sei ferner D; C C eine Obermenge von f(D) und h : D1 — C.
Die Komposition von h und f ist die Abbildung hof : D — C; (hof)(z) = h(f(2)),
vergleiche Definition 1.21.

Diese Operationen erhalten die Stetigkeit aufgrund schon bekannter Resultate.
Der néchste Satz erlaubt es oft, Stetigkeit komplizierter Funktionen zu folgern,
indem man sie aus einfacheren zusammensetzt.
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SATZ 4.12. Es seien D C C, zp € D und o € C, sowie f,g: D — C stetig in
zo und h : f(D) — C stetig in f(20). Dann sind auch die Funktionen f + g, af,
fa, |fl, Ref, Im f, f, ho f : D — C stetig in z. Wenn f(z) # 0, dann gibt es
so einen Radius v > 0, dass f(z) # 0 fir alle z € D = D N B(z,r) gilt. Die
Funktion 1/f : D — C ist in z, stetig. Insbesondere ist C(D) ein Vektorraum.'

BEWEIS. Sei z, — z9 in D fiir n — oo. Nach Vorausetzung erhalten wir
f(zn) = f(20) und g(z,) — g(20), und daraus h(f(z,)) — h(f(20)). Alle Aussagen
folgen dann aus aus Satz 4.6 und Bemerkung 4.9. 0

BEISPIEL 4.13. a) Nach Satz 4.12 und Beispiel 4.10 sind Polynome stetig auf C.

b) Rationale Funktionen f = p/q sind auf D := {2z € C|¢(z) # 0} stetig. Hierbei
sind p und ¢ Polynome mit ¢ # 0. Diese Aussage folgt aus a) und Satz 4.12.

c) Die Funktion f: C — R; f(2) = /1 + 2|z|, ist stetig.

BEWEIS. Wir schreiben f = wofob als Komposition der Abbildungen b : C — R;
b(z) = |z|, £:R = R; l(x) =14 2z, und w : R5g = R; w(y) = /y. Diese sind
nach Satz 4.12, Teil a) und Beispiel 4.10 stetig, und es gilt ¢(|z|) > 0 fur alle z € C.
Also folgt die Stetigkeit von f aus Satz 4.12. U

Der néchste Hauptsatz sichert insbesondere die Stetigkeit von exp, sin und cos.

THEOREM 4.14. Es sei ano anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p >
0. Dann ist f: B(0,p) = C; f(z) = > " an2", stetig, wobei B(0,00) = C ist.

Dieses Theorem wird in Korollar 4.44 bewiesen. Vorher verwenden wir es nur
am Rande in Beispielen.

Der folgende Satz charakterisiert Stetigkeit in einem Punkt zy dadurch, dass es
fiir jede Kugel B um den Bildpunkt f(z,) eine Kugel By um z, im Urbildbereich
gibt, die durch f in B hinein abgebildet wird. Dadurch wird das Abbildungsverhal-
ten einer stetigen Funktion f genauer als durch Definition 4.8 beschrieben. Diese
g-0-Charakterisierung wird in Analysis 2 vertieft.

SATZ 4.15. Seien D C C, f : D — C und 2y € D. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

a) f ist stetig in z.

b)Ve>0 30.>0 VzeDNDB(2,0.): |f(2)— f(z0)] <e.

c)¥e>0 35.>0: f(DNDB(2,9.)) € B(f(x),e).

BEWEIS. Die Aquivalenz der Aussagen a) und b) ist eine Konsequenz von
Satz 4.5 und (fiir isolierte 29) den Bemerkungen 4.2 und 4.9, wihrend die von
b) und c) aus den Definitionen von f(M) und von B(zp, d.) folgt. O

Folglich ist eine Funktion f : D — C genau dann stetig auf D, wenn sie
V€D, e>0 30,.>0 Vze€DNDB(20,0,.): |f(2)—f(20)] <e (4.7)

!Diesen Begriff definiert man in der Linearen Algebra.
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erfiillt. Hier kann der Radius d,, . sehr wohl von z; abhéngen, siche Beispiel 4.17.
Etwa bei der Konstruktion des Integrals in Analysis 2 miissen wir so ein Verhalten
aber ausschliefsen. Das fiihrt uns auf den folgenden Begriff.

DEFINITION 4.16. Sei D C C. Fine Funktion f : D — C heifit gleichmékig
stetig, wenn

Ve>0 36.>0 Vzowe D mit|z—w| <6 gilt |f(z)— flw)] <e. (4.8)

Im Vergleich zu (4.7) sind ‘Vw € D’ und ‘39, > 0’ in (4.8) vertauscht worden.
Das verstérkt die Eigenschaft, d.h., eine gleichméfig stetige Funktion ist auch stetig
auf D. Wir prasentieren gleich zwei typische Beispiele stetiger, aber nicht gleich-
mékig stetiger Funktionen. In solchen Féllen kann man in (4.7) diese Quantoren
nicht vertauschen. Theorem 4.19 liefert aber leicht nachzupriifende Bedingungen,
unter denen eine stetige Funktion automatisch gleichméfig stetig ist.

BEISPIEL 4.17. a) Die stetige Funktion f : (0,1] — R; f(z) = 1, ist nicht
gleichméfig stetig.

BEWEIS. Sei § > 0 beliebig. Wihle 2 € (0,1) mit z < 25 und y = 5 € (0,1).
Dann gelten |z — y| = 2 <6 und | f(z) — f(y)] = = > 1. Also ist (4.8) verletzt. O

b) Die stetige Funktion f : R — R; f(z) = 2?2, ist nicht gleichmiRig stetig.

BEWEIS. Sei 6 > 0 beliebig. Wihle x = % + 0 und y = % in R. Wir erhalten
|z —y| =0 und |f(z) — f(y)] =2+ 6% > 2. Dies widerspricht (4.8) mit e =2. O

4.2. Hauptsitze iiber stetige Funktionen

Der néchste Begriff spielt in den folgenden Satzen eine wichtige Rolle. Er be-
sagt, dass Grenzwerte nicht aus einer Menge herausfithren kénnen, und wird in
Analysis 2 genauer untersucht.

DEFINITION 4.18. Fine Menge D C C heifit abgeschlossen, wenn aus z, € D
firn € N und z, — z in C fiir n — oo stets z € D folgt.

Abgeschlossene Intervalle wie [a,00) = {x € R|x > a} und Kugeln B(zy,7) =
{z € C||z — 2| < r} sind wegen der Sdtze 2.10 und 2.9 auch im Sinne von
Definition 4.18 abgeschlossen. Die Menge D = (0, 1] ist nicht abgeschlossen, da
% € D gegen 0 ¢ D strebt. Zunéchst geben wir einfache Bedingungen fiir gleich-
mafige Stetigkeit an. Dies beruht wie anderes in diesem Abschnitt auf dem Satz
von Bolzano—Weierstrafl, der benotigte Konvergenzeigenschaften in beschrankten
Mengen liefert, z.B. um einen Widerspruch in einem indirekten Beweis zu erzielen.

THEOREM 4.19. Es seien D C C abgeschlossen und beschrinkt, sowie f : D — C
eine stetige Funktion. Dann ist f gleichmdflig stetig.

BEWEIS. Wir nehmen an, f wére nicht gleichméfig stetig. Dann erhalten wir
aus (4.8) einen Radius g9 > 0 und fiir jedes n € N Zahlen z,,w, € D mit |z, —
wy| < 1/n derart, dass |f(2,) — f(wn)| > o ist. Wegen der Beschréanktheit von D
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liefert Theorem 2.24 Teilfolgen (z,,); und (wmj ); mit Grenzwerten z und w. Da D
abgeschlossen ist, liegen z und w auch in D. Aus der Abschéatzung

2= ] S [ = o |+ [, = i, |+ o, = 0] < [z = 2, | + =+ [, —
J J J J J n, J
folgt im Grenzwert j — oo, dass |z —w| = 0 und somit z gleich w ist. Die Stetigkeit
von f impliziert nun die Konvergenz von f (an]-) —f (wnlj) gegen f(z) — f(w) =0
fir j — oo. Dies widerspricht aber der obigen Ungleichung |f(z,) — f(w,)| > &g
fiir alle n, sodass f gleichmékig stetig ist. U

Also sind Polynome, exp, sin, cos und rationale Funktionen p/q auf abgeschlos-
senen Kugeln D in C bzw. in Dy = {z € C|q(z) # 0} und die Wurzelfunktion
auf Intervallen D = [a,b] C R gleichméfig stetig. (Diese Funktionen sind laut
des vorherigen Abschnitts sogar auf C, Dy bzw. R stetig und damit auch auf
den abgeschlossenen und beschrankten Mengen D.) Beispiel 4.17 zeigt, dass man
in Theorem 4.19 nicht auf die Voraussetzungen an D verzichten kann.

Wir werden im nichsten Satz unter anderen sehen, dass gleichméfig stetige
Funktionen f : D — C Grenzwerte bei Haufungspunkten zy € C\ D von D haben.
In diesem Fall ist es sinnvoll, die Funktion f auf einen groferen Definitionsbereich
(hier D = D U {z}) auszudehnen. Primér im Hinblick auf spétere Semester for-
mulieren wir die entsprechenden Begriffe allgemeiner als wir sie aktuell benotigen.

DEFINITION 4.20. Es seien D C D C Cund f: D — C. Man nennt jede
Funktion f: D — C mat f(z) = f(2) fiir alle z € D eine Fortsetzung von f (auf
D). Weiter heifst dann f Einschrankung von f (auf D) und man schreibt f = f]5.

BEMERKUNG 4.21. Wir betrachten im Folgenden vor allem den Fall D = D U
{20} fiir einen Haufungspunkt zy € C\ D von D. Die Funktion f: D — C besitze
in dieser Situation den Grenzwert f(z) — wy fiir z — 2. Dann ist ihre Fortsetzung

= < , eD,
f:D—C, flz) = {f(z) -
Wy, Z = 20,
in 2z, stetig. Sie ist auf D stetig, wenn f auf D stetig ist. O

Wir geben zuerst zwei einfache Beispiele an.

BEISPIEL 4.22. a) Sei f: R\ {1} = R; f(z) = ””2_11. Dann wird f durch

r—

B z2—1 — (z+1)(z—1) 1
f<x>_{a:—1 r—1 ) 1'7& ’}—l’—i-l

2, r=1,

stetig in x = 1 fortgesetzt.
b) Sei D = R\ {0}. Die Funktionen f : D - R; f(z) =1, und g : D — R;
g(z) = 1g, (x), sind in z = 0 nicht stetig fortsetzbar, da ihre Grenzwerte fiir z — 0



4.2. Hauptsétze iiber stetige Funktionen 76

nicht existieren.~(Siehe Beispiel 4.4.) Eine unstetige Fortsetzung von f wire etwa
die Abbildung f: R — R; f(x) :% fir x # 0 und f(0) = 1. O

Als néchstes sehen wir, dass stetige Fortsetzbarkeit und gleichméfige Stetigkeit
eng zusammenhangen.

SATZ 4.23. Es seien D C C, z € C\ D ein Hiufungspunkt von D, D == DU{z}
und f: D — C stetig.

a) Sei f gleichmdflig stetig. Dann hat f genau eine gleichmdfige stetige Fort-
setzung f: D —C.

b) Sei D abgeschlossen und beschrinkt und f habe eine stetige Fortsetzung f :
D — C. Dann ist f auf D gleichmipiq stetig.

BEWEIS. a) Sei f gleichméRig stetig. Wir konstruieren zuerst mittels Cauchy-
folgen den Grenzwert von f(z) fiir z — zy und zeigen dann die gleichméfige
Stetigkeit der wie in Bemerkung 4.21 erklirten Fortsetzung f.

1) Da z ein Haufungspunkt ist, existieren z, € D mit z, — zo fiir n — oco. Sei
e > 0. Wir haben den Radius 6. > 0 aus (4.8). Wegen der Folgenkonvergenz gibt
es einen Index N. € N mit |z, — 2| < 30, fiir alle n > N.. Damit berechnen wir

‘Zn - Zm‘ S ‘Zn - ZO’ + |ZO - Zm’ S (55
fur alle n,m > N.. Fiir diese n und m impliziert (4.8) die Ungleichung

|f(2n) = flzm)| <€,

sodass (f(zn))n>1 eine Cauchyfolge ist. (In dieser Ungleichung laufen n und m
gegen oo, sodass man wirklich gleichméfkige Stetigkeit bendtigt; vergleiche Bei-
spiel 4.17.) Theorem 2.27 liefert nun den Limes f(z,) — wp fir n — oo. Mit
m — oo folgt | f(z,) — wo| < € fiir alle n > N, aus der abgesetzten Ungleichung.

2) Der Limes wy in Schritt 1) kénnte von (2, ), abhéngen. Um dies ausschliefsen,
betrachten wir auch u,, € D mit u,, — 2, fiir n — co. Es gibt einen Index Ne > N,
mit |u, — zo| < %65 fiir alle n > N.. Sei n > N.. Mit Schritt 1) folgt

[t — 2| < |un — 20| + |20 — 20| < 6.

Somit liefert (4.8) die Abschétzung |f(u,) — f(z,)] < e. Wir schliefen daraus und
aus 1), dass auch

[f (un) — wol < |f(un) = f(zn)| + [f(2n) — wo| < 2e

fiir alle n > N, gilt. Also konvergiert f(z) fiir z — 2, gegen wy.

3) Wir definieren die stetige Fortsetzung f: D — C wie in Bemerkung 4.21. Sie
ist eindeutig bestimmt, da f(z) — wy fiir z — 2o gelten muss. Um ihre gleichméfige
Stetigkeit zu beweisen, verwenden wir fiir gegebenes € > 0 den Abstand . > 0
aus (4.8) fiir f. Seien z,w € D mit |z — w| < 10..

Fiir z,w € D folgt sofort |f(z) — f(w)] = |f(2) — f(w)| < € aus (4.8). Fiir
z = w = z gilt offenkundig f(z) — f(w) = 0. Im verbeibenden Fall seien etwa
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z=zpund w € D. Um wieder (4.8) auszunutzen, wihlen wir wie in Schritt 1) eine
Zahl u € D mit |u — z| < 36, und |f(u) — wo| < e. Damit erhalten wir

lu —w| < Ju— zo| + |20 — w| < 6,
sodass | f(u) — f(w)| < € aus (4.8) folgt. Zusammen ergibt sich in diesem Fall

1f(20) — f(w)| < |lwo — f(u)| + | f(u) — f(w)] < 2e.

b) Die Funktion f ist nach den Voraussetzungen in b) und Theorem 4.19 gleich-
makig stetig auf D und damit auch ihre Einschrénkung f auf D. U

Wir untersuchen nun allgemeine Eigenschaften der Bilder stetiger f : D — R.
Zuerst zeigen wir, dass fiir abgeschlossenes und beschréinktes D die Funktion f
beschrankt ist und ihr Minimum und Maximum annimmt. Dabei nennen wir f
(nach oben bzw. unten) beschrankt, wenn dies auf ihr Bild f(D) = {f(z)|z € D}
zutrifft. Der folgende Satz vom Mazimum wird mit einem analogen Beweis in
Analysis 2 deutlich verallgemeinert werden. In dieser Form ist er dann eines der
grundlegenden Resultate der Analysis und ihrer Anwendungen.

THEOREM 4.24. Seien D C C abgeschlossen und beschrinkt, sowie f : D —
R stetig. Dann gibt es Maximal- bzw. Minimalstellen zo € D mit f(zy) =
max{f(z)|z € D} = maxp f und f(2-) = min{f(z)|z € D} = minp f. Ins-
besondere ist | f(z)] < max{|f(zy)|, |f(z=)|} fur alle z € D; f ist also beschrinkt.

BEWEIS. Wir betrachten nur Maxima. Minima kann man mittels der Funktion
—f und Bemerkung 1.15€) behandeln. Zuerst gewinnen wir ein Supremum des
Bildes von f und zeigen dann, dass es im Bild von f liegt.

1) Wir nehmen zuerst an, f wére nicht nach oben beschrénkt. Somit existiert
fiir jedes n € N eine Zahl z, € D mit f(z,) > n. Aufgrund der Beschrianktheit von
D liefert Theorem 2.24 eine Teilfolge (z,,); mit Grenzwert z. Da D abgeschlossen
ist, liegt auch zy in D. Die Stetigkeit von f impliziert nun, dass f(zn;) — f(20)
fiir j — oo gilt, was der Annahme widerspricht. Somit ist f nach oben beschrankt
und Definition 1.17 liefert die reelle Zahl y, = sup,p f(2).

2) Nach Satz 1.18 gibt es fiir jedes k € N eine Zahl v, € D mit y, — 1/k <
f(ug) < yy. Satz 2.10 zeigt dann, dass f(uy) fir & — oo gegen y, strebt. Wie in
Schritt 1) erhalten wir ferner eine Teilfolge (ug,), die gegen einen Punkt 2. € D
konvergiert. Da f stetig ist, folgt f(24) = limyo0 f(uk,) = Y- O

Man schreibt hier auch z; = argmaxp f und z_ = argminp f. Fir D C R
werden die Zahlen zi in Abschnitt 5.2 in gewissen Féllen berechnet. Dort und
im Folgenden diskutieren wir auch die Eindeutigkeit. In der ndchsten Folgerung
verwandelt das obige Theorem punktweise Abschatzungen auf D in globale. Beide
Resultate kann man auch auf die Funktion | f| fiir ein stetiges f : D — C anwenden,
wenn D abgeschlossen und beschrankt ist. Wir betonen, dass diese Eigenschaften
uns wie in Theorem 4.19 Gleichméfigkeit schenken.
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KOROLLAR 4.25. Es seien D C C abgeschlossen und beschrinkt, f : D — R
stetig und f(z) > 0 fir alle z € D. Dann gilt f(z) > f(z_) > 0 fir alle z € D und
die Zahl z_ € D aus Theorem 4.24.

Die obigen Aussagen sind im Allgemeinen auf unbeschréankten oder nicht abge-
schlossenen Definitionsbereichen D falsch.

BEISPIEL 4.26. Die Funktionen f : (0,1] = R; f(z) = 2, und g : Rso — R;
g(x) = x, sind stetig aber unbeschréankt. Weiter ist h : [1,00) — R; h(z) = %,
stetig und erfiillt h(z) > 0 fur alle z € [1, 00). Trotzdem ist inf,>; h(z) = 0. Auch
g:(0,1] = R; g(x) = x, ist stetig mit Infimum 0, obwohl g(z) > 0 fiir >0 gilt. O

In den folgenden Sétzen beschrinken wir uns auf reelle Funktionen, und nutzen
die Ordnungstruktur wesentlich auch im Urbild aus. Funktionen kénnen Liicken
im Bild aufweisen. Das kann bei Unstetigkeiten geschehen, wie z.B. bei f = lg, :
R — R, oder wenn D keine Intervall ist, wie bei f : R\ {0} — R, f(z) =
1/z. Wir sehen aber gleich, dass fiir stetige Funktionen f auf Intervallen das Bild
wieder ein Intervall ist und somit alleine durch die Endpunkte bestimmt wird. Dies
erlaubt es z.B. alle y € R zu finden, fiir die die Gleichung y = f(x) eine Losung «
besitzt. Im folgenden Zwischenwertsatz betrachten wir zuerst den einfachsten Fall
abgeschlossener und beschriankter Intervalle [a, b].

THEOREM 4.27. Sei f : I := [a,b] — R stetig. Dann erhalten wir f([a,b]) =
[min; f, max; f] =t J. Also gibt es fir jedes y € J ein x € [a,b] mit f(z) =y.

BEWEIS. Nach Theorem 4.24 existieren Zahlen z. € I mit f(x_) = min; f
und f(zy) = max; f. Offenbar ist f(I) in J enthalten. Sei nun umgekehrt yo € J.
Wir konstruieren ein Urbild von yy unter f durch das ‘Zweiteilungsverfahren’.

Es gilt f(z_) < yo < f(z4). Sel z— < x,. (Andernfalls betrachte —f.) Wir
definieren a1 := z_, by := x; und den Mittelwert ¢; == (a; + b1)/2. Wenn f(c1) >
Yo ist, liegt yo in [f(x_), f(c1)]. Somit wéhlen wir hier fir das néchste Intervall
die Randpunkte ay = a; und by = ¢;. Im Falle f(c1) < yo setzen wir analog
as = c; und by = by. Es gelten somit in beiden Fallen ay < ay < by < by,
by —as = (b —aq)/2 und f(az) < yo < f(bs). Iterativ erhalten wir auf diese Weise
fiir jedes n € N Zahlen mit

a S (7% S An41 S bn+1 S bn S bla bn —Qp = 21—n(b1 _a1)7 f(an) S Yo S f(bn)

Wegen der Monotonie und Beschranktheit liefert Theorem 2.14 die Grenzwerte
a, — o und b, — S in [a1, b1] C [a,b] fiir n — co. Aus der abgesetzten Gleichung
folgt dann § — a = 0 und damit o = § =: . Da f stetig ist, impliziert Satz 2.10
schlieflich yo = lim,, o f(a,) = f(xo). O

KOROLLAR 4.28 (Nullstellensatz). Es sei f : [a,b] — R stetig mit f(a)f(b) < 0.
Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(z) = 0.
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BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt f(a) < 0 < f(b) oder f(b) < 0 < f(a),
woraus die Ungleichungen miny, g f < 0 < maxp,y) f folgen. Theorem 4.27 zeigt
dann die Behauptung. U

Wir verallgemeinern nun den Zwischenwertsatz auf beliebige Intervalle. Fiir
A; € M mit j aus einer Menge J haben wir Vereinigungs- und Schnittmenge

Ay={reM|3iel:zeca}, ()

jeJ

e Aj={zeM|VjeJ: ze A}
KOROLLAR 4.29 (Intervallsatz). Es seien I C R ein Intervall und f : I — R
stetig. Dann ist f(I) ein Intervall.

BEWEIS. Man findet Zahlen a,41 < ap, < b, < bpyy mit I =, cylan, bnl, 2.B.
a, = % und b, = n fiir I = R;. Nach Theorem 4.27 ist J,, = f([a,,b,]) fiir alle
n € N von der Form [m,,, M,] mit fallenden m,, und wachsenden M,,. Weiter gilt

1 ={r@|eell,_fanbl} =U _ {f@ e lobl} = _

Somit ist f(7) ein Intervall mit den Randpunkten inf, m,, und sup, M, in R. O

Wir nutzen nun die obigen Sétze aus, um das Bild einer Potenzfunktion zu be-
stimmen und eine nichtlineare Gleichung zu losen. Dies gelingt hier sehr einfach
und ist (fiir reelle Funktionen) durchaus typisch. Allerdings findet man keine ‘ge-
schlossene Formel’ fiir diese Losung, was in der Tat nur selten gelingt. Man kann
aber weitere Eigenschaften der Losung studieren (wie unten ihre Eindeutigkeit)
oder versuchen, sie zu approximieren (wie etwa in Theorem 5.42).

BEISPIEL 4.30. a) Sei f: RZO —>R, f(l’) = .Tk, fiir k€ N. Dann gllt f(RZO) = Rzo.

BEWEIS. Nach Beispiel 4.13 ist f stetig. Also ist f(Rs() ein Intervall nach
Korollar 4.29. Weiter gelten f(0) = 0, f(z) > 0 fiir alle z > 0 und f(n) = n* — oo
fiir n — oo. Daraus folgt f(R>g) = Ro. O

b) Es gibt ein x € (0,1) mit exp(—z) = «.

BEWEIS. Wir verwenden die stetige Funktion f : [0, 1] — R; f(z) = z—exp(—2x).
Da f(0) = =1 <0Ound f(1)=1- % > 0 sind, liefert Korollar 4.28 die Aussage. [J

Injektive Funktionen f besitzen genau ein Losung der Gleichung f(z) = y fiir ein
gegebenes y in ihrem Bild. Insbesondere sind Null- oder Maximalstellen eindeutig
bestimmt, und f besitzt auf ihrem Bild eine Umkehrfunktion. Die nun behandelten
strikt monotonen Funktionen sind injektiv. Umgekehrt ist laut Bemerkung 4.33
eine injektive stetige Funkton F': I — R auf einem Intervall schon strikt monoton.

DEFINITION 4.31. Es sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit (strikt)
wachsend, wenn f(x) < f(y) (f(x) < f(y)) fir alle x,y € D mit x <y gilt, und
(strikt) fallend, wenn f(x) > f(y) (f(xz) > f(y)) fir alle x,y € D mit x < y gilt.
Weiter ist f (strikt) monoton, wenn f (strikt) wachst oder (strikt) fallt.
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Man schreibt gelegentlich f A~ (f 1) fiir (strikt) wachsende f und f N\, (f |) fiir
(strikt) fallende f. Wir illustrieren die Begriffe mit elementaren Beispielen.

BEISPIEL 4.32. Es seien D, = R;, D_ =R_, D = R\ {0} und f(z) = = fiir

x # 0. Dann fallt f strikt auf D, und auf D_, da % > é fiir 0 < x < y bzw.

r <y < 0 gilt. Hingegen ist auf D wegen % < i fiir + < 0 < y nicht monoton.

Ferner wéchst ¢ = 1g, : R — R, aber nicht strikt, wéhrend h : [0,2] — R mit
h(xz) = x fir x € [0,1) und h(z) = x+1 fiir z € [1, 2] strikt wichst. Die Funktionen
g und h sind unstetig, vergleiche Beispiel 4.10. O

Wir diskutieren einfache, aber wichtige Eigenschaften monotoner Funktionen.

BEMERKUNG 4.33. Seien D C Rund f: D — R.
a) Die Funktion f ist genau dann (strikt) wachsend, wenn — f (strikt) fallt.

b) Sei f strikt monoton. Dann ist die Funktion f injektiv, sodass sie die Um-
kehrfunktion f~': D := f(D) — R; f~'(y) = z, besitzt (wobei f(x) = y). Dabei
gilt f~1(D) = D. Somit hat hier die Gleichung f(z) = y fiir gegebenes y € f(D)
genau eine Losung, ndmlich z = f~!(y) € D. Ferner wiichst (bzw. fillt) f~! strikt,
wenn f strikt wichst (bzw. fallt).

BEWEIS. Wir miissen nur die letzte Behauptung zeigen. Sei f strikt wachsend.
Wahle y1,y2 € f(D) mit y3 < yo. Dann existieren z; € D mit f(z;) = y; fiir j €
{1,2}. Wir nehmen an, es gilte x; > z5. Da f wichst, folgt dann der Widerspruch
y1 = f(x1) > f(xs) = yo. Also wichst f~1 strikt. Man behandelt strikt fallende
Funktionen entsprechend. O

c) Eine injektive stetige Funktion auf einem Intervall [ ist schon strikt monoton.
(In Beispiel 4.32 ist f auf R \ {0}, stetig und injektiv, aber nicht monoton.)

BEWEIS. Wenn f nicht strikt monoton wére, gidbe es zum Beispiel Zahlen z; <
o < x3 in I mit f(z1) < f(zg) und f(z2) > f(x3). (Den anderen Fall behandelt
man analog.) Wegen Injektivitdt gelten hier ‘<’ und ‘>’. Also gibt es eine Zahl
y zwischen max{f(z1), f(z3)} und f(xs). Der Zwischenwertsatz auf [xi, 23] bzw.
[g, 23] liefert nun Zahlen z; < & < @9 < & < x3 mit f(&) = y = f(&). Dies
widerspricht der Injektivitat von f. 0

d) Im Allgemeinen erbt die Umkehrfunktion nicht die Stetigkeit von f. Seien zum
Beispiel D = [0,1)U[2,3]und y = f(z) =z firz € [0,1) und y = f(z) = 2 —1 fur
x € [2,3]. Dann ist f strikt wachsend und stetig, aber =1 : [0,2] — R ist unstetig,
dax=fYy)=yfirye0,1)und z = f~'(y) =y + 1 fiir y € [1,2] gelten. O

Wir zeigen nun, dass auf Intervallen I die Umkehrfunktion eines strikt monoto-
nen f: I — R stetig ist, ohne dass man dies fiir f fordern miisste.

THEOREM 4.34. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R strikt wachsend
(bzw. fallend). Dann ist f~': f(I) — R strikt wachsend (bzw. fallend) und stetig.

BEWEIS. Nach Bemerkung 4.33 ist nur die Stetigkeit zu zeigen. Sei etwa f
strikt wachsend. (Sonst betrachte —f.)
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Sei yo € f(I). Dann existiert eine Zahl zq in I mit f(x¢) = yo. Wir nehmen
zunéchst an, dass zy kein Randpunkt von [ ist. Dann existiert ein r > 0 mit
[xg — r,xg + 7] C I. Sei ¢ € (0,r]. Da f strikt wéchst, gelten die Ungleichungen
flzg —e) < f(xo) =yo < f(xo+¢). Es gibt also ein §. > 0 mit

flro—¢€) <yo—90: <yo+ 0. < f(zo+e).

Sei nun y € f(I) mit |y — yo| < d.. Dann liegt y in [f(zg — €), f(x¢ + €)]. Da auch
=1 wiichst, erhalten wir

wo—e= [ (flzo—e)) < fH(y) < [T (flzo +€)) =20 +e.
Aus diesen Abschitzungen folgt

7 ) = o)l =1 () — 2ol <e

fir alle y € f(I) mit |y — yo| < d.. Satz 4.15 zeigt nun die Stetigkeit.

Es sei xg der linke Randpunkt von /. Wegen der Monotonie ist dann auch g,
das Minimum von f(I). Man ersetzt nun oben xq — r und zy — ¢ durch z, sowie
Yo — 0. durch yy. Das Resultat folgt dann genauso. Entsprechend behandelt man
einen rechten Randpunkt. 0

Wir diskutieren ein zentrales Beispiel, andere folgen in Abschnitt 4.4.

BEISPIEL 4.35. Seien k € N und f : R5g — R; f(z) = z*. Diese Funktion ist
nach Satz 1.29 strikt wachsend und hat nach Beispiel 4.30 das Bild Rxy. Theo-

rem 4.34 besagt nun, dass f eine strikt wachsende und stetige Umkehrfunktion
71 Rsg — R besitzt. Nach Lemma 1.27 gilt f~!(y) = ¥/y. O

Wir besprechen noch das Verhalten von Monotonie unter Kompositionen.

BEMERKUNG 4.36. Seien D C R, f: D — Rund g : D = f(D) — R. Wenn
beide Funktionen f und g wachsen (bzw. fallen), dann wéchst h == go f: D — R.
Wenn eine der beiden wichst und die andere féllt, dann fillt h. Diese Ausagen
bleiben wahr, wenn man durchweg ‘strikt’ einfiigt.

Wir zeigen exemplarisch die beiden Behauptungen fiir strikt fallende f. Fiir
x < yin D gilt dann f(y) < f(z). Fiir strikt wachsende g folgt somit g(f(y)) <
g(f(x)), sodass h strikt fallt. Wenn ¢ strikt fallt, ergibt sich g(f(y)) > g(f(z)),
und h wachst strikt. O

Diese Aussagen sind in vielen Abschédtzungen von Nutzen. Fiir ein typisches
Bespiel wachse f und nehme Werte in (1, 00) an. Dann fillt die Funktion A :  +—
(1-— ﬁ)_l, da die Abbildungen y — 1/y auf R, und u — —u fallen, wobei die
erstere doppelt in mehrfachen Komposition h auftritt.

4.3. Gleichmafiige Konvergenz

Wir beweisen in diesem Abschnitt insbesondere Theorem 4.14, also die Stetig-
keit von Potenzreihen Y, ., a;2". Ihre Partialsummen s,(z) = >_;_, a;2" sind als
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Polynome auf C stetig, und sie konvergieren fiir jedes feste z € B(0, p) fiir n — oo
gegen f(z). Man kénnte nun vermuten, dass diese beiden Eigenschaften alleine
schon die Stetigkeit von f liefern. Dem ist aber nicht so, wie das néchste Beispiel
zeigt. Das zweite widerlegt eine analoge Vermutung zur Beschrankheit.

BEISPIEL 4.37. a) Die Funktionen f, : [0,1] — R; f,(z) = 2™, sind fiir jedes
n € N stetig. Weiter existiert der Grenzwert f(z):=1lim, . f,(x) fiir jedes feste
r€(0,1]. Trotzdem ist f = L) : [0,1] = Rmit f(z) =0 fiirz € [0,1) und f(1) =
1 unstetig in 1. Fiir die Punkte z,, = 27% € (0,1) gilt hierbei |f,(2,) — f(zn)| = :
fiir allen n € N. Somit konvergiert f, nicht ‘gleichzeitig’ in allen Punkten der Folge
(n)n fiir n — oo gegen f.

b) Fiir festes n € N sind die Funktionen f, : Ry = R; f,(z) =n fiir 0 <z <
und f,(z) = 1/z fiir z > %, stetig und beschréinkt. Der Grenzwert f(z) = 2

limy,, o0 fn(z) ist aber unbeschriankt auf R, . Hier gilt sogar fn(%) =n—00. <

1
n

In der néchsten Definition formalisieren wir zunéchst die oben auftretende Kon-
vergenz und fithren dann eine stéarkere Figenschaft ein.
DEFINITION 4.38. Seien D C C und f, f, : D — C fiirn € N.
a) Die Funktionenfolge (f,),>1 konvergiert punktweise (auf D) gegen f, wenn
fir jedes z € D die Aussage f,(2) — f(2) fir n — oo gilt, also wenn
VzeD Ve>0 IN.,eN Vn>N..: |[fu(z)— f(2)|<e. (4.9)

Man schreibt dann f, — f (pktw.) fir n — oc.
b) Die Funktionenfolge (f,)n>1 konvergiert gleichmékig (auf D) gegen f, wenn

Ve>0 IN.€eN Vn>N. VzeD: |fulz)— f(2)] <e. (4.10)
Dies besagt gerade, dass

1o = Fllso.p = [[fn = flloo == sup.cp [fu(2) = f(2)] = 0 (n — o0).
Wir schreiben dann f, — f (glm.) fir n — oco.

Den Begriff der gleichméfigen Konvergenz werden wir in Analysis 2 in eine
umfassende Theorie einbetten und detaillierter untersuchen. Das Adjektiv ‘gleich-
méakig’ besagt tiblicherweise, dass man einen Allquantor nach rechts an einem
Existenzquantor vorbeiziehen kann, sodass die Existenzaussage unabhéngig von
der Allaussage wird. (Oben héngt N. nicht mehr von z € D ab.) Man beachte,
dass ansonsten gleichméfige Konvergenz nichts mit gleichméfiger Stetigkeit zu tun
hat! Wir formulieren ein ‘Majorantenkriterium’ fiir die gleichméfige Konvergenz
und wenden es in Beispielen an.

BEMERKUNG 4.39. Seien f,,f : D — C fir n € N. Es gebe eine Nullfolge
(@n)n>1 mit | fr(2)—f(2)] < a, firallen € Nund z € C. Dann folgt || f,— f |l < an
und somit konvergiert f,, gleichméfig gegen f fiir n — oo. O
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BEISPIEL 4.40. a) Seien b € (0,1), f, : [0,0] = R; fu(x) = 2™, fir n € N. Dann
gilt 0 < f,(x) < b" und damit || f,]|ec < 0" — 0 fiir n — oco. Somit strebt f,, auf
[0,0] gleichméRig gegen f = 0. Auf [0, 1) konvergiert f,, wegen Beispiel 4.37 nicht
gleichmékig.

b) Seien f : R = R; f(z) = |z|, und f, : R = R; f(z) = Va2 +n~2, fir
n € N. Hier gilt f,(z) — V22 = |z| fiir n — oo und jedes feste 2 € R. Aus den
Ungleichungen 22 < 2% + &5 < (|z] + +)? erhalten wir |2] < Va2 +n=2 < |z + =
und somit || f, — flo < 2. Also strebt f,, auf R gleichméfig gegen f. O

Im néchsten Hauptsatz zeigt, dass gleichméfige Konvergenz (im Gegensatz zur
punktweisen Konvergenz) Stetigkeit und Beschranktheit erhélt. Das ‘3e-Argument’
zur Stetigkeit ist dabei von fundamentaler Bedeutung in der Analysis, um Eigen-
schaften von ‘guten’ Funktionen auf Grenzwerte zu iibertragen. Wir nehmen an,
dass die stetigen Funktionen f,, : D — C gleichméfig gegen f : D — C konvergie-
ren. Seien z; — zp in D und € > 0. Um f(2;) — f(2) mittels f,(z;) — fu(20) zu
kontrollieren, schreibt man

f(z) = f(20) = f(z5) = fulz)) + [u(z5) = fu(20) + fu(20) — f(20)-

Fiir festes n € N strebt nach Voraussetzung f,,(z;) — fu(20) flir j — oo gegen 0, ist
also fiir gentigend grofe j kleiner als . Um dies auszunutzen, muss man die anderen
beiden Differenzen auf der rechten Seite gleichmdf$ig in j € N abschétzen. Dabei
ist der Term f(z;) — fn(z;) problematisch, da hier noch j lauft. Die Voraussetzung
(4.10) erlaubt uns aber gerade, diese Differenzen fiir groke n gleichmébig in j
abzuschétzen. Wir konnen also zuerst einen groften Index n =: N fixieren und
erhalten dann fiir alle geniigend grofsen j die Ungleichung |f(2;) — f(z0)| < 3e.

THEOREM 4.41. Seien D C C und f, f, : D — C fiir n € N. Wir nehmen an,
dass die Funktionen f, fiir n — oo gleichmdflig gegen f konvergieren.

a) Sei jedes f,beschrankt. Dann ist f beschrinkt.

b) Sei jedes f, stetig. Dann ist f stetig.

Teil b) dieses Theorem erlaubt es, die z- und n-Grenzwerte
lim lim f,(2) = lim f,(20) = f(20) = lim f(2) = lim lim f,(2)
n—oo Z—r20

n—00 2—20 Z—>20 N—>00

zu vertauschen. Hier wird die dritte Gleichung durch das Theorem bewiesen; die
anderen Identitdten folgen aus den Voraussetzungen. Wenn nur punktweise Kon-
vergenz vorliegt, kann ein solches Vertauschen zu falschen Resultaten fiihren, wie
die obigen Beispiele belegen.

BEWEIS VON THEOREM 4.41. a) Sei e = 1. Es gilt dann (4.10) mit dem Index
N; € N. Aus (4.10) und der vorausgesetzten Beschranktheit von fy, schliefen wir

fI < 1f(2) = v+ 3 ()] S 1+ ([ llee = M < o0
fir alle z € D. Damit ist a) gezeigt.
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b) Es seien zj,2p € D mit z; — 2 fiir j — o0o. Sei ¢ > 0. Wir fixieren die
natiirliche Zahl N := N, aus (4.10). Da fy stetig ist, gibt es einen Index J. € N
derart, dass |fn(z;) — fn(z20)] < ¢ fiir alle j > J. gilt. Sei j > J.. Aus (4.10) und
der Abschitzung fiir fy folgen die Ungleichungen

[F(z5) = F(20)| < |F(25) = Fn ()| + [n(z) = fn(z0)[ + | fn(20) = f(20)] < 3e. O

Fiir Reihen benotigen wir die folgenden Begriffe.

DEFINITION 4.42. Seien D C C und f, : D — C fir k € Ny. Wir betrachten
die Partialsummen s, (z) = > _, fr(2) fir z € D und n € Ny. Die Folge (S,)n>0
heifit Funktionenreihe ), fi auf D.

a) Fir jedes z€ D konvergiere (5,(2))n (absolut). Dann konvergiert Y, fi. (ab-
solut) punktweise.

b) Die Funktionenfolge (s,), konvergiere auf D gleichmdfig. Dann konvergiert

> & fr gleichmaéfig.
Auch hier gibt es ein Majorantenkriterium, das auf Weierstraf§ zuriickgeht.

Satz 4.43. Seien D C C und fy : D — C fir k € No. Wenn 3, || felloo
konvergiert, dann konvergiert Zkzo fr gleichmapfig und absolut.

BEWEIS. Seien z € D und k,n € Ny. Wegen der Ungleichung |fx(2)| < || fxlls
folgt die absolute Konvergenz aus Satz 3.12. Ferner liefert Bemerkung 3.11, dass

DIFOED G| E I S AC] E SETABIES SN TA =S

k=n+1 k=n+1 k=n+1
Da nach Voraussetzung a,, gegen 0 strebt, zeigt Bemerkung 4.39 den Satz. 0

Wir beweisen nun Theorem 4.14.

KOROLLAR 4.44. Sei f : B(0,p) = C; f(z) = >~ a,2", eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius p > 0 (wobei B(0,00) = C). Seir € (0,p). Dann konvergiert
die Potenzreihe auf B(0, p) absolut und gleichmdfig auf B(0,r). Somit ist f auf
B(0, p) stetig.

BEWEIS. Seien |z| < r < p. Nach Theorem 3.29 konvergiert die Reihe ) a,2"
absolut gegen f(z). Setze fi(2) = ap2" fiir k € Ny. Offenbar gilt
I fillo B0y = Sup Jag| [2]* < |ax|r".

Wir erhalten sogar Gleichheit, da man in Supremum z = r wahlen kann. Mit
Satz 2.30 und der Definition 3.28 von p schliefen wir

1
A 1l po = limr Viad =5 <1
Nach dem Wurzelkriterium Satz 3.16 konvergiert 3, || fillo 50, und somit die

Potenzreihe gleichmékig auf B(0,7) laut Satz 4.43. Wegen Theorem 4.41 ist dann
f stetig auf B(0,r) und somit bei z. Da r < p beliebig ist, folgt die Aussage. O
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Das folgende Beispiel zeigt, dass eine Potenzreihe im Allgemeinen nicht gleich-
méhig auf dem ganzen Konvergenzkreis B(0, p) konvergiert.

BEISPIEL 4.45. Die geometrische Reihe Y77 ) 2% = 7 hat den Konvergenzra-
dius p = 1, siehe Beispiel 3.30. Fiir z € B(0, 1) liefert Beispiel 0.2 den Ausdruck

1 - I A B 1 e
() 1-=2 kz:%z 1—=2 1—=2 |1 — 2|

fiir den Reihenrest. Fiir n € N withlen wir z,, = 1 — - € (0,1) und erhalten

n+1
.TZ—H 1 n+1
dn(zn)zl—x :(n+1)<1_n+1> '

Nach einer Ubung strebt der letzte Faktor gegen 1/e und damit d,(x,) gegen oo
fiir n — oo, sodass die Potenzreihe auf B(0, 1) nicht gleichméfig konvergiert. ¢

4.4. Die Exponentialfunktion und ihre (reelle) Verwandtschaft

Auf der Grundlage der in diesem Kapitel entwickelten Theorie untersuchen wir
nun eine Reihe der zentralen (reellen) Funktionen in der Analysis. Wir beginnen
mit der Exponentialfunktion und wiederholen ihre Definition

Ooxn 2 173
exp(m):;mzl—kx%—?—i—E%—..., r e R,

aus Beispiel 3.25. Diese Potenzreihe impliziert die Ungleichungen
exp(0) =1 <14z < exp(z) < exp(y)

fir alle y > = > 0. Mittels der Gleichung exp(—r) = 1/exp(r) fiir r € R, siehe
Beispiel 3.25, erhalten wir daraus

0 < exp(—y) < exp(—z) < <1

14+
fiir alle —y < —x < 0. Aus diesen Relationen und Korollar 4.29 folgen die Aussagen

exp: R — Ry wichst strikt,  lim exp(z) = oo, lim exp(z) =0, (4.11)
exp(R) =Ry, exp(z) > 1 <= x>0, exp(0) =1, exp(l) =e.

Insbesondere ist exp : R — R, bijektiv, und stetig nach Theorem 4.14. Bemer-
kung 4.33 erlaubt nun die folgende wichtige Definition.

DEFINITION 4.46. Die Umkehrfunktion von exp : R — R, ist der (natirliche)
Logarithmus In : R, — R.

Also ist x = Iny die eindeutig bestimmte reelle Zahl mit exp(x) = y fiir gegebe-
nes y > 0. Laut Theorem 4.34 und (4.11) besitzt der Logarithmus die Eigenschaften

In:R; — R ist strikt wachsend, stetig und bijektiv, In(1) =0, In(e)=1,
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lim Iny = oo, lim Iny = —o0, Iny>0<=y>1. (4.12)

y—00 y—07t

Mit Hilfe der Exponentialfunktion und des Logarithmus kénnen wir nun allge-
meine Potenzen effizienter als in Definition 1.28 einfiihren.

DEFINITION 4.47. Fiir x € R und a >0 definiert man die Potenz a” :==exp(zIna).
Speziell gilt € = exp(x), und wir schreiben auch e* = exp(z) fir z € C.

In a” heifen a Basis und x Ezponent. Als Verkettung stetiger Funktionen sind
nach Satz 4.12 die Abbildungen a — a® auf R, und x + a” auf R stetig. Mittels
(4.11), (4.12) und Bemerkung 4.36 sieht man ferner, dass

die Funktion R — R: 2 s strikt wichst, wenn a > 1,
’ ’ strikt fallt, wenn a < 1,

(4.13)

_ _ strikt wichst, wenn x > 0,
und die Funktion R, — R; a +— a”, {

strikt fallt, wenn z < 0.
Wir kénnen nur die Potenz- und Logarithmusgesetze beweisen.

BEMERKUNG 4.48. Es seien a,b > 0 und z,y € R. Wir setzen v = Ina und
v = Inb, sodass a = e" und b = e" gelten. Das Exponentialgesetz in Beispiel 3.25
und die Definitionen 4.46 und 4.47 implizieren dann die folgenden Aussagen.

a) In(ab) = In(e"e”) = Ine*™ =u+v =Ina+ Inb.
b) 1 ( ?) = Ine*"? = zlna.
c) a®b® = e*Mee b = exp (z(lna + Inbd)) = e*™@®) = (ab)®.
) a®a¥ = e aevIn® = exp ((z + y) Ina) = a™ V.
e) (a®)¥ = exp(yIna®) = ™o = g

f) Sei # = m/n € Q fiir m € Z und n € N. Ahnlich wie in Beispiel 3.25 zeigt
man mittels des Exponentialgesetzes, dass Definition 4.47 und Definition 1.28 von
a” zusammenfallen.

[oW

g) Sei a # 1. Nach b) gilt genau dann y = a® > 0, wenn Iny = zlna oder
dquivalent x = Iny/Ina € R sind. Somit ist die Umkehrfunktion von R — R;
r+—=y=a", durchlog, : Ry = R;y+—z= ﬁ Iny, gegeben. O

Wir diskutieren nun in mehreren Schritten Monotonieverhalten, Periodizitat und
Nullstellen der trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan. Weiter stellen wir
den Zusammenhang zur Elementargeometrie her.

1) Sinus und Kosinus wurden in Beispiel 3.32 durch ihre Potenzreihen

sinx = Z% ﬁ 2t und cosxT = Z (=1) 2", reR,
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definiert. Diese Darstellungen implizieren nach (3.7) und Satz 3.33, dass
sin0 = 0, cos0 =1, sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosz,
sinz = Ime”, cosz = Ree, sin? 2 4 cos’x = 1, |sin(x)]|, |cos(z)] <1

fir alle x € R gelten. Fiir £ € N und « € (0, 2] erhalten wir ferner

k k+2 2
@ :xk<1{?+2)(k+1) x > ok 6—4 -0
k! (k4 2)! (k+2)! (k+2)!
Damit und den obigen Potenzreihen folgen fiir alle = € (0, 2] die Ungleichungen
x 23 2 Al
smx—ﬂ—y—i-g—ﬁ—i- > 0, (4.14)
22zt 2% af 2?2t
=l-——+=—=+—=—"<1l=——=+4+— 4.1
cos T 2+24 6‘+8' 2+24 (4.15)

2) Seien 0 < z < y < 2. Korollar 3.34 und (4.14) zeigen die Abschétzung
cosy — cosx = —2sin (5(y + 2)) sin (3(y — z)) <0.
Also ist cos auf [0, 2] strikt fallend. Wir haben ferner cos0 = 1 und nach (4.15)
auch cos2 < —%. Somit zeigt der Nullstellensatz Korollar 4.28, dass es (genau)
eine Zahl € (0,2) mit cosz = 0 gibt. Wir definieren damit
T = 24 ~ 3,1415.

Also gelten cos 5 = 0 und cosz > 0 fiir alle z € [0
nach dem Zwischenwertsatz Theorem 4.27.

3) Schritt 1) liefert die Gleichung sinz = [sinz| = /1 —cos?x fiir z € [0, 7],
und damit sin§ = /1 —cos?§ = 1. Mit Teil 2), (4.13), Bemerkung 4.36 und
Theorem 4.27 folgern wir sin ([0, 2]) = [0, 1] und dass sin auf [0, Z] strikt wichst.

4) Wir nutzen nun wesentlich die komplexe Exponentialfunktion aus. Aus den

Schritten 2) und 3) ergibt sich e'2 = cos Z +isin Z = i und mit Beispiel 3.25 weiter

2, sowie cos ([0, %]) = [0, 1]

72

e 2 = (e'2)~! = —i. Das Exponentialgesetz in Beispiel 3.25 zeigt dann
e = et . et = ()R (4.16)
fir alle £ € N (mit einem k-fachen Produkt) und damit speziell
et = 4 et = 1, et =i, e = 1.

5) Seien k € Z und = € R. Wieder mit dem Exponentialgesetz berechnen wir
exp(i(x + 27k)) = e'* (exp(?wi))k = e
Indem wir den Real- und Imaginérteil nehmen, erhalten wir
cos(x + 2mk) = cosx und  sin(z + 27k) = sinx, (4.17)
sodass Kosinus und Sinus 27 -periodisch auf R sind. Ahnlich folgen mit (4.16)

() — gl — ol ynd el®F2) = olTetE = 4l = +(icosz — sinx)
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und damit die Verschiebungsformeln

cos(r £m) = —cosz, sin(r+7w)=—sinz, 18
cos(x:l:%)::Fsinx, sin(x:l:%)z:l:cosx (4.18)

fir alle z € R. Somit liefert eine Verschiebung des Schaubilds des Kosinus um 7

nach rechts gerade das des Sinus, und man erhélt das Schaubilds des Kosinus aus

dem Sinus durch eine Verschiebung um 7 nach links. Generell ist z — f(z 4 x0)

gegeniiber f um z > 0 nach links verschoben, und = +— f(z — x¢) nach rechts.
Aus dem Verhalten auf [0, 2], (3.7), (4.17) und (4.18) folgern wir die gewiinsch-

ten Eigenschaften von sin und cos.

SATZ 4.49. Sei k € Z. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sinus wichst strikt auf [—% + 2k, 2 + 2kr| mat Bild [—1,1] und fallt strikt
auf [g + 2k, 37” + 2k;7r}. Das Mazximum 1 nimmt sin genau bei x = 3 + 2km an
und das Minimum —1 genau bei v = —F + 2km.

b) Sinus hat genau die Nullstellen x = kn, und ist positiv auf (2km, 7 + 2km)
und negativ auf (7 + 2km, 21 + 2km).

c) Kosinus fallt strikt auf [2km, 7 4+ 2kn] mit Bild [—1,1] und wdchst strikt auf
[ + 2km, 2w + 27k]. Das Mazimum 1 nimmt cos genau bei x = 2km an und das
Minimum —1 genau bei x = m + 2km.

d) Kosinus hat genau die Nullstellen T + kn, und ist positiv auf (—g +2km, 5 +
2k7r) und negativ auf (% + 2k, 3?” + 2k7r).

e) Sei z € C mit |z| = 1 ein Element des Finheitskreises. Dann gibt es genau
eine Zahl x € [0,21) mit z = €'® = cosx + isinx. Somit entspricht x dem Winkel,
den die x-Achse im Gegenuhrzeigersinn mit z einschliefst. Fiir x € (0,75) bilden 0,
z und cosx ein Dreieck mit rechtem Winkel bei cosx und den Seitenldngen 1 der
Hypotenuse, cosx der Ankathede und sinx der Gegenkathede.

BEWEIS. Die Aussagen c) und d) folgen aus a) und b) mittels (4.18), und
wegen (4.17) reicht es k = 0 zu betrachten.

a) Sei € [—Z,0]. Nach (4.18) ist sinz = — cos (z + %), so dass sin hier nach

Teil 2) strikt wichst und das Bild [—1,0] hat. Zusammen mit 3) ist die erste
T 3T

Behauptung in a) gezeigt. Fir x € [5, 7} gilt &hnlich sinz = —sin(z — 7), was

striktes Fallen impliziert. Aus dem Gesagten folgt auch, dass sin (—g) = —1 und

sin § = 1 gelten und sin x fiir andere x € [—%, 37”) in (—1,1) liegt.

b) Nach Teil a) hat sin in [—~7, 7] nur die Nullstelle = 0, und wegen (4.18) auf
[%, ?’7} nur x = 7. Die Vorzeichen des Sinus ergeben sich dann auch aus a).

e) Nach c) gibt es genau eine Zahl z; € [0,7] mit cosz; = Rez € [—1,1].
Falls z ¢ R und damit x; € (0,7), hat diese Gleichung eine weitere Losung x5 in
(m,27). Wir wihlen z = z; fir Imz > 0 und = = z, fiir Imz < 0. Weiter gilt
Imz| = /1 —(Rez)? = V1 —cos?x = |sinz|. Wegen b) und der Wahl von z
erhalten wir dann Im z = sinz. U
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Wir geben noch einige spezielle Funktionswerte von Sinus und Kosinus an:

T _ 1 T —
= sin 5 =

1= 7 VB cosT =3 cosT =L cosgzl. (4.19)

o 1 ; )
S = 35, Sl 2 6 2 1= U2 2
Wegen cos? + sin? = 1, reicht es cos zu betrachten. Ahnlich wie oben erhalten wir

: 3z T s T3 3 : 2T T T 2T S QST
— 6 — us s — us s T _ us T _ s
1 (§ (COS 6 + 1sIn 6) COS 6 + 3icos 6 S1n 6 3 cos 6 S1n 6 18111 6"

Wenn wir den Realteil nehmen und durch cos ¥ > 0 dividieren (siche Satz 4.49),
folgen die Gleichungen

cos®> T = 3sin? §=3-3 cos? 5 und somit cos® T = %,

s
6 6

sodass cos T = ¥3 gilt. Die anderen Behauptungen zeigt man entsprechend, wobei

6 2
. 1T s
man von i = e?1 bzw. —1 = €35 ausgeht.
Wir definieren zwei weitere, abgeleitete Winkelfunktionen.

DEFINITION 4.50. Der Tangens ist durch tanx = S22 fiir x € R\ {%—l—kﬂk €7}

CcosxT

und der Kotangens durch cotx = <52 = L fir x € R\ {k7 |k € Z} gegeben.

sinx tan x

BEMERKUNG 4.51. Nach Satz 4.12 und (4.18) sind tan und cot auf ihren Defi-
nitionsbereichen stetig und m-periodisch, und ferner gilt die Verschiebungssformel

sin (3: + %)

m:—tan(x+§),

cotx =

sodass wir uns auf den Tangens konzentrieren kénnen. Aus (4.19) ergeben sich die
speziellen Funktionswerte

tanf = 2= tanf =1, tanf =3, (4.20)

Sei z € R\ {% + k7 |k € Z}. Dann gilt tan(—z) = =222 = — tan z. Weiter folgen

Cos T

aus Satz 4.49 fiir 0 <z <y < 7 die Ungleichungen

sinx sin sin
< y < -

tanx =
cosT cosT cosy

Mittels tan 2 = — tan(—x) und Bemerkung 4.36 schliefsen wir, dass tan auf (—% E)

strikt wéchst, und wegen der m-Periodizitat auf jedem Intervall (—g—Hmr, %—H{:W) mit
k € Z. Zudem liefern Bemerkung 4.7 und Satz 4.49 die uneigentliche Konvergenz

tanz = o8 4 400 fir z — (g—i-knr);.
CoS T
Nach dem Intervallsatz Korollar 4.29 ist demnach tan : (—g + km, 5 + /mr) — R
fiir jedes k € 7Z strikt wachsend und bijektiv. O

Satz 4.49 und Bemerkung 4.51 erlauben uns die folgende Definition.
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DEFINITION 4.52. Die Umkehrfunktionen von

sin : [—%, %] — [=1,1], cos:[0,7] = [-1,1] und tan: (_%’

B

) =R
sind die Arcusfunktionen

arcsin : [—1,1] — [=Z,Z], arccos: [—1,1] = [0,7] und arctan:R — (=%, ).

Gemék Theorem 4.34, Satz 4.49 und Bemerkung 4.51 sind arcsin und arctan
strikt wachsend und arccos strikt fallend, und sie sind stetig und bijektiv.

Wir nutzen den Arcussinus aus, um ein (einfaches!) Beispiel dramatischer Di-
vergenz anzugeben, die auf ‘unendlicher Oszillation” beruht.

BEISPIEL 4.53. Sei f : Ry — R; f(z) = sin 1. Diese Funktion hat keine stetige
Fortsetzung in 0. Genauer gesagt, gibt es fiir jedes y € [—1, 1] die positive Nullfolge
(Tp)n = ((2mn+arcsiny)™!), mit f(x,) = y fiir alle n € N. Das folgende Schaubild
zeigt den Verlauf von f fiir z € [0.02, 1]. O

1
o.s [\ /\
o
ft le-2 of 0.4 os o6 0.7 os o 1.0
—o.5 v \/
1




KAPITEL 5

Differentialrechnung

Stets sei I C R ein Intervall, das mehr als einen Punkt enthélt. In diesem
Kapitel werden Ableitungen von Funktionen f : I — R definiert, diskutiert und
angewendet. Die Ableitung von f in xq € I liefert dabei gerade die Steigung der
Tangente an den Graphen gr(f) = {(z, f(z)) |z € I} von f im Punkt (zo, f(z0)).

Wie in Bemerkung 5.8 notiert, lassen sich die grundlegende Definition (5.1)
und die ersten Aussagen leicht auf komplexe Funktionen verallgemeinern. In der
weiteren Theorie der Differentialrechnung unterscheiden sich reelle und komplexe
Analysis aber gravierend; die letztere wird im zweiten Studienjahr behandelt.

5.1. Definition und Ableitungsregeln

Die Ableitung ist der Grenzwert des Differenzenquotienten Dy(x, xo) = %ﬁéxo)

fir z — xo. Er ist fiir @ € I\ {x¢} definiert und gibt die Steigung der Sekante
su(t) = f(xo) + Dy(x,x0)(t — z0), t € R, an (also der Geraden durch (xo, f(zo))
und (z, f(x))). Diese sollte gegen die Tangente an f bei x, streben.

DEFINITION 5.1. Sei xg € I. Fine Funktion f : I — R heifit in zq differenzier-
bar, wenn der Grenzwert

i L@ = F@0) . Fflwo+h) = flxo)

T—T0 xr — xo h—0 h

= o) = Lo = S pw) (5.0)

existiert. Die Zahl f'(xo) bezeichnet man dabei als Ableitung von f in xo. Wenn
f i allen xy € I differenzierbar ist, dann nennt man f differenzierbar auf I und
die Funktion

fI—R; x— f'(z),
ist die Ableitung von f. Wenn f' auf I differenzierbar ist, definiert man (falls
existent) die zweite Ableitung in xq durch f"(xo) = (f")(xo) und iterativ firn € N
mit n > 2 die n—te Ableitung in x¢ durch
F (o) = (FU7) (o).
Wenn diese fiir alle xy € I existiert, erhdlt man die n—te Ableitung f™ : I — R
auf I. Analog erkldrt man die rechts- bzw. linksseitigen Ableitungen in x¢ durch

EF ) 1) =)

dx roat T — X

(5.2)

(soweit sie existieren). Man setzt auch fO = f.

91
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Gelegentlich (vor allem in Beispielen) verwenden wir diese Begriffe auch fiir
Funktionen, die auf Vereinigungen von Intervallen (z.B. auf R\ {0}) definiert sind.
Die folgenden Satze wendet man dann auf die Teilintervalle separat an, was meist
nicht zu Problemen fiihrt. (Vergleiche aber Beispiel 4.32.) Man beachte, dass beim
Differenzenquotienten im Grenzwert x — xy der Nenner verschwindet, sodass auch
der Zéhler ‘mindestens so schnell wie x — xy” gegen 0 gehen muss.

Wenn 2y = min [ ist, dann sind die Limiten in (5.1) und (5.2) (mit ™) gleich-
wertig und wir haben f'(zo) = %(mo). Die linksseitige Ableitung in x( ist nicht
definiert. Entsprechendes gilt fiir £y = max [. Man erhélt Varianten der folgenden
Rechenregeln fiir halbseitige Ableitungen somit, wenn man f auf I N [z, 00) bzw.
I'N(—o0, 1] einschriinkt. Sei xg kein Randpunkt. Auf Grund einer Ubung ist dann
f genau dann in xg differenzierbar, wenn die halbseitigen Ableitungen existieren
und gleich sind, und dann gilt f'(z¢) = %(xo).

Wir diskutieren zwei Motivationen fiir den Begriff der Ableitung.

BEMERKUNG 5.2. a) Sei f in zq differenzierbar und sei t(z) = f(xo)+ f'(xo)(z—
xo) fiir z € R die Tangente an gr(f) bei zg. Sei g(z) = f(xg) +a(z —xp) fiir z € R
und ein a # f’ (9(:0) eine andere Gerade durch (z, f(x¢)). Fiir £ — z( konvergieren

‘f _ ’_‘f — —a‘ — | f'(z0) —a] >0,
L — Zo T — Tg
‘fx—xo -7 _( - o] = 17e0) — )] =0,

Satz 4.5 mit € = |f’( 0) — a|/3 liefert nun so einen Abstand ¢ > 0, dass

’>|f —a|—5—2£>s>‘f

T — T —x

fir alle z € I mit 0 < |z — xo| < 0 gilt. Fir diese z folgt also |f(x) — g(z)| >
|f(z) — t(x)|, sodass die Tangente die beste lineare Approximation an f in der
Nahe von zq ist.

b) Sei u(t) der Wert einer Grofe (z.B. Stoffmenge oder Ort) zur Zeit ¢t € R und
sei h # 0. Dann ist +(u(t + h) — u(t)) die mittlere Anderung von u im Intervall
[t,t -+ h], bzw. [t + h,t]. Somit ist u/(t) die momentane Anderungsgeschwindigkeit
der Grofe u zur Zeit t (soweit existent). Auf dieser und dhnlichen Interpretationen
beruht die Bedeutung der Ableitung in den Anwendungen. O

Bevor wir die grundlegenden Eigenschaften der Ableitung herleiten, besprechen
wir einige Beispiele, die man ohne weitere Theorie behandeln kann.

BEISPIEL 5.3. a) Es seien m, a € R fest gegeben und f : R — R; f(z) = mz+a.
Dann existiert f'(x) = m fiir alle z € R, da der Differenzenquotient durch
flx+h)—f(x) mx+h)+a—mz—a

= =m

r+h—2x h
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fiir alle x € R und h # 0 bestimmt ist.

b) Sei f : R — R; f(z) = |z|. Dann existieren die halbseitigen Ableitungen
%(O) = £1. Da sie ungleich sind, ist f im ‘Knick’ 0 nicht differenzierbar. Dies
folgt aus der Gleichung

f(z) = £(0) :{5:1, >0,

x—0 —“=—-1, z<0.

¢) Sei f:Rsp — R; f(x) = /x. Dann existiert f'(z) = ﬁ fir z > 0, aber f
ist bei der ‘Spitze’ 0 nicht differenzierbar.
BEWEIS. Seien xg > 0 und x > 0 mit x # x,. Dann gilt

f(-%)—f(-fo):\/_—\/x_oﬁ—l—\/x_o:x—xo 1
T — X T—T) T+ \Tg T—To\T+ /T

Im Grenzwert x — x erhalten wir die Ableitung f'(z¢) = 2\/1?0. Fir zp = 0

divergiert aber wegen Bemerkung 4.7 der Differenzenquotient

fl) = f(0) 1

=— — oo fiir z—0". O
x—0 NG o
Zunachst zeigen wir, dass Differenzierbarkeit eine stérkere Eigenschaft als Ste-
tigkeit ist. Umgekehrt sind die Funktionen in Beispiel 5.3b) und c) zwar stetig,
aber in 0 nicht differenzierbar; siehe auch das drastische Beispiel 5.16.

SATZ 5.4. Sei f : I — R in einem xq €1 differenzierbar. Dann ist f in xq stetig.

BEWEIS. Seix € I\{x}. Die Differenzierbarkeit von f und Satz 4.6 implizieren

f(m)_f(%):M

T — X
Der néchste Satz beschreibt, wie die Ableitung zur algebraischen Struktur von
R passt, was etwas komplexer als in den bisherigen Kapiteln ist. Hierzu formt man
(8hnlich wie in Satz 2.7) die Differenzenquotienten so um, dass die Grenzwertaus-
sagen aus Satz 4.6 angewendet werden konnen.

(x —x9) — f(x0)-0=0, r—xo. O

SATZ 5.5. Seten f,g : I — R in einem xy € I differenzierbar und o, € R.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Es existiert (af + Bg)'(zo) = af'(xo) + By’ (xo). (Linearitét)
b) Es existiert (fg) (xo) = f'(x0)g(z0) + f(20)g (x0). (Produktregel)
c) Wenn zusdtzlich g(xg) # 0 ist, dann existieren

g (@)
<§> (:BO) - _g(xo)Qv
(i)'m)) _ J'(@o)g(xo) — f(x0)g'(x0)

g g(wo)?

: (Quotientenregel)



5.1. Definition und Ableitungsregeln 94

BEWEIS. Es seien z € I\ {x¢} mit © — z¢. Aufgrund der Voraussetzung und
Satz 5.4 strebt dann g(z) gegen g(z¢). Diese Beobachtung, die Annahmen und
Satz 4.6 implizieren die in a) und b) behaupteten Limiten

af(@) + Bg(x) = (af(z0) + B(x0)) _  F(x) = Flwo) | 50(x) — g(xo)

— af'(zo) + B9 (20),
f(@)g(x) = flzo)g(wo) _ flz) — f(o) o(2) + f(xo) g9(z) — g(xo)

T — T xr — To T — Ty
— f'(20)g(wo) + f(20)g' (xo)-
Sei nun g(xg) # 0. Geméfs Satz 4.6 gibt es dann so einen Radius r > 0, dass

g(x) # 0 fir alle x € I mit |z — x| < r gilt. Wie oben erhalten wir damit den
ersten Teil von ¢) mit der Rechnung

1 9(z)=g(zo) /
9@ _9@) _  wm g (@o)
— — -
T — @ g(x)g(x0) 9(wo)
Mit Aussage b) folgt daraus auch der zweite Teil von c). O

Zusammen mit Beispiel 5.3 erlauben es die obigen Regeln, Polynome und ratio-
nale Funktionen abzuleiten.

BEISPIEL 5.6. a) Seien n € N und f, : R — R; f,(z) = ™. Dann besitzt f,, die
Ableitung f! : R = R; f/(z) = na"'.

BEWEIS. Beispiel 5.3a) behandelt den Fall n = 1. Die Aussage gelte fiir ein
n € N. Wegen f,.1(z) = f.(z)x liefert dann die Produktregel Satz 5.5b) die
Ableitung f;,,,(x) = na" 'z + 2" - 1 = (n+ 1)z". Die Aussage folgt induktiv. O

b) Seien p und ¢ # 0 Polynome, wobei p(z) = a,z™ + ---a1x + ay fiir feste
Koefhizienten a; € R ist. Geméf a) und Satz 5.5 sind dann p: R - R und f = § :
{x € R | q(z) # 0} — R differenzierbar. Dabei gilt p'(z) = na,z" ' + - +a;. ¢

In den Sétzen 5.7 und 5.10 folgen die Ketten- bzw. Umkehrregel zur Ableitung
von Zusammensetzungen und Inversen von Funktionen. Es sei betont, dass diese
und die obigen Ableitungsregeln von zentraler Bedeutung fiir die Analysis und ihre
Anwendungen sind.

SATZ 5.7. Essei f : I - R inxzg € [ undg:J — R in f(xy) differenzierbar,
wobei J ein Intervall mit f(I) C J sei. Dann ist die Funktion h =go f: 1 — R
mn xq differenzierbar mit der Ableitung

(g0 f)(x0) = g'(f(20)) [ (o).
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BEWEIS. Seien z,, € I\ {zo} mit x,, — x fiir n — co. Geméaf Voraussetzung
und Satz 5.4 strebt (f(z,)), gegen f(zo). Die Annahmen und Satz 4.6 implizieren

a(f(x,)) — g(f(0)) {o, flzn) = flwo),

P sfon))-alften) o) Sl 7} 2 F(zy),

— g (f(0)) [ (20), n — 0o.

Beim Grenzwert haben wir dabei verwendet, dass f’(x¢) = 0 gilt, wenn der erste
Fall unendlich oft auftritt, also f(z,;) gleich f(zo) fiir eine Teilfolge (z,,); ist. O

BEMERKUNG 5.8. Sei f : D — C fiir (z.B.) D = C oder D = B(zg,r). Man
definiert f’(z) fiir z € D wie in (5.1). Die obigen Aussagen und ihre Beweise gelten
dann entsprechend. Auch Theorem 5.12 unten bleibt giiltig, wenn auch mit einer
Beweisvariante. Satz 5.10 muss allerdings im Komplexen modifiziert werden. ¢

Bei der Anwendung der Ketten- und Produktregel muss man zunéchst Abbil-
dungen finden, aus denen die gegebene Funktion zusammengesetzt ist und deren
Ableitungen man kennt.

BEISPIEL 5.9. Die Funktion f: R — R; f(x) = v/1 + 22, ist differenzierbar mit
f'(x) = 7= fir alle z € R.

BEWEIS. Wir haben f = wop fiir die Funktionen p: R — R; y = p(z) = 1+ 22,
und w : Ry = R; w(y) = /y, wobei p(R) = [1,00) € R,. Diese besitzen die
Ableitungen p'(z) = 2z und w'(y) = (2/y)~' nach den Beispielen 5.6 bzw. 5.3.
Gemaék der Kettenregel Satz 5.7 ist dann f fiir x € R differenzierbar mit

1 T
"(x) = () = —— O
f@) =5 =@

V1+a?2

Wir berechnen die Ableitung der Umkehrfunktion injektiver f : I — R an einer
Stelle 2o mit f'(z) # 0. Da wir zusétzlich die Stetigkeit von f annehmen, ist f
laut Bemerkung 4.33 schon strikt monoton.

SATZ 5.10. Es sei f : I — R strikt monoton und stetig, sowie differenzierbar
in einem xo € I, wobei f'(xo) # 0 gelte. Dann ist die Umkehrfunktion g = f=1 :
fI) = R inyg = f(xg) differenzierbar und es gilt

—1\/ 1 1
U0 = 5 0) ~ Pl
BEWEIS. Aufgrund der Stetigkeit von f ist f(/) nach Korollar 4.29 ein Inter-
vall. Sei y = f(z) € f(I) \ {yo} mit y — yo. Da f strikt monoton ist, existiert
die stetige und injektive Umkehrabbildung f~!: f(I) — R gemiif Theorem 4.34.

Daraus folgt die Konvergenz z = f~!(y) — xo = f~'(yo) und dass x # =z ist.
Wegen f'(xq) # 0, liefert Satz 4.6 schliefslich

fHy)— ) x—x [ 1
V@ f@) ) FUm) -
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Man beachte, dass man in der Umkehrregel f~! in f’ einsetzt. Wir geben ein
typisches Beispiel an, weitere folgen gleich.

BEISPIEL 5.11. Es sei f : Rsg — R; f(z) = 2, fiir ein festes n € N. Nach

Beispiel 4.35 existiert die Umkehrabbildung w == f~! : Rsg = R; y — y%. Fiir
alle y > 0 ist die Funktion w differenzierbar mit w'(y) = ly%_l.

n

BEWEIS. Seien 2 > 0 und y = f(x) = 2" > 0. Dann gilt + = y*/™. Nach
Beispiel 5.6 besitzt f die Ableitung f’(z) = nz"~! > 0. Die Umkehrregel Satz 5.10
und die Potenzgesetze in Bemerkung 4.48 zeigen nun die Differenzierbarkeit von
w und die Gleichung

1 1 1 2
"(y) = = = —qyn L

nxn—l

g

Auf der Grundlage etwas tiefer liegender Resultate werden wir in Korollar 5.34
sehen, wie man Potenzreihen ) a,z" ableiten kann. Wir formulieren die resul-
tierende Aussage schon jetzt, um weitere Bespiele behandeln zu kénnen. Man
differenziert einfach jeden Summanden a,z™ separat (wobei der nullte Term ay
verschwindet). Die so entstehende Reihe konvergiert dann auf (—p, p) gegen f'(z).

THEOREM 5.12. Es sei ), o a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p >
0. Dann hat auch die Potenzreihe ), -, na,z" ' den Konvergenzradius p. Weiter
ist die Funktion f : (—p,p) = R; f(x) =D a,a", differenzierbar mit

f(z) = Znanx"’l fir x € (—p,p).
n=1

BEISPIEL 5.13. a) Nach Theorem 5.12 sind exp, sin, cos : R — R differenzierbar.
Dabei gelten exp’ = exp, sin’ = cos und cos’ = —sin. Seien ¢ € R und ¢/ : R — R;
l(x)=ax. Da e*® = (expol)(x), liefert Satz 5.7 die Ableitung (e**)' =ae® fiir x €R.

BEWEIS. Sei z € R. Es gelten exp(z) = > o2 %; und cos(z) = Y07 &;3? zn
nach den Beispielen 3.25 und 3.32. Mit Theorem 5.12 erhalten wir

/ - N on-1 - xk T
exp(x):zmx :Zﬁze’
n=1"" k=0 "
Iy — (=120, _ o (=) 2%k+1 _
Cos (x)—z o) x —Z(2k+1)!m = —sinz.
n=1 k=0

Hier haben wir k = n — 1 substituiert. Die Formel sin’ = cos zeigt man &hnlich. (J
b) Die Funktion tan = 32 : R\ {Z + kr | k € Z} — R, siehe Definition 4.50, ist
differenzierbar mit der Ableitung

tan () = sin’(x) cos(z) — sin(z) cos'(x) _ cos’ x + sin’x ot tan’a — 1 |
cos?(x) cos? x cos?

wobei wir die Quotientenregel in Satz 5.5, Teil a) und Satz 3.33 benutzt haben.
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c¢) Der Logarithmus In = exp~! : R, — R aus Definition 4.46 ist differenzierbar
mit der Ableitung In’(y) = i fiir y > 0.

BEWEIS. Sei y = ¢* > 0 fiir x = Iny € R. Wegen exp’(z) = e* > 0 laut Teil a),
liefert die Umkehrregel Satz 5.10 die Ableitung In'(y) = eil = i OJ

d) GemiR Definition 4.47 sei f : Ry, — R; f(z) = 2% = e*!"®_ fiir ein festes
a € R gegeben. Dann ist f differenzierbar mit f’(x) = az®! fiir alle z > 0.
BEWEIS. Wir schreiben f = exp og fiir die Funktion g : Ry — R; g(z) = alnx.

Da ¢'(z) = 2 nach c) gilt, folgern wir aus der Kettenregel und den Potenzgesetzen,

dass f die Ableitung f'(z) = e*"*2 = qx®~! fiir x > 0 besitzt. OJ

T
T T

e) Der Arctustangens arctan = tan™' : R — (=3, %) ist differenzierbar mit

arctan’(y) = ﬁ fir y € R. (Siehe Definition 4.52.)
BEWEIS. Wir haben genau dann z = arctan(y) € (=3, %), wenn y = tanz € R
ist. Teil b) zeigt tan’(x) = 1+tan?(x) = 1+y* > 0, sodass gemiR der Umkehrregel

arctan’(y) = 1/tan’(z) = 1/(1 + y?) existiert. 0O

Im folgenden Beispiel behandeln wir eine stiickweise definierte Funktion mit
iiberraschenden Eingenschaften.

BEISPIEL 5.14. Die Funktion
fiR=R; f(x):{

2 1
récos L, T #0,
0, x =0,

ist geméfs Produkt- und Kettenregel und Beispiel 5.13 differenzierbar auf R\ {0}
mit der Ableitung
1
Auch bei z = 0 besitzt f die Ableitung f/(0) = 0, da
‘f (z) —
T —

(j)‘"(())’ = |zcosi| < |z| — 0

f(x) =2z cost —a®sin(d) (—%) =2z cos L + sin .

fir x — 0. Allerdings konvergiert f’(z) fir + — 0T nicht, siche Beispiel 4.53.
Somit ist f’: R — R unstetig, und dies auf dramatische Weise. O

Die néachste Definition schlieft solche unangenehmen Funktionen aus.

DEFINITION 5.15. Eine Funktion f : I — R heif§t stetig differenzierbar, wenn
f auf I differenzierbar und f' auf I stetig ist. Entsprechend definiert man n—fach
stetig differenzierbare Funktionen fir n € N. Man schreibt C™(I) = {f : I — R |
[ ist n—mal stetig differenzierbar} und C*(I) = ),y C" ().

Wir bemerken, dass C"(I) ein Vektorraum und die Abbildung D : C'(I) —
C(I); Df = f', linear ist (siche Sétze 5.5 und 4.12). Im néchsten wichtigen Beispiel
konstruieren wir eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion f : R — R.!

IDer Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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BEISPIEL 5.16. Fiir n € N betrachten wir die 4™ "-periodische Funktion f, : R —
R, die durch f,(z) =z fir0 <z < 4™ und f,(z) =4 -z fir 34" <2 <47
gegeben ist. Also ist f, ein Zackenlinie mit Steigungen +1 auf Intervallen der
Linge 147" Da |[|fullc = 547" ist, existiert die Funktionenreihe f : R — R;
f(x) =377 fu(z), laut Satz 4.43, und sie ist wegen Theorem 4.41 stetig.

Sei nun z € R fest gewahlt. Fiir jedes n € N ist f,, zwischen z und z + ¢,
linear mit Steigung 1 oder —1, wobei ¢,, entweder gleich —}14*” oder gleich 4114771
ist. Sei k < n. Die Funktionen f; sind auch zwischen x und x + t,, linear, sodass
ihr Differenzenquotient dy,, = ¢, ' (fr(x + t,) — fr(z)) in {—1,1} liegt. Sei k > n.
Dann hat f;, die Periode ¢,, und somit ist hier dj,,, = 0. Sei p,, € Ny die Anzahl der
positiven d ,,. Damit erhalten wir

dyi= L (flw+t) = f@) =D den=pu—(n—=pa) =2, 7.

Also hat d, 11 — d,, = 2(ppy1 — pn) — 1 mindestens den Betrag 1 und (d,), kann
nicht konvergieren, d.h., f ist bei x nicht differenzierbar. O

5.2. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Ableitungen erlauben weitgehende Aussagen iiber das qualitative Verhalten von
Funktionen, wobei die resultierenden Bedingungen oft vergleichsweise leicht nach-
zupriifen sind. Da wir im Reellen arbeiten, konnen wir im Folgenden dafiir we-
sentlich Monotonie und Positivitdt ausnutzen. Wir beginnen mit grundlegenden
Definitionen, die wir etwas allgemeiner als hier nétig formulieren.

DEFINITION 5.17. Es seien D C C, 29 € D und f : D — R. Die Funktion f hat
ein lokales Maximum (Minimum) in zy, wenn es so einen Radius r > 0 gibt, dass
f(z0) > f(2) (bzw. f(20) < f(2)) fiir alle z € DN B(zg,7) gilt. In beiden Fillen
spricht man von einem lokalem Extremum, und man nennt z, lokale Maximalstelle
(Minimalstelle). Das Extremum heifst global, wenn die obigen Ungleichungen sogar
fir alle z € D gelten, und es heifit strikt, wenn diese mit >’ (‘<’) erfillt sind.

Man beachte, dass Maxima (jeglicher Art) von f den Minima von — f entspre-
chen. Wir zeigen zuerst eine wichtige notwendige Bedingung fiir Extrema in einem
offenen Intervall.

SATZ 5.18. Sei —o0o < a < b < oo. Die differenzierbare Funktion f : (a,b) — R
besitze ein lokales Extremum in xo € (a,b). Dann gilt f'(xo) = 0.

BEWEIS. Seien x( eine lokale Maximalstelle, » > 0 wie in Definition 5.17 und
§ = min{xy — a,b — xo, 7} > 0, wobei g — (—00) und oo — zy gleich co gesetzt
werden. Dann liegt J = (¢ — 0,29+ d) in (a,b) und es gilt f(z) < f(zo) fiir alle
x € J. Daraus folgen die Ungleichungen

() — f(xo) {z 0, =<

xr — X <0, x>z,
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fir x € J\ {xo}. Im Grenzwert © — x{ liefert dann Satz 4.6 die beiden Relationen
f'(zg) > 0 und f'(x¢) <0, woraus die Behauptung folgt.

Wenn z eine lokale Minimalstelle ist, dann hat —f ein lokales Maximum in z.
Der erste Schritt zeigt dann — f’(xo) = 0 und damit die Behauptung,. OJ

Randextrema werden in den Ubungen besprochen. Hier muss die Ableitung nicht
verschwinden, z.B. bei f : Ryg — R; f(z) = z, mit dem globalen Minimum

f(0)=0und f(0) =1

BEMERKUNG 5.19. In Satz 5.18 ist die Implikation ‘<=’ im Allgemeinen falsch.
So ist die Funktion f: R — R; f(z) = 23, strikt wachsend und besitzt somit keine
lokalen Extrema. Gleichwohl gilt f'(0) = 0. O

Das néchste Beispiel zeigt, wie das obige Resultat und der Satz von Maximum
(Theorem 4.24) es oft ermdglichen, Extrema zu berechnen ohne héhere Ableitungen
zu bemiihen (vergleiche Korollar 5.25). Weiter kann Satz 5.18 sicherstellen, dass
man alle Extremstellen gefunden hat.

BEISPIEL 5.20. Die Funktion f : Ry — R; f(z) = ze™*, hat das globale
Maximum % und das globale Minimum 0. Diese werden nur bei x1 = 1 bzw. g =0
angenommen. Es gibt keine weiteren lokalen Extrema. Ferner ist f(Rso) = [0, 1].

BEWEIS. Es gelten offenbar f(0) = 0 und f(z) > 0 fiir alle x > 0, sodass 0 das
globale Minimum ist und nur bei o = 0 angenommen wird.

Sei 1 € R, eine andere lokale Extremstelle von f. Diese geniigt nach Satz 5.18
der Gleichung 0 = f'(z1) = e ™ — z7e™"', woraus x; = 1 folgt. Wir sehen in
Beispiel 5.31, dass f(z) fiir © — oo gegen 0 konvergiert. Also gilt f(z) < f(1) =1
fur alle x > b ab einer Stelle b > 1. Nach Theorem 4.24 besitzt f auf [0,b] ein
Maximum m = f(§) > % Gemif der obigen Uberlegungen ist dieses global und
es gilt & = 1. Die letzte Aussage folgt dann aus dem Intervallsatz Korollar 4.29.0J

Der folgende Mittelwertsatz basiert auf Theorem 4.24 und Satz 5.18. Er ist die
Grundlage fiir viele der folgenden Resultate, indem er die Differenz von Funktions-
werten mit der Ableitung direkt (ohne Grenzwert) verbindet. Man beachte aber,
dass tiber die Zwischenstelle £ € (a,b) nichts weiter bekannt ist.

THEOREM 5.21. Seiena <binR und f,g : [a,b] — R stetig und differenzierbar
auf (a,b). Dann ezistiert ein Punkt & € (a,b) mit

(f(b) = f(a))g'(§) = F'(€)(g(b) — g(a)). (5:3)
Fiir die Funktion g(x) = x ergibt sich der Mittelwertsatz
rie=L0-1 (5.4)

Im Falle f(b) = f(a) erhalten wir f'(§) = 0 (Satz von Rolle). Weiter folgt aus
0= || f'loo,(ap) < 00 die Lipschitzstetigkeit | f(z)— f(y)| < llx—y| firz,y € [a,b].
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BEWEIS. 1) Sei h : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) mit h(a) =
h(b). Wenn h konstant ist, verschwindet A’ natiirlich auf ganz [a,b]. Sei h nicht
konstant. Nach Theorem 4.24 hat h ein Maximum und ein Minimum auf [a, b],
wovon nun mindestens eines an einer Stelle £ € (a,b) angenommen werden muss.
Satz 5.18 impliziert dann die Behauptung A'(£) = 0 in diesem Fall.

2) Sei zuerst g(a) = g(b). Dann existiert nach Schritt 1) ein & € (a,b) mit ¢'(§) =
0, sodass (5.3) gilt. Sei nun g(a) # g(b). Wir reduzieren auch diesen Fall auf Teil 1).
Dazu wollen wir g zu einer Funktion i wie in 1) modifizieren. Da die Bedingung
h(a) = h(b) eindimensional ist, kann man hoffen, dass ein Ansatz mit nur einem
freien Parameter ¢ € R erfolgreich ist. Im Hinblick auf (5.3) modifizieren wir g
mittels f zu der Funktion h. := f + cg. Die gewiinschte Gleichung h.(a) = h.(b)

ist aquivalent zu
s ) - f@)

(Hier nutzen wir aus, dass g(a) # ¢(b) ist und ¢ vor g gesetzt wurde.) Fiir dieses
c liefert Schritt 1) eine Stelle € € (a, b) mit

f(b) — f(a)
0=h() = O+ 2L ().
(&) = f(&) o(@) = g(0) 9
Eine Umformung ergibt (5.3). Die letzte Behauptung folgt durch Anwendung von
(5.4) auf die Einschdnkung von f auf [z,y]| bzw. [y, z]. O

Wir ergénzen Satz 2.31 zur einfachsten Version des Banachschen Fixpunktssatzes.

BEMERKUNG 5.22. Sei f : [a,b] — [a,b] eine strikte Kontraktion (also |f(z) —
f(y)] < q|lz—y| fir ein g € [0,1) und alle z,y € [a,b]), z.B. existiere die Ableitung
mit ¢ == || f'||oc < 1. Dann gibt es genau einen Fizpunkt x, € [a,b] mit f(x,) = z..

BEWEIS. Wihle zg € [a,b] und setze rekursiv x,, = f(z,-1) € [a,b] fiir n € N.
Laut Satz 2.31 und der Abgeschlossenheit von [a, b] konvergiert (x,), gegen eine
Zahl z, € [a,b]. Da f stetig ist, folgt f(z.) = x. aus der Definition von z,.
Auch y, € [a,b] erfille f(y.) = y.. Dann liefert die Voraussetzung |z. — y.| =
|f(z.) = f(y)] < gl — .| und damit z, = y,. O

Wie nach Satz 2.31 skizziert, kann die obige Rekursion ein diskretes dynami-
sches System darstellen. Das folgende Beispiel stammt von Fibonacci (ca. 1230),
in biologischer Hinsicht enthélt es offenbar zahlreiche unplausible Annahmen.

BEISPIEL 5.23. Seien f 1 = fo = 1 und f, = f,1 + fano fir n € N die
Fibonacci-Zahlen. Die Quotienten z,, = f,/f,—1 mit x; = 2 erfiillen dann z,,; =
1+ % = 1+ - = g(x,). Nach einer Ubung liegt z, in [3,2] = I. Auf I ist
|¢'(x)| = 272 durch § beschréinkt. Somit konvergiert (x,,), gegen eine Zahl z, € I
mit z, = 1+ xi = 1(1+ V/5) wegen Bemerkung 5.22 und der Ubung.

Diese Folge tritt haufig auf. Wir betrachten als Beispiel eine Population von
Paaren von Kaninchen, die nach einem Monat geschlechtsreif werden und dann bei
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jedem Monatswechsel ein neues Paar Kaninchen zeugen, das nach einem Monat
geboren wird. Seien a,, (b,) die Anzahl der (nicht) geschlechtsreifen Kaninchenpaa-
re im Monat n € N, sowie ag = a_; = 1 und by = b_; = 0. Dann gelten b, = a,,_,
und a,, = a,,—1 + b,_1 fir n € N. Durch Einsetzen erweist sich die Gesamtanzahl
fn =ap+ bn =ap-1+ bnfl +ap—1 =ap2+ bn72 + bnfl + ap-1 = fn72 + fnfl

als Fiboncci-Folge. Somit bestimmt der Quotient x,, den monatlichen relativen
Zuwachs der Kaninchenpopulation. O

Das Vorzeichen von f’ bestimmt das Monotonieverhalten von f, wie der folgende
Satz zeigt. Mit I° bezeichnen wir das Intervall I ohne seine Randpunkte. Man
beachte, dass I genau dann offen ist (siehe Definition 1.7), wenn es I = I° erfiillt.

SATZ 5.24. Fir ein differenzierbares f : I — R gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Funktion f wdchst (fallt) genau dann, wenn f'(z) > 0 (f'(z) < 0) fir
alle x € I gilt. Also ist f genau dann konstant, wenn f'(x) =0 fir alle x € I gilt.

b) Sei f'(x) >0 (f'(x) <0) fir alle x € I°. Dann wachst (fallt) f strikt.

c) Sei f'(x) # 0 fir alle x € I°. Dann ist f injektiv.

BEWEIS. 1) Seien z,y € I mit y > x. Nach dem Mittelwertsatz Theorem 5.21
gibt es einen Punkt & € (z,y) C I° mit f(y)—f(z) = f'(§)(y—x). Wegen y—x > 0,
folgen daraus b), c), und die Implikation? <= in a).

2) Sei x # max I und f wachse (falle). Nach Satz 4.6 gilt dann

f'(z) i(f(@+h) = f(z)) 20 (<0).
Dies zeigt ‘=" in a). Fiir x = max [ verwendet man den Limes mit h — 0. O

In Satz 5.24b) und c) ist die Implikation ‘<’ z.B. fiir die Funktion f(z) = 23
aus Bemerkung 5.19 falsch. Wir folgern wichtige Kriterien fiir lokale Extrema, die
nicht am Intervallrand liegen. Randextrema miissen getrennt behandelt werden.

= lim
h—0+

KOROLLAR 5.25. Seien I offen, xo € I und f : I — R differenzierbar. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a) Wenn es so einr > 0 gibt, dass (xo—r,xo+71) C I, f'(x) >0 (bzw. f'(z) <0)
fir alle x € (xg — r,x0) und f'(x) <0 (bzw. f'(x) > 0) fir alle x € [xo,x0 +T)
gelten, dann besitzt [ bei xq ein lokales Mazimum (bzw. Minimum,).

b) Es sei f zweimal differenzierbar mit f'(xo) = 0 und f"(x¢) < 0 (bzw. f"(zo) >
0). Dann hat f bei xq ein striktes lokales Maximum (bzw. Minimum).

BEWEIS. Wir beweisen die Aussagen fiir Minima. (Maxima behandelt man,
indem man — f betrachtet.)
a) Nach Voraussetzung und Satz 5.24 a) gelten fiir alle xg —r < 21 < ¢ < 29 <
xo + r die Ungleichungen f(z1) > f(x¢) und f(xg) < f(z2). Also ist f(xp) ein
lokales Minimum.

2Hierbei reicht es die Bedingungen an f’ fiir x € I° zu stellen.
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b) Sei € = f"(x9)/2 > 0. Die Annahmen und Satz 4.5 liefern so einen Radius
d >0, dass J == (zg — 0,9 + 0) in I liegt und

/ / ol "
f (l’) _ f (iL‘) f ($0) > f//(xo) S — f (l’o) >0
T — g T — I 2
fur alle z € J \ {zo} gelten. Somit fallt f strikt auf (xg — d, x¢] und wéchst strikt
auf [zo, zo + 0) gemék Satz 5.24b). Wie in a) folgt nun die Behauptung. O

BEMERKUNG 5.26. a) Wenn in Korollar 5.25 die Gleichungen 0 = f'(z9) =
f"(xo) gelten, dann ist keine allgemeine Aussage moglich. Man betrachte dazu
die Funktionen f : R — R; f(x) = 2%, und g+ : R — R; gi(z) = +a?, deren
erste und zweite Ableitungen bei x = 0 verschwinden. Hierbei hat f keine lokale
Extremstelle, g, bei 0 ein striktes globales Minimum und g_ bei 0 ein striktes
globales Maximum. Die Abbildungen g+ belegen auch, dass in Korollar 5.25b) die
Implikation ‘<=’ im Allgemeinen falsch ist.

b) Das folgende einfache Beispiel illustriert die Rolle der Randextrema (die in
den obigen Ergebnissen nicht behandelt werden).

Sei f : [-3,2] = R; f(z) = 2* — 3x. Diese Funktion hat die Ableitungen
f(z) = 32®> — 3 und f"(x) = 6z. Daraus ergeben sich die folgenden Aussagen.

1) Genau dann gilt f'(z) = 0, wenn z? = 1, also x = +1, ist.

2) Wir haben f”(—1) = —6 < 0 und f”(1) =6 > 0.

Korollar 5.25 zeigt nun, dass f(—1) = 2 ein striktes lokales Maximum ist und
f(1) = —2 ein striktes lokales Minimum. Ferner hat f wegen 1) und Satz 5.18 auf
(—3,2) keine weiteren lokalen Extrema.

Nach Theorem 4.24 hat f ein globales Maximum und ein globales Minimum.
Wenn sie bei ¢ € (—3,2) angenommen werden, muss ¢ geméf der obigen Uberle-
gung gleich -1 oder 1 sein. An den Intervallrdndern gelten ferner f(—3) = —18 und
f(2) = 2. Somit ist f(—3) = —18 das globale Minimum und f(—1) = f(2) = 2
das globale Maximum, welche nur an diesen Stellen angenommen werden.

Weiter ist f” auf (—3, —1)U(1, 2) positiv und auf (—1, 1) negativ. Wegen Satz 5.24
wéchst es also strikt auf [—3, —1] und auf [1, 2], und fallt strikt auf [—1,1]. O

Wir diskutieren nun Eigenschaften, in denen sich etwa die auf R strikt wach-
senden Funktionen f(z) = 2% und g(z) = /x unterscheiden.

DEFINITION 5.27. Eine Funktion f : I — R heifst konvex (konkav), wenn sie
Ve,yel YViel0,1]: f(Q1—t)z+ty) < (1—1t)f(x)+1tf(y)

>)

erfillt. Man nennt & = (1 — t)z + ty = © + t(y — x) Konvexkombination.

Solche f kann man also in Konvexkombinationen hineinziehen und erhélt zu-
mindest eine Unleichung. (Bei einem linearen f hat man Gleichheit.) Ferner liegt
der Graph einer konvexen Funktion f iiber [z,y] unterhalb der Strecke zwischen
(x, f(z)) und (y, f(y)), wobei = < y sei. Man beachte, dass [z,y] = {(1 — t)x +



5.2. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen 103

ty |t €[0,1]} gilt. (Fiir gegebenes z € [z, y] wihle man ¢ = (z — z)/(y — x).) Eine
Funktion f ist genau dann konkav, wenn — f konvex ist.

Fiir alle m,a € R ist die affine Abbildung f : R — R; f(z) = mx + a, konvex
und konkav. Die Funktion g(x) = |z| ist konvex auf R (aber nicht differenzierbar
in 0), da |[(1 — )z + ty| < (1 —t)|z| + t]y| gilt.

Man kann diese beide Eigenschaften bequem durch die zweite Ableitung cha-
rakterisieren, falls diese existiert.

SATZ 5.28. Fiir eine differenzierbare Funktion f : I — R gelten die folgenden
Aussagen.
a) f ist genau dann konvex (bzw. konkav), wenn f’ wdchst (bzw. fallt).

b) Sei f zusdtzlich zweimal differenzierbar. Dann ist f genau dann konvez (bzw.
konkav), wenn f"(x) >0 (bzw. f"(x) <0) fir alle x € I gilt.

BEWEIS. Nach Satz 5.24 folgt Aussage b) aus a). Um a) zu zeigen, seien z,y € [
mit z < y, t € (0,1) und £ = (1 — t)z + ty € (x,y). Wir betrachten nur den
konvexen Fall, den konkaven behandelt man mit —f.

1) Es wachse f’. Theorem 5.21 liefert dann Punkte u € (z,£) und v € (£, y) mit

f&) — flx) _ f§) — flx) fy) = f&) _ fly) = f(§)

ty—z) =z WSO e = A =

wobei die Ungleichung u < v einging. Mittels y > x und ¢ € (0, 1), folgern wir die
Relation (1 —#)(f(&) — f(z)) < t(f(y) — f(&)), woraus sich die Konvexitét ergibt.
2) Es nun f konvex. Da t(y — z) > 0 gilt, erhalten wir daraus die Abschétzung

fletitly—2) = flx) _ f(A-Drtty) - fle)  (1=8)f(@) +1f(y) - f(z)
t(y — ) t(y — ) - t(y — )
fly) — f(z)

=———= =D,
y—x
Im Grenzwert ¢ — 0" impliziert diese Ungleichung mit Satz 4.6, dass f'(x) < D
gilt. Entsprechend zeigt man die untere Schranke

fly+ A=t —y) - f) o ,
(1=t)(z —y) B
und damit f’(y) > D im Limes t — 1~. Also wéchst f’. O

Mittels der obigen Charakterisierung, untersuchen wir einige Funktionen auf
Konvexitit oder Konkavitat, und leiten damit Ungleichungen her.

BEISPIEL 5.29. a) Die Funktion f : Ry — R; f(x) = 2%, ist fiir a €
(—00,0] U [1,00) konvex und fiir o € [0, 1] konkav. Dies folgt aus Satz 5.28 und
den Ungleichungen

f"(z) = afa — 1)z 2 {

207 ac (—O0,0]UU,OO),

fir z > 0.
<0, ae€]|0,1],
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b) Sei f : [0,7] = R; f(z) = sin(x). Da sin” = —sin < 0 auf [0, 7] gilt, ist f
konkav. Seien z € (0,%) und ¢ := 2 € (0,1). Mit # = (1 — )0 + ¢3 folgt dann die
Ungleichung sinz > (1 —¢)sin0 + ¢sin § = 2?5‘

c¢) Fir alle z,y > 0 und p € (1, 00) gllt
1 1
vy < —af + —y”, (Youngsche Ungleichung)
p p

wobei p' = }% und somit % + ]% = 1 sind.
BEWEIS. Der Logarithmus In : R, — R ist nach Satz 5.28 konkav, da In'(z) =
1/z und In"(z) = —27% < 0 fiir 2 > 0 gelten. Mit t :== ; € (0,1) (also (1—t) = 1)

und Bemerkung 4.48 folgt damit
ln( z? —|— SyP) > %ln(mp) + iln(yp/) =Inz +Iny.
Wenn wir hierauf exp anwenden, erhalten wir die gewiinschte Ungleichung
lclcp—i—l,ypZexp(lnw—l—lny)::cy. O

Die folgende L’Hospitalsche Regel erlaubt es oft, Grenzwerte vom Typ ‘9 oder

‘2’ zu berechnen. Wenn dabei die Voraussetzung B) vorliegt und f beschrankt

ist, folgt ubrlgens e 3 — 0 fiir x — b~ schon aus Bemerkung 4.7.

THEOREM 5.30. Es seien —o0o < a < b < +oo und f,g : (a,b) — R differen-
zierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Es existiere entweder

A) lim, - f(z) =lim, - g(xz) =0, oder

B) lim, - g(x) € {—o0,00}  (im uneigentlichen Sinne).

Ferner existiere lim,_,;- fg; = £ f?’jr ein { € R (im uneigentlichen Sinne fiir

{ = +00). Dann existiert lim,_;,- 272 = ¢ in R. (Entsprechendes gilt fiir v — a™.)

BeEwEIS. Wir behandeln nur den Limes fiir x — b, der fiir z — a™ kann analog
untersucht werden. Da ¢’ nirgends verschwindet, ist g nach Satz 5.24 injektiv und
hat somit hochstens eine Nullstelle 2y € (a,b). Wenn es keine Nullstelle geben
sollte, setzen wir zy = a. Die Funktion f/g ist nun auf (x,b) definiert. Wir
zeigen nun fiir f/g getrennt eine obere und eine untere Abschétzung, die dann den
behaupteten Grenzwert implizieren.

1) Sei zuerst ¢ € RU {—o0}. Seien ¢y > {1 > ¢ beliebig gegeben. Aufgrund der
Voraussetzung und Satz 4.5 bzw. Bemerkung 4.7, gibt es so eine Zahl 21 € (¢, b),
dass die Ungleichung

f'(u) )
</ fiir all b
7 = 1 tr alle u € [z1,b)
gilt. Wir wihlen x € [z1,b) und betrachten y € (z,b). Theorem 5.21 liefert dann
eine Stelle £ € (z,y) mit
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Wegen der Voriiberlegung und der Annahme kénnen wir dividieren und erhalten

) - f@) 1)
9(y) —g(x) '€
da & > x > x;. Wenn nun A) gilt, so ergibt sich schon
H@) iy I ZI@ i alle o€ o, ) (5.6)
g9(x) v g(y) —g(x)

Es gelte B). Dabei sei zuerst lim, ;- g(z) = oco. Nach Bemerkung 4.7 gibt es
dann so eine Zahl x5 € (z,b), dass die Abschéitzung g(y) > max{0, g(x)} fir alle
y € [x9,b) erfillt ist. Fiir y € [x2,0) liefert damit (5.5) die Ungleichungen
fly) = fx) — 9(y)

9ly)  gly) —g(z)’
f(y) < 9(y) — g(z) 04 flx) _ (1 3 MVIJFM_
9(y) 9(y) 9(y) 9(y) 9(y)
Geméf der Annahme B) und Bemerkung 4.7, konvergiert die rechte Seite fiir y —
b~ gegen (1. Wir finden also so eine Stelle z3 € [x2,b), dass

< b < ly, (5.5)

0 >

fy) -

—== </ fiir alle y € [x3,b 5.7

) =0 [23,0) (5.7)
gilt. Diese Aussage zeigt man entsprechend, wenn man lim, ;- g(z) = —oo an-

nimmt. Sie folgt auch im Fall A) aus der Ungleichung (5.6). Wenn ¢ = —oo ist,
schliefen wir aus (5.7) schon die Behauptung, da ¢, beliebig gewéhlt werden kann
(vergleiche Bemerkung 4.7).

2)% Sei nun ¢ € RU {oo}. Wiihle £ < ¢, < ¢. Wie in Schritt 1) erhalten wir eine
Zahl x| € (z9,b) mit % > () fir alle u € [2],b). Wir betrachten x € [z, ) und

y € (z,b). Theorem 5.21 liefert eine Stelle &' € (x,y) mit
(f(y) = f(@)d' (&) = f(E)aly) — 9(x)),

)~ 1) _1E)

9(y) —g(x)  g'(€) —
folgt. Im Falle A) ergibt sich

% :yligl% >0, >y fiiralle z € [2],b).
Alternativ gelte lim, ,,- g(x) = oo, und somit g(y) > max{0, g(x)} fir alle y €
[, b) und eine Stelle zf, € (x,b). Fiir y € [x},b) schliefen wir
, _fy)—fl@) gy fly) g, | fl=@)
e e e T ( g(y)>€1 Ty

woraus wie oben

0 >

3In der Vorlesung wurde dieser Schritt stark abgekiirzt.
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Gemaifs der Annahme strebt die rechte Seite fiir y — b~ gegen #}. Analog behandelt
man g(z) — —oo. Wir finden also insgesamt so eine Stelle z§ € (o, b), dass
% >l fur alle y € (z3,b) (5.8)
erfiillt ist. Diese Abschétzung liefert die Behauptung im Falle ¢ = oo alleine.
Sei ¢ € R. Fiir gegebenes € > 0 kann man hier ¢y = ¢+ ¢ und ¢ = ¢ — ¢ wéhlen.
Die Behauptung ergibt sich dann aus (5.7) und (5.8). O

Die nachsten Beispielen illustrieren, wie man die L’Hospitalsche Regel auch ite-
riert anwenden und wie den vorliegenden Term auf die Gestalt f/g fiir geeignete
f und g bringen muss. Weiter lafst sich die Regel mit der Stetigkeit bekannter
Funktionen kombinieren. Siehe auch die Ubungen. In Hinblick auf Teil e) ist es
wichtig, stets das Vorliegen der Fille A) oder B) in Theorem 5.30 zu {iberpriifen.

- = 1. (Genauso gilt lim, - 57— = 1.)

BEISPIEL 5.31. a) Es existiert lim,_o+ g5~ S
BEWEIS. Hier wihlt man f,g : (0,7/2) — R mit f(z) = = und g(z) = sinz.
Dann gelten ¢'(z) = cosz > 0 fiir z € (0,7/2), sowie f(z) — 0 und g(z) — 0 fiir
x — 0. Somit ist A) in Theorem 5.30 erfiillt. Ferner konvergiert
/
f/(x): L — 1, x— 0",
g (z) cosx

Also folgt die Behauptung aus der L’Hospitalschen Regel. U

b) Sei a > 0 fest. Es existiert lim, ,o+ z*Inxz = 0.
BEWEIS. Es sei g(x) = x~*. Die L’Hospitalsche Regel zeigt von rechts nach links
die Existenz der Limiten

Inz In’(x x !
lim z°lnz = lim — = lim /( ): lim — == lim z% = 0.
20+ =0t XY as0t ¢(T)  am0t —arTT Q20+

Hier gilt B) in Theorem 5.30, da g(z) und ¢'(z) fiir  — 0T uneigentlich gegen oo
bzw. —oo streben. U

c) Mit der Stetigkeit von exp : R — R folgt aus b) die Existenz des Grenzwerts
lim, o+ 2% = lim, ,o+ exp(zlnz) = 1.

d) Es existiert lim, ,,, 2"e™® =0 fir jedes n € N.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung fiir n = 2; der allgemeine Fall folgt per
Induktion. Eine zweimalige Anwendung der L’Hospitalschen Regel impliziert die
Gleichungen

2
. _ . . 2z .2
lim 2% = lim — = lim = = lim — =0,
T—00 z—o00 T r—o0 T z—00 et
wobei jeweils die Nenner fiir x — oo uneigentlich gegen oo streben. O

e) Fur die Funktionen f(z) = x und g(x) = cosz gelten bei a = 0 weder A)
noch B) in Theorem 5.30. Hier erhélt man direkt lim,_,o+ === = % = 0. L’Hospital

f (x) cosxT

wiirde das falsche Ergebnis lim,_,o+ ﬁ = lim,_,o+ ﬁ = —oo liefern! O
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5.3. Der Satz von Taylor und Potenzreihen

Im ersten Teil des Abschnitts werden wir Theorem 5.12 beweisen und Potenz-
reihen ableiten. Dazu zeigen wir zuerst einen allgemeinen Konvergenzsatz zum
Vertauschen von Ableitung und n-Grenzwert bei Funktionenfolgen (f,,),. Danach
diskutieren wir den Satz von Taylor, der mehrfach differenzierbare Funktionen
besser als mit Tangenten approximiert (vergleiche Bemerkung 5.2).

Wir beginnen mit einfachen Beispielen, in denen (unendlich oft) differenzierbare
Funktionen f, gleichméfig gegen eine Abbildung f konvergieren, und trotzdem ist
diese nicht differenzierbar bzw. (f/) konvergiert nicht gegen f’.

BEISPIEL 5.32. a) Seien f,, f : R = R; f,(x) = Va2 +n=2, f(x) = |z| fir neN.
Laut Beispiel 4.40 strebt (f,,), gleichmékig gegen f. Hier liegt f,, in C*°(R) und f
ist bei x = 0 nicht differenzierbar, siche Beispiele 5.9 und 5.3. Dabei konvergiert

1, x>0,
T
(1) = — — g¢g(x) =10, z=0,
file) = <y — 9lo)
-1, = <0.
punktweise fiir n — co. Wegen f(1) = \/Li’ strebt (f/) nicht gleichmébig gegen g.

b) Die Funktionen f, : R — R; f,(z) = \/Lﬁsin(nx), konvergieren fiir n —

oo gleichméfig auf R gegen die (differenzierbare) Nullfunktion f = 0. Trotzdem
divergiert z.B. f/(0) = y/ncos(n0) = /n fiir n — oo. O

Der folgende Hauptsatz zeigt, dass der punktweise Limes f einer Folge differen-
zierbarer Funktionen (f,), auch differenzierbar ist, wenn (f) gleichmdfig gegen
eine Abbildung ¢ konvergiert und es gilt f* = ¢. Es ist hier also erlaubt, Limes und
Ableitung zu vertauschen. Man kann dabei ‘punktweise’ und ‘gleichméfig’ nicht
vertauschen, wie Beispiel 5.32a) belegt.

THEOREM 5.33. Gegeben seien Funktionen f, € C'([a,b]) und f,g: [a,b] = R
derart, dass f, — [ punktweise und f, — g gleichmaf$ig auf [a,b] fir n — oo
konvergieren. Dann liegt f in C'([a,b]) und es gilt f' = g; wir erhalten also

Tim & fo(x) = & lim fulo) = L f(2).

BEWEIS. Sei z € [ fest gewihlt. Wir werden direkt zeigen, dass f'(x) = g(z)
existiert. Dazu approximieren wir punktweise den Differenzenquotienten von f
durch den von f,. Der Mittelwertsatz erlaubt es dann den fiir y — 0 verschwin-
denden Nenner y — z zu beseitigen. Wir bendtigen zwei Vorbereitungen zur Be-
handlung der auftretenden Terme.

Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Voraussetzung finden wir einen Index N, € N mit
I £ —glleo < e fiir alle n> N,. Ferner liefert Theorem 4.19 so einen Abstand d. >0,
dass alle u,v € I mit |u — v| < §. die Ungleichung |g(u) — g(v)| < e erfiillen.



5.3. Der Satz von Taylor und Potenzreihen 108

Betrachte y € I mit |z — y| < J.. Nach Theorem 5.21 existiert eine Stelle
&n = &nay ZwWischen x und y mit

s )] = i 11 (6) — (@)

Dabei ist |z — &,| < d.. Um die Vorbereitungen zu benutzen, fiigen wir +¢(§,,) ein
und erhalten

Yy—T

= lim
n—oo

Oben bendtigt man wesentlich die gleichméfige Konvergenz f, — ¢ und die
gleichméfige Stetigkeit von g, da man keine weiteren Informationen iiber &, hat.
Nun folgt leicht die gewiinschte Ableitungsregel fiir Potenzreihen in Theorem 5.12,
das wir auch etwas ergidnzen. Im Beweis und weiterhin schreiben wir gelegentlich
f(x) = 3,50 axx” fiir eine Potenzreihe. Wir denken dabei an die zugehérige Funk-

tion f: (—p,p) = R; f(z) = > r",arz”, im Falle eines Konvergenzradius p > 0.

KOROLLAR 5.34. Es sei Zkzo arx® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p >
0. Dann hat auch die Potenzreihe ZkZI kapz*1 den Konvergenzradius p. Weiter
ist die Funktion f: (—p,p) = R; f(z) = > ro,arx®, differenzierbar mit

f(z) = Z kapzh! fir x € (—p,p).
k=1

Auferdem liegt f in C°((—p,p)) und a = f(kk)!(o) gilt fiir alle k € Ny.

BEWEIS. Aus Satz 2.30 und einer Ubung folgt zunichst die Gleichung

lim {/k Jay| = lim Vk- Tim {/]ai] = 1/p.
k—ro0 k—ro0 k—ro0

Somit hat die Potenzreihe h(z) = >, ., kayz® den Konvergenzradius p. Die Cha-
rakterisierung von p in Theorem 3.29 zeigt nun, dass auch g(z) = h(z)/z =
> o1 kagz®1 den Konvergenzradius p besitzt.

Das Polynom f,, : (—p,p) = R; fu(z) = >_j_, ara”, strebt fiir n — co punkt-
weise gegen f(x). Sei |x| < r < p. Korollar 4.44 impliziert, dass die Ableitung
fi(z) = ST kagz*™! gleichméRig auf [—r, 7] gegen g(x) = Y oo, kapa*! kon-
vergiert. Aus Theorem 5.33 schliefen wir dann, dass f auf (—r,r) (und damit auf
(—p, p)) die Ableitung ¢ hat. Dies kann man iterieren, sodass f unendlich oft dif-
ferenzierbar ist. Dabei gilt etwa f"(z) = > 2, k(k — 1)apz* 2 fiir @ € (—p, p).
Indem man z = 0 einsetzt, erhédlt man die letzte Behauptung. O

Wir folgern nun leicht den wichtigen Identititssatz fiir Potenzreihen. Diese sind
schon gleich, wenn sie auf einem kleinen Intervall um 0 iibereinstimmen. Fiir andere
Funktionen ist das natiirlich falsch. Der Korollar besagt insbesondere, dass die
Koefhizienten einer Potenzreihe eindeutig bestimmt sind.
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KOROLLAR 5.35. Es seien f(x) = Y _ja,a" und g(x) = > ~obna™ Po-
tenzreihen mit Konvergenzradius p’,p? > 0. Es existiere so eine Zahl 0 < § <
min{p’, p?}, dass f(x) = g(x) fir alle x € (=4,6) gilt. Dann folgen schon die
Identititen a, = b, fiir jedes n € Ny, sowie f(z) = g(x) fiir |z| < p/ = p9.

BEWEISs. Nach Korollar 5.34 liegen f und ¢ in C*°((—p,p)). Die Annahme
impliziert dann die Gleichheit von £ (0) und g™ (0) fiir alle n € Ny. Somit folgt
die Behauptung aus dem letzten Teil von Korollar 5.34. |

Nach Korollar 5.34 hat ein Polynom f vom Grad n die Darstellung f(x) =

(k) . o . . :
Yo ! kkl(o)xk. Wie wollen nun mit diesem Ansatz jede n-mal stetig differenzier-

bare Funktion f in der N&ahe eines Punktes zy durch ein Polynom vom Grad n
approximieren. Dies fiihrt auf die folgenden Begriffe.

DEFINITION 5.36. Seien n € N, I offen, xo € I und f : I — R n—fach differen-
zierbar. Das n-te Taylorpolynom von f tm Entwicklungspunkt xg wird durch

noofk)
Tn,xof(w) = Z f k(|x0) (ZL’ - xO)k
k=0 ’

fir v € R definiert. Wir nennen R, 4.f = f — Thaof das n—te Taylor-Restglied
von f in xg. Sei f in xq beliebig oft differenzierbar. Dann ist

) (2, )
7,0 = 3 T (o)

k>0

die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt xq.

BEMERKUNG 5.37. Es gelten T, ., f(x0) = f(zo) fiir n € Ny und Tp,, f(z) =
f(zo). Weiter ist T} ., f gerade die Tangente an f bei xy. Wenn man h = z —

f(k)(wo). <>

setzt, wird aus einer Taylorreihe die Potenzreihe Y, .o axh” mit a, = £

Der folgende bedeutende Satz von Taylor zeigt die gewiinschte Approximations-
eigenschaft. Man hat keine weiteren Informationen tiber 6 € (0, 1), das von n und
x abhéngen kann. Man beachte, dass der Punkt xy = zq + 0(x — xg) zwischen z
und z liegt. Es gibt weitere Restgliedformeln, z.B. ersetzen wir in Analysis 2 die
Auswertung von f an der Zwischenstelle zy durch ein Integral iiber u.a. f.

THEOREM 5.38. Es seien n € N, I offen, x,29 € I und f : I — R n—mal

differenzierbar. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Es gibt so eine Zahl 0 = 0,,, € (0,1), dass das (n — 1)-te Restglied

F(@) = Tar () = Rocrg () = 7 (0 + 0 — 7)) & — )"

erfillt. — (Lagrangesche Restgliedformel)
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b) Es gebe zusitzlich ein M, >0 mit |f™ (y)| < M, fiir alle y € I. Dann folgt

() = Toan @) = R f ()] < 2

c) Sei f € C™(I). Dann strebt |x — xo|™" |Rn,$0f(x)| fiir x — o gegen 0.

d) Wenn f in C>*(I) liegt und R, ., f(x) — O fir ein x € I und n — oo gilt,
dann konvergiert die Taylorreihe T, f(z) gegen f(x).

BEWEIS. Wir wenden den Mittelwertsatz auf die differenzierbaren Funktionen

< 0z T — X A A
p0)= (-0 wd (= T ey

fir ¢ € [0, 1] an, wobei n € N und z, ¢ € I fest gewéhlt sind. Es gelten
9(0) = Thorao f(2), 9(1) = f(z), p(0)=1, p(1)=0.
Theorem 5.21 liefert nun eine Zwischenstelle 6 € (0, 1) mit
(9(1) — 9(0))p'(0) = (p(1) — p(0))g'(6).
Da p/(6) = —n(1 — 0)"~1 # 0 ist, erhalten wir

(1= 0" [ &2 FED (2 + 0z — 20))
n k!

k=0

(z — 20)* (1 — 0)"

f(aj) - Tnflymof(m) =

BSLT S
_ (1—9)1 n ) (2o + 0(z — 20))
n (n—1)!

f™ (204 0(x — 20))

- n! (2 = o),

(x —20)" (1 —6)"!

sodass a) gezeigt ist. (Substituiere j = k — 1 in der zweiten Summe.) Mit der
Beziehung

f(")(xo)

Tn:rof( ) n 1xof<x>+ n

folgt aus a) die Gleichung

(x — xo)"

™ (o
F0) = Do )] = [£(0) ~ T f o)~ ) oy

= %\f‘") (w0 + 0(z — 20)) — f™ (w0)] |2 — o™

Daraus ergeben sich die Behauptungen b) und c¢). Die Aussage d) ist eine direkte
Konsequenz von Definition 5.36. U
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Der Satz von Taylor erlaubt es, glatte Funktionen in der Néhe von xy sehr gut
durch Polynome zu approximieren. Ferner kann er helfen eine Reihendarstellung
einer gegebenen C*°-Funktion herzuleiten. Wir geben typische Beispiele an.

BEISPIEL 5.39. a) Seien f : R — R; f(z) = sinx, g = 0 und n = 5. Dann gelten
F(0) =0, f/(0) =cos0 =1, f(0) = —sin0 =0, f®(0) = —cos0 = -1, fD(0) =
sin0 = 0 und f® = cos. Daraus folgen Ty f(z) = z — £2° und |f®)(2)| < 1 fiir
alle z € R. Somit liefert Theorem 5.38a) die Abschétzung
[Riof(@)] = |sinz — ( xg) <P fraleser

= |sinz — (z — — — r

1o0f(x sinz — (2 - = )| < 705 tr alle x :
was fiir |z| < 5 auf |Ryof(2)| < 1077 filhrt. Das (unbeschrénkte) Taylorpolynom
ist aber fiir grokere |z| eine sehr schlechte Approximation von sin.

b) (Logarithmusreihe) Es gelten

0 -1 n—1 00 1 n—1
ln(l—l—x):Z%x” fir —1 <2 <1 und somit IHQ:Z%.
n=1 n=1

BEWEIS. Sei f : (—1,00) = R; f(z) = In(1 + ). Es gelten f'(z) = (1 + )7},
f'(x) = —(1+2)72 fO(z) = 2(1 + )~ und induktiv
—1)n—1 —1)! (n) —1)n—1
fgy - CUT =D f0) ()
(1+x)" n! n
fir z > —1 und n € N. Sei nun = € [—1/2,1] und n € N. Nach Theorem 5.38 gibt
es eine Zahl 6 € (0,1) mit

Roof(o)| = D@D 2l
0 (n+1)! (n+ 1)1 + G|+
n+1
m_a 0 S x S 17
< nl+1 o 1 l < 1 ‘
n_+1<1—\x|> , T3 =<0, n+l

Im Grenzwert n — oo folgt die Behauptung fiir x € [—1/2,1]. Der Fall x €
(—1,—1/2) kann mit einer anderen Restgliedformel &hnlich gezeigt werden, siehe
Abschnitt IV.3.9(d) in [1]. O

Die folgende Schreibweise erweist sich gerade in Anwendungen als niitzlich.

DEFINITION 5.40. Seien n € Z, r > 0 und f : (—r,r) — R. Es gebe eine
Konstante ¢ > 0 mit |f(x)| < c|z|™ fir alle x € (—r,7). Dann setzt man f(z) =
O(|z|™) fir x — 0. Falls sogar L&)

|z

f(x) = o(|z|™) fiir x — 0. Die Fille x — 0* und x — 400 behandelt man analog.

— 0 fir x — 0 konvergiert, schreibt man

Aus der obigen Definition folgt leicht 2™O(|z|") = O(|z|™™") fir z — 0 fur
alle m,n € Z, und ebenso fiir 0. Sei m < n. Dann impliziert f(z) = O(|z|") auch
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f(z) = O(|z|™) fiir x — 0, da |z|™ < r*™|z|™ fir |z| < r gilt. In Theorem 5.38 a)
folgt Ry o f(2) = O(|x—20|"*?) fiir # — 20 und f € C"((a, b)), siehe die Ubungen.

Wir illustrieren diese Landausymbole durch zwei Beispiele. Dabei diskutieren wir
die Binomialreihe und eine Funktion f, die unlgeich ihrer Taylorreihe ist.

BEISPIEL 5.41. a) Mit Hilfe der obigen Regeln folgt aus Beispiel 5.39 a)
g(z) = (x4 1)sine = (z + 1) (z — 12° + O(|z]*))
=a? — 42t + O(|z[°) + 1 — g2* + O(Jz)
=14 22"+ O(|z]"), x — 0.

b) Fiir « € R und n €N definiert man die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

(Z) _ a(a—l)-..T.L!- (a=n+1) (§> .

Sei a € Ny. Fiir n > « ist dann (z) = 0, und fiir @ > n stimmt die obige Definition
mit der des Binomialkoeffizienten vor (0.1) tiberein. Fiir v € R gilt

(1+2)*= ; <Z‘) 8 fiir v € (—1,1). (5.9)
Im Falle eine Polynoms mit a@ € Ny bricht diese Reihe ab und man erhilt den
binomischen Satz aus Beispiel 0.3. Wir geben zwei Zahlenbeispiele an:

A 1 x 3x2  had
Vito=1+2_ 2 0% Loz, —m =122 2T o).
te=ltg-g+ 00, = 5t 5~ 16 T O

Die Aussage (5.9) wird etwa in Satz 22.7 von [3] bewiesen. Dabei folgt die
Konvergenz der Reihe aus dem Quotientenkriterium Satz 3.14 und |z| < 1, da
e} :L.n—l-l i
(n+1) = « n -y
(i) " n+1
fiir n — oo konvergiert. Um jedoch die behauptete Gleichung zu zeigen, benotigt
man z.B. die Restglieddarstellung mittels des Integrals (vergleiche Analysis 2).
Wir diskutieren eine bekannte Anwendung aus der Physik. Sei ¢ die Licht-
geschwindigkeit und v € (—c¢,c¢) die Geschwindigkeit eines Teilchens mit Masse
m > 0. Dann hat das Teilchen die relativistische Energie

2 2 4 6
mc 9 1v 3v v
Blo) = —— =mé (1455 + 5 +0(5))
1-%
4 6
e M B ()
=mc + v+ S22 + 0O i)

Hier ist mc? die Ruheenergie, %02 die klassische kinetische Energie und 38mc§ die
‘erste relativistische Korrektur’.
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¢) Sei f(z) = e« fiir # > 0 und f(z) = 0 fiir < 0. Induktiv beweist man, dass
f auf R\ {0} beliebig oft differenzierbar ist und es fiir jedes n € N so ein Polynom
pn gibt, dass f((x) = p,(1/)f(z) fiir x > 0 gilt.
Beziiglich x = 0, liefert die Substitution y = 1/z zundchst den Grenzwert
lim e+ = lim e™¥ = 0.
z—0T Y—+00
Somit ist f auf R stetig. Wir zeigen per Induktion, dass f™(0) = 0 fiir alle n € N
gilt. Es existiere dazu f"~1(0) = 0 fiir ein n € N. Mittels Beispiel 5.31 folgern wir
lim L (fY(z) - fmD(0)) = lim+ %pn,l(%)e*% = lim yp,_1(y)e ¥ = 0.
z—0

z—0+ 7 y—00

Also liegt f in C*°(R), und offenbar konvergiert Ty f(z) = S2°° £ (T:,(O) ™ = 0 fir

n=0

alle z € R. Fiir # > 0 ist aber der Reihenwert der Tayloreihe ungleich f(z). ¢

Das obige Beispiel von Cauchy zeigt, dass es selbst fiir Funktionen f in C*(R)
mit konvergenter Taylorreihe nicht klar ist, ob deren Grenzwert mit f iiberein-
stimmt. Diese Frage kldren wir erst im zweiten Studienjahr befriedigend.

Wir diskutieren eine Anwendung der bislang entwickelten Theorie in der nume-
rischen Mathematik. Sei dazu f € C?([a,b]) mit f(a)f(b) < 0. Nach dem Nullstel-
lensatz Korollar 4.28 gibt es einen Punkt z, € [a,b] mit f(x,) = 0. Diese Nullstelle
kann man aber oft nicht explizit angeben, sodass man sie zumindest mit iterativ
berechenbaren Zahlen approximieren méchte.

Dazu nehmen wir an, wir héitten eine Approximation x, € [a,b] gefunden. Wir
definieren nun z,,,; als Nullstelle der Tangente t,, von f bei z,, also durch

t(@n1) = F(@n) + F(@0) (@i — 20) = 0.

Wenn f'(x,) # 0 ist, erhalten wir die Iterationsvorschrift des Newton Verfahrens

f'(xn)
Hier wird z,,; durch in diesem Iterationsschritt bekannte Terme bestimmt.

Es ergeben sich aber sofort mehrere Fragen: Ist f'(x,) # 07 Liegt x,1 in [a, b]?
Konvergiert das Verfahren — und wenn ja, wie schnell? Ist der Grenzwert eine
Nullstelle von f, was geschieht im Falle mehrerer Nullstellen? Wie wahlt man x,
wann bricht man die Iteration ab? Wir beschrinken uns hier auf einen einfachen
Fall, in dem diese Schwierigkeiten gar nicht auftreten oder geldst werden konnen.?

THEOREM 5.42. Es seien a < b in R und f € C*([a,b]) mit f(a)f(b) <0 und
f'(x) #0 fir alle € [a,b]. Weiter sei f konvex oder konkav. Wihle xy = b, wenn
f'(x) > 0 und f"(x) > 0 oder wenn f'(x) < 0 und f"(x) <0 fir alle x € [a,b]
gelten. In den anderen Fdallen wdihle xq = a.

Tnt1 = Tp —

fiir n € No. (5.10)

“Der niichste Beweis und das abschlieRende Beispiel wurden in der Vorlesung ausgelassen.
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Dann liegen die Punkte x, aus (5.10) fir jedes n € N in [a,b] und sie
konvergieren gegen die einzige Nullstelle x, von f in [a,b]. Setze weiter m =
Mingepo |f ()] > 0 und M = max,eay |f" ()] < oo. Fir jedes n € N geniigt
der Approximationsfehler dabei den Abschdtzungen

M
|xn+1 - ZE*| S %|wn+1 - xn|27 (511)

M
|Zpi1 — x| < %|xn — z,]%. (5.12)

BEWEIS. Die Zahlen M > 0 und m > 0 existieren nach Theorem 4.24 und
Korollar 4.25. Laut Korollar 4.28 und Satz 5.24 implizieren die Voraussetzungen,
dass es genau eine Zahl z, € [a,b] mit f(x,) = 0 gibt. Wir betrachten nur den Fall,
dass f' > 0 und f” > 0 auf [a, b] gelten; die anderen kann man analog behandeln.
Aufgrund von Satz 5.24 und Bemerkung 4.33 wachsen dann die Funktionen f und
f" auf [a,b] und f~1 auf f([a,b]).

1) Wir behaupten zunéchst, dass alle z,, in [z,,b] liegen und (x,), fallt. Wir
haben zg = b € [z, b]. Es gelte z,, € [x,,b] fir ein n € Ny. Die Monotonie von f
liefert somit die Ungleichung f(x,) > f(z.) = 0. Definition (5.10), die Ungleichung
f' > 0 und die Induktionsvoraussetzung zeigen dann die obere Schranke

Insbesondere fillt (x,),, solange die Folge in [z, b] bleibt. Um auch die Unglei-
chung x,.1 > z, herzuleiten, setzen wir

g(l’) - f(ZL‘) - tn<x) - f([)?) - f(xn) - f/(ZEn)(ZE - xn)a LS [a7b]‘
Fir x € [a,z,] ergibt sich ¢'(x) = f'(x) — f'(z,) < 0, sodass g auf [a, z,] fillt.
Daraus und aus (5.10) folgen die Relationen
f(w*) =0= g<xn) < 9<$n+1) = f(anrl) - f(xn) - f/(xn)(szl - mn) = f($n+1).

Da auch f~! wichst, erhalten wir z,,.; > x, und damit die Zwischenbehauptung
per Induktion.

<b.

2) Die fallende und nach unten beschrankte Folge (z,,), konvergiert nach Theo-
rem 2.14 gegen eine Zahl y > x,. Wir kénnen nun in (5.10) der Grenzwert n — oo
nehmen, was auf die Gleichung y = y— f(y)/f’(y) fithrt. Also gelten f(y) = 0 und
somit y = x,.

3) Wenn z,,1 = x, ist, gilt natiirlich (5.11). Es sei also x,41 > x.. Zunéchst
verwenden wir die Taylorentwicklung von f bei x,. Geméf Theorem 5.38 gilt fiir
ein 0 € (0,1) die Gleichung

f(anrl) = f(xn) + f/(xn>(xn+l - l'n) + %f” (xn + e(anrl - xn))(anrl - xn)Q
M
2

1
- _f” (‘Tn + 9($n+1 - xn)><xn+1 - :L‘n)Q S (xn-‘,-l - xn)Qa

2
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wobei wir auch (5.10) und die Voraussetzung verwendet haben. Andererseits liefert
der Mittelwertsatz Theorem 5.21 eine Zwischenstelle € € (x,, x,11) mit

f@nia) = fong1) = fla) = 1) (@ng1 — ) > m(Tny1 — 24).

Die beiden obigen Ungleichungen implizieren die Fehlerschranke (5.11).
Aus Theorem 5.38 erhalten wir auch eine Zahl 7 € (0,1) mit

0= f(z.) = fxn) + f'(2n) (@0 = 20) + 51" (20 + 7(20 = 20) ) (20 — 2)*.
Da f'(x,) # 0 ist, ergibt sich

f(@n) [ (@0 + 7(20 — 7)) 2
+ T — Ty = — Ty — Tp)”.
Fie.) Py
Mittels (5.10) folgern wir daraus (5.12) durch
flx, M
= tuia| = [ =004 S| < S, a

Im letzten Beweisschritt sieht man, dass die Iteration (5.10) so gewéhlt wurde,
dass der nullte und der erste Taylorterm verschwinden. Wegen der Ungleichung
(5.12) spricht man von quadratischer Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Das Heronverfahren aus Beispiel 2.15 ist ein Spezialfall mit f : [0,0] — R;
f(x) = x? —y, fiir eine gegebene Zahl y > 0 und z.B. b = max{1,y}. (Da man hier
bei zy = b startet, stort f'(0) = 0 nicht.)

Mit der Fehlerschranke (5.11) kann man den Fehler nach jedem Iterationsschritt
durch bekannte Grofen kontrollieren, was eine Abbruchbedingung bei einem vorge-
gebenen Maximalfehler ermoglicht. In Beispielen kann man versuchen, die Zahlen
a und b so zu wihlen, dass man moglichst kleine Konstanten M und 1/m erhélt.

BEISPIEL 5.43. Man lése x = e~® mit einem Fehler kleiner als 5 - 107, Wir
wiahlen dazu f(z) = o — e * fiir x € R. Dann gelten f'(z) = 14+ > 0 und
f'(x) = —e™® < 0 fur alle x € R. Also ist f auf R strikt wachsend und konkav.
Weiter erhalten wir f(xz) < 0 fiir alle z < 0 und f(1) =1 —1/e > 0. Folglich ist
Theorem 5.42 mit a = 0, b = 1 und 27 = 0 anwendbar. Aus (5.10) ergibt sich die

Iterationsvorschrift N
o

e~ 41

fiir n € Ny. Diese Zahlen konvergieren gegen die einzige Nullstelle x, von f auf
R. Schlieflich erhalten wir f'(x) > 1+ 1/e = m und |f"(x)] < 1 = M fiir alle
x € [0,1]. Ungleichung (5.11) impliziert somit die Fehlerschranke

| < g | ;
Tnal — Tu| < ———— |Tpny1 — 2,
+ 21+ 1/e) T
Wir berechnen x; = 1/2, x5 &~ 0,5663110 und z3 =~ 0,5671432. Daraus folgt
23 — .| < 16,925 1077, wie verlangt. O

Tp41 = Tp +
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