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Aufgabe 27 (Cauchyfolgen, Bolzano-Weierstraÿ, Limes superior, Limes inferior)

(a) Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begründen oder widerlegen Sie.

(i) Eine Folge in C konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

(ii) (an) ist eine Cauchyfolge, falls (an+1 − an)n∈N eine Nullfolge ist.

(iii) Jede Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

(b) Für n ∈ N sei an = 2n(1 + (−1)n) + 1. Man bestimme

lim inf
n→∞

an, lim inf
n→∞

(an+1/an), lim inf
n→∞

n
√
an, lim sup

n→∞
n
√
an.

Aufgabe 28 (K) (Cauchyfolgen)

Sei (an) rekursiv de�niert durch an+1 = 1 + 1
an

für n ∈ N und a1 = 2.

(a) Zeigen Sie 3
2
≤ an ≤ 2 für alle n ∈ N.

(b) Zeigen Sie, dass (an) eine Cauchyfolge ist.

(c) Begründen Sie, dass (an) konvergiert, und bestimmen sie den Grenzwert von (an).

Hinweis zu (b): Beachten Sie Aufgabe 31 (a)(iii).

Aufgabe 29 (Eigenschaften des Limes superior und Limes inferior)

(a) Es sei (an) eine beschränkte reelle Folge. Wir setzen α := lim inf
n→∞

an und β := lim sup
n→∞

an.

Zeigen Sie die folgende Bemerkung aus der Vorlesung: Für jedes ε > 0 existiert einNε ∈ N,
sodass

α− ε ≤ an ≤ β + ε für alle n ≥ Nε.

(b) Es seien (an), (bn) beschränkte reelle Folgen.

(i) Es existiere ein N ∈ N mit an ≤ bn für alle n ≥ N . Zeigen Sie

lim sup
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

bn und lim inf
n→∞

an ≤ lim inf
n→∞

bn.

(ii) Zeigen Sie

lim sup
n→∞

(an+bn) ≤ lim sup
n→∞

an+lim sup
n→∞

bn und lim inf
n→∞

(an+bn) ≥ lim inf
n→∞

an+lim inf
n→∞

bn.

Zeigen Sie auch, dass in den obigen Ungleichungen Gleichheit gilt, falls (an) oder
(bn) konvergent ist.
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Aufgabe 30 (K) (Limes superior, Limes inferior)

(a) Es sei (an) ⊆ (0,∞) eine Folge, sodass (an+1

an
)n∈N konvergent ist mit Grenzwert a > 0.

Zeigen Sie, dass dann auch ( n
√
an)n∈N konvergent ist mit Grenzwert a.

(b) Folgern Sie aus (a), dass die Folge
(

n
n√
n!

)
n∈N

konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenz-

wert.

Hinweis zu (a): Zeigen Sie zunächst: Aus an+1

an
→ a > 0 (n→∞) folgt, dass für jedes ε ∈ (0, a)

ein Nε ∈ N und c, d > 0 existieren mit

(a− ε) n
√
c ≤ n
√
an ≤ (a+ ε)

n
√
d für alle n ≥ Nε.

Nutzen Sie dann Aufgabe 29 (b)(i) und Korollar 3.27.

Aufgabe 31 (Cauchyfolgen, Banachscher Fixpunktsatz (einfache Version))

Diese Aufgabe wird u.a. in der Übung diskutiert.

(a) Sei (an) eine Folge mit |an+1 − an| ≤ q|an − an−1| für ein q ∈ [0, 1) und alle n ≥ 2.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) |ak+1 − ak| ≤ qk−1|a2 − a1| für alle k ∈ N.

(ii) |an − am| ≤ qm−1

1−q |a2 − a1| für alle n ≥ m ≥ 1.

(iii) Zeigen Sie, dass (an) eine Cauchyfolge ist.

Hinweis zu (ii): Schreiben Sie an − am =
∑n−1−m

k=0 (am+1+k − am+k), nutzen Sie (i) und
anschlieÿend die geometrische Summenformel.

(b) Es sei f : R→ R eine Kontraktion, d.h., es existiere ein q ∈ [0, 1) mit

|f(y)− f(z)| ≤ q |y − z| für alle y, z ∈ R.

Zeigen Sie: Für jedes x ∈ R konvergiert die durch

a1 := x, an+1 := f(an) (n ∈ N),

rekursiv de�nierte Folge (an) gegen einen Fixpunkt von f , d.h., gegen ein a ∈ R mit
f(a) = a.
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