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Analysis 1
Losungsvorschlag zum 11. Ubungsblatt

Aufgabe 45 (Stetigkeit)
(a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass f : R — R definiert durch

1 -2z —a% x<0,
fx) = 2
c(x —2)7, x> 0.

stetig ist.

(b) Untersuchen Sie, in welchen Punkten die folgenden Funktionen stetig sind.
i) f:R—=R, f(z) = [z] =max{k € Z: k < x},

1 ImeN:izg=11

() g:0,1] =R gla):= {8 v e [0, \{=L | n e N},

Losungsvorschlag zu Aufgabe 45

(a) Sei f: R — R so defniert wie in der Aufgabenstellung. Damit f stetig ist, muss fiir jedes

zo € R folgende Bedingung gelten: Ist (2,,),>1 C R eine Folge mit z,, = = (n — 00),
so folgt auch f(z,) — f(zo) (n — o0). Wir unterscheiden die Félle xy < 0,29 > 0 und
ro = 0.
1. Fall: Sei zunidchst o < 0 und (z,),>1 mit x, — xo fir n — oco. Da z, — zy < 0
(n — o0), existiert ein ng € N mit z,, < 0 fiir alle n > ngy (wéhle ¢ > 0 mit ¢ < —zq in
der Definition der Konvergenz). Nun folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen
fiir n > nyg

flz,) =12z, — 22 — 1 —215 — 25 = f(x0) (n — ).

2. Fall: Sei xy > 0 und (x,),>; mit x, — x¢ fir n - oo. Da z,, = 9 > 0 (n — 00),
existiert ein ng € N mit x,, > 0 fiir alle n > ny (wihle € > 0 mit € < x( in der Definition
der Konvergenz). Nun folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen fiir n > ng

f(zn) = c(zn, — 2)* — clxg — 2)? = f(zo) (n — o).

3. Fall: Sei xg = 0. Dann ist f genau dann stetig in 0, falls f(0) = lim,_,o f(z). Letzterer
Grenzwert existiert nach der 11. Ubung dann, wenn lim, o4 f(z) = lim,o_ f(z) = «
und in diesem Fall gilt lim, o f(z) = a. Nun ist

f(0)=4c, lim f(z)= lim 1 -2z —2°=1, lim f(z)= lim c(z — 2)* = 4c.

z—0— z—0— z—0+ z—0+

Damit ist f genau dann stetig in 0 (und damit nach Fillen 1 und 2 stetig auf ganz R),
falls ¢ = i ist.
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(b) (i) Sei zunéchst zo € (k,k+1) fiir ein k € Z. Nach Definition von f ist dann f(z) = f(zo)
fir alle x € (k,k + 1). Aus Lemma 5.4 folgt hieraus lim,_,,, f(x) = f(zo). Also ist f in
xo stetig.

Sei nun zy = k fiir ein k € Z. Dann ist f(x¢) = zo und

fall 1
f) = o, alls z € [xg, 20+ 1),
xo— 1, fallsx € [xg — 1, z0).

Hieraus folgt unmittelbar lim, ., f(x) = o0 — 1 = f(zo) — 1 und lim, .+ f(x) = 29 =
f(zo). Insbesondere ist lim, ., f(z) # lim,_,,,+ f(x). Also existiert lim,_,,, f(x) nicht.
Insbesondere ist f in zy nicht stetig. Damit ist

{z €1]0,1] | f ist stetig in 2} = R\Z.

(i) Sei zunélchst zo="1=1-1 fiir ein n € N. Dann gilt min{|:p — 2=l 'm e N,m #

n} = m n+1) (warum genau?). Wir wihlen § > 0, sodass 6 < ;oo +1) gilt. Dann gilt

g(z) =0 firalle x € [zg — 0,20 + 0]\{z0}

Aus Lemma 5.4 folgt nun lim, ., g(z) = 0, aber es gilt g(x¢) = 1 nach Definition von g.
Also ist g in z( nicht stetig.

Sei nun zg € [0, 1), aber o # 2= fiir alle n € N. Da (J,,.y[%, —7) = [0, 1), existiert ein

n € N mit =1 < zy < -2, Nach Definition von g gilt g(z) = 0 fiir alle z € (21, 20).
Hieraus folgt sofort g(zo) = 0 = lim, ., g(z). Also ist ¢ in ¢ stetig.

Seien schlieflich o = 1 und (x,),>1 € [0, 1] eine Folge mit z, — x¢ (n — o0). Dann
existiert ein ng € N mit z,, > 1 — n—lo fiir alle n > ny (man wihle einfach ein ¢ > 0
mit ¢ < nio in der Definition der Folgenkonvergenz). Aus der Definition von g folgt dann
lg(xn)| = g(x,) < nio fiir alle n > ng. Dies zeigt, dass lim,,_,, g(x,) = 0 = g(1) ist. Also
ist g in xg = 1 stetig. Damit gilt also

—1
{z €]0,1] | g ist stetig in z} = [0, 1]\{n— | nEN}.
n

Aufgabe 46 (K) (e-0-Kriterium, Stetigkeit)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des e-6-Kriteriums, dass die Funktion f: (0,00) — R, f(z) = %
stetig ist.

(b) Es sei

f:10,1] — [0, 1],

e falls x € QN [0, 1],
fla) = {1 — 2z, falls z € (R\Q)NJ0,1].

Bestimmen Sie alle Punkte z € [0, 1], in denen f stetig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 46

(a) Es seien 29 € (0,00) und € > 0. Wir setzen ¢ = min{%, 105} > 0. Da 0 < % nach
Definition von 0 gilt, haben wir

1 3
%0 <z< 50 fiir alle x € (0,00) mit |x — x| < 9.
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Hiermit folgern wir fiir alle x € (0, 00) mit |z — 2| < ¢

11 xd — a? (xo+ x)(xog — )| 2+ 1m0
|f(l') - f(l'())| - 25'2 - ;3 = 1’21)(2) - .I2£L'(2) = :L'ng‘% |I’ — Xy
3
Sxo+ T 10 10
§—210 g|x—x0|:—3|x—xo|§—35§€,
(51’0)2% Lo )

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass § < f—gg nach Definition von 9§ gilt.
Nach der e-0-Charakterisierung der Stetigkeit ist damit f in z( stetig. Da wir zu Beginn
zo € (0,00) beliebig gewéhlt haben, folgt, dass f auf (0, 00) stetig ist.

(b) Seiz € [0,1]. Dann kénnen wir « sowohl durch rationale als auch durch irrationale Zahlen
approximieren: In der Tat, nach Aufgabe 10 (b) ist R\@QN]0, 1] dicht in [0, 1]; Also existiert
eine Folge (z,) C [0,1]\(Q N[0, 1]) mit x,, — x fiir n — oco. Ferner folgt aus der Dichtheit
von QN 0,1] in [0, 1] (s. Satz 2.16), dass es eine Folge (y,) C Q N[0, 1] gibt mit y, — =
fir n — oo. Ist f in z stetig, so gilt lim,_,, f(y) = f(z). Insbesondere miisste dann

l1—z=lim(l—-=z,) = lim f(z,) = f(z) = lim f(y,) = lim y, =«
n—o0 n—o0 n—o0 n—oo

gelten, d.h., es muss
1
2

sein. Das heifit: Falls f in z € [0, 1] stetig ist, so muss z = 1 sein. Wir weisen im Folgenden
nach, dass f tatséchlich in x = % stetig ist. Sei hierzu € > 0. Wir setzen § .= ¢ > 0. Dann
folgt fiir alle y € [0,1] mit |y — x| < 0

F@) = f@) Ly —a| <d=¢,

l—r=2 << =

wobei wir in (%)

1’_{|y—§|=|y—m|, falls y € Q N [0, 1],

) = 5@ = | - 5 1yl =], fallsy e (R\Q) 1 [0,1],

ausgenutzt haben. Nach der e-0-Charakterisierung der Stetigkeit ist f in z = % stetig. Es
ist also

{z €[0,1]: f ist in x stetig} = {%}

Aufgabe 47 (Stetigkeit und dichte Teilmengen, gleichmiBige Stetigkeit)
(a) Es seien f,g: R — R stetig und f(q) = g(q) fiir alle ¢ € Q. Zeigen Sie, dass dann f =g
gilt, d.h., dass f(x) = g(z) fiir alle x € R gilt.

(b) Es sei f:[0,00) — R stetig und der Grenzwert lim, ., f(x) existiere in R. Zeigen Sie,
dass dann f gleichméfig stetig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 47

(a) Es seien f,g: R — R stetig mit f(q) = g(q) fiir alle ¢ € Q. Sei ferner x € R. Da Q dicht
in R ist (Satz 2.16), existiert eine Folge (¢,,) € Q mit ¢, — z fiir n — oo. Nun folgt aus
der Stetigkeit von f und g

flz) = Tim f(gn) = Tim g(gn) = g(x).

Da = € R beliebig bewdhlt war, folgt f(x) = g(z) fir alle x € R, d.h., f = g wie
gewiinscht.
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(b) Angenommen, f: [0,00) — R sei stetig und der Grenzwert ¢ := lim, ., f(z) € R existie-

re. Wir wollen zeigen, dass f gleichméafig stetig ist.
Sei hierfiir € > 0. Da nach Annahme ¢ := lim,_,, f(z) gilt, existiert nach Lemma 5.5 ein
K := K¢ >0 mit

|f(z) —c| < fiir alle z > K. (1)

DO | ™

Mit f ist auch die Einschrdnkung von f auf [0,2K], d.h., die Funktion
9:[0,2K] = R, g(z) = f(z),

stetig und nach Satz 5.15 ist g sogar gleichméfig. Also existiert ein 6 > 0 mit 6 < K (dies
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen) und

z,y € [0,2K] mit [z —y| <6 = |f(z) — f(y)| = l9(z) —g(y)| < e. (2)
Wir behaupten nun
z,y € [0,00) mit |z —y| <6 = |f(z) - f(y)| <e. (%)

Zum Nachweis von (x) seien z,y € [0,00) mit | — y| < §. Wir unterscheiden zwei Félle.
1. Fall: 2,y € [0,2K]: Dann folgt (x) direkt aus (2).

2. Fall: z > 2K oder y > 2K: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir anneh-
men, dass > 2K gilt (anderenfalls vertauschen wir z und y). Dann gilt auch

y=xz+@y—x)>r—|lr—yl>x—-—90>2K—-6> K,

Daher kénnen wir anwenden und erhalten unter Anwendung der Dreiecksungleichung

@) = fO) < 1F @)~ +1f) — el < 5 +

6_8
2—.

Damit haben wir (%) nachgewiesen, und da ¢ > 0 beliebig gewdhlt war, zeigt (x) die
gleichméfige Stetigkeit von f.

Aufgabe 48 (K) (Stetigkeit, gleichmiBige Stetigkeit)

(a)

Eine stetige Funktion f: R — R erfiille die Funktionalgleichung f(s +t) = f(s) + f(t)
fiir alle s,t € R. Zeigen Sie, dass f linear ist, d.h., dass es ein a € R gibt mit f(z) = ax
fiir alle x € R.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst f(q) = aq fir ein a € R und alle ¢ € Q und nutzen Sie
dann Aufgabenteil 47 (a).

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gleichméfige Stetigkeit.

T

() £:10.00) > B, f(a) = .

min |z — au, £ — @]}

(ii) g: (0,1] = R, g(z) = , falls z € (any1,a,) fir ein n € N,

[CN—
wobei (a,)nen C (0, 00) eine strikt fallende Nullfolge mit a; = 1 sei.

Hinweis zu (i): Aufgabe 47 (b) kénnte nitzlich sein.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 48

(a)

Wir setzen a := f(1). Wir behaupten, dass f(q) = aq fiir alle ¢ € Q gilt. Zum Beweis
dieser Aussage gehen wir dreischrittig vor.

Schritt 1: Wir behaupten, dass fiir jedes z € R und n € N die Identitit f(nz) = nf(z)
gilt. Dies zeigen wir mit vollstindiger Induktion. In der Tat, fiir n = 1 ist die Aussage
trivial, und gilt die Aussage fiir n € N, so folgt aus der Funktionalgleichung

f((n+1)z) = f(nz + ) = f(nx) + f(z) = nf(x) + f(z) = (n+ 1) f(z),

und damit also auch die Aussage fiir n + 1.

Schritt 2: Wir behaupten, dass fiir jedes € R und m € Z die Identitét f(mz) = mf(x)
gilt. Fiir m € N haben wir die Aussage bereits in Schritt 1 gezeigt. Fiir m = 0 folgt sie
aus f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0), was wie gewiinscht f(0) = 0 impliziert. Sei nun m € N.
Mit Schritt 1 und der Funktionalgleichung folgern wir

0 =f(ma + (—ma))
=f(m)+ f(—=mz) =mzx + f(—mzx) < f(—mx) = —mf(x) firallen €N,

Da Z = NU{0} U (—N) ist, haben wir also f(mz) = mf(z) fiir alle m € Z gezeigt.
Schritt 3: Sei n € N. Dann folgt aus Schritt 2

a:f(l):f(w%):nf(%);

1
¥ (-) — 2 fiir alle n € N.

n n

d.h.,

Sei nun schlieflich ¢ € Q. Dann gibt es m € Z und n € N mit ¢ = 2. Aus Schritt 2 und
dem eben Bewiesenen folgt schlielich wie gewiinscht

Wir haben also gezeigt, dass f mit der Funktion
g:R—=R, gx)=ax

auf Q iibereinstimmt, d.h., es gilt f(q) = ¢g(q) fiir alle ¢ € Q. Die Funktion g ist als
Polynomfunktion insbesondere stetig, die Funktion f ist nach Voraussetzung stetig. Nun
folgt aus Aufgabe 47 (a), dass f = g sein muss, d.h., dass

f(z) =ax firallexzeR
gelten muss.
(i) Offenbar ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Ferner gilt fiir z > 0

T T 1—>O (z = 00)
1+22 —0+22 =z

/()]

Also ist lim,_, f(z) = 0. Nun folgt aus Aufgabe 47 (b), dass f gleichmifig stetig ist.

(ii) Fiir jedes n € N definieren wir

Hllﬂ{’&: - an‘v |J} - anJrl’}

ho: (0,1] 5 R, hy(z) =

|an+1 - an|
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Aus der 11. Ubung folgt dann, dass h,, fiir jedes n € N stetig ist. Sei nun n € N. Da g
auf (an41,a,] mit h, ibereinstimmt, folgt, dass auch g auf (a,.1,a,) stetig ist (warum
genau?). Ferner ist g auch in a,, stetig: Fiir n = 1 folgt dies unmittelbar aus der Stetigkeit
von hy in a; = 1. Fiir n > 2 folgt dies aus

lim g(z) Y lim hp-1(x) = hp_1(an) =0,
T—an+ T—ran+
und
lim g(z) = lim hy,(x) v hn(an) =0,

T—>QAp— T—>Ap—
woraus wiederum
lim g(z) =0 = g(a,)

T—an

folgt. Hierbei haben wir in (%) die Stetigkeit von h,, und h,_; ausgenutzt. Da n € N belie-
big war, folgt, dass g auf jedem Intervall (ap41, a,), n € N, und damit auf | J, .y (@41, an] =
(0, 1] stetig ist. Damit ist g stetig. Im Folgenden zeigen wir aber, dass g nicht gleichméfig
stetig ist. Dazu definieren wir b, = “=1¥% fiiy n € N. Dann gilt

by~ = 0 Do D] 504020 ). (9
da(a,), nach Voraussetzung eine Nullfolge ist. Aber da g(a,) = 0 und g(b,) = 3 (nach-
priifen!) gilt, erhalten wir

|
lg(b,) — g(an)| = g(bn) = 3 fiir alle n € N. (4)

Aus und folgt, dass g nicht gleichmiifiig stetig sein kann: Angenommen, g wire
gleichmiifig stetig. Wir wihlen irgendein e > 0 mit € < 1 (z.B. € := 1). Die gleichméRige
Stetigkeit von ¢ wiirde dann die Existenz eines > 0 implizieren mit |g(z) — g(y)| < ¢ fiir
alle z,y € (0,1] mit |x —y| < d. Wegen (3] existiert dann aber ein n € N mit |b, —a,| < ¢
und damit |g(b,) — g(a,)| < e < 3. Mit () folgt dann aber der Widerspruch

1 1
P bn_ n S =
L= 1g0) - gla)] << < 3

Also ist g nicht gleichméfig stetig.

Aufgabe 49 (Monotone Funktionen)
(Diese Aufgabe wird u.a. in der Ubung diskutiert.)
Sei f: R — R wachsend, d.h., fiir alle 2,y € R mit 2 < y gilt f(z) < f(y). Sei weiterhin zo € R.

(a) Zeigen Sie, dass die links- und rechtsseitigen Grenzwerte lim, ., f(z) und lim, .+ f(x)
existieren.

(b) Zeigen Sie lim, ., f(z) < f(zo) < lim,_q+ f(2).
(c) Zeigen Sie: f ist stetig in xy <= lim,_,u,¢ f(z) = limy—,,— f(2).
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 49

(a)

Seien f: R — R wachsend und zy € R. Wir definieren die nichtleere Menge A := {f(x) |
r € R mit z < o} und bemerken, dass A durch f(zo) nach oben beschrinkt ist: In der
Tat, ist a € A, so existiert z € R mit x < xy und a = f(z). Da f wachsend ist, folgt dann
a= f(x) < f(xg). Somit ist y := sup A € R wohldefiniert.

Sei nun (x,),>1 eine Folge in (—oo,zo) mit z, — x¢ (n — 00). Wir zeigen f(x,) — y
(n — 00). Sei hierfiir ¢ > 0. Aus der Charakterisierung des Supremums sehen wir, dass
es dann ein a € A gibt mit y — € < a, d.h. es existiert ein x < z(, sodass

y—e < f(x).

Da x, — x¢ fiir n — oo und = < zq gilt, gibt es einen Index ng € N, sodass z < z,, fiir
alle n > ng gilt. Mit der Monotonie von f folgt hieraus f(z) < f(x,) fiir alle n > ny. Wir
erhalten also

y—e< f(x) < f(x,) <y fiir alle n > ny,

wobei die letzte Ungleichung wegen f(x,) € A fiir alle n € N und a < y = sup A fiir alle
a € A gilt. Insbesondere zeigt dies

|f(x,) —y| <e fiir alle n > ny.

Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgern wir f(z,) — y fiir n — oo. Da (z,,),>1 in (—00, xp)
mit x, — 2o (n — 00) beliebig gewéihlt war, folgt die Existenz von lim,_, ~ f(x) und dass
lim, .- f(z) = y gilt. Die Existenz von lim,_ + f(x) zeigt man analog (man definiere
B:={f(z) |2z €Rmit x>z} und zeige lim,_, + f(z) = inf B).

Seien A und B wie in Aufgabenteil (a). Dann gilt nach Aufgabenteil (a)

lim f(z) =supA < f(zg) <inf B= lim f(z).

— +
$4)£E0 x%xo

(c) ,=": Sei f stetig in xy. Dann gilt f(zo) = lim,,, f(x). Insbesondere gilt f(xy) =
lim, - f(z) und f(x) = lim,_, f(z), und damit lim, - flx) =1lim,_, + f(z).
,<=": Sei g € R und angenommen, es gelte limxﬁxa flz) = limxﬁxg f(x). Nach Aufga-
benteil (b) muss dann aber lim, - f(z) = f(zo) und lim_, + f(x) = f(x0) gelten. Aus
der 11. Ubung folgt nun, dass f(zo) = lim,_,., f(z) gilt. Also ist f in x, stetig.

Bemerkung: (1) Ahnlich wie in (a) kann man zeigen, dass fiir eine wachsende Funktion
f: R — R die Grenzwerte lim, o f(x) und lim, , . f(z) existieren. Definiere hierzu
analog A = {f(z) | z € R}. Dann gelten

lim f(z) =supA und lim f(z) = inf A.

T—r00 T—r—00
Wir zeigen im Folgenden nur lim, ., f(x) = sup A (der Beweis von lim,_, ., f(z) =inf A
geht analog). Wir unterscheiden zwei Fille.
1.Fall: Angenommen, es sei sup A = oco. Wir miissen zeigen, dass dann auch lim,_,, f(z) =
oo gilt. Seien hierzu (z,) C R eine Folge mit x, — z fir n — oo und K > 0. Da
sup(A) = oo gilt, existiert ein @ € A mit a > K, d.h., es existiert ein x € R mit

flx) > K. (5)
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Da weiter z,, — oo fiir n — oo gilt, existiert ein N € N mit
r, > x firallen > N,
und daher auf Grund der Monotonie von f
f(z,) > f(x) fiir alle n > N. (6)

Aus () und (g)) folgen
f(z,) > f(x) > K fiir alle n > N.

Da K > 0 beliebig gewiihlt war, folgt hieraus lim,,_,, f(z,) = oo, und da auch (x,) mit
x, — 00 (n — o0) beliebig gewahlt war, folgt schlieflich wie gewiinscht lim, ., f(z) = oco.
2.Fall: Angenommen, es sei y := sup(A) € R. Wir miissen zeigen, dass lim, ., f(z) =y
gilt. Sei hierzu (z,) C R eine Folge mit z,, — oo fiir n — 0o und € > 0. Aus der Definition
des Supremums folgt die Existenz eines a € A mit a > y — ¢, d.h., eines z € R mit

a—e< f(x). (7)
Da z, — oo fiir n — oo gilt, existiert ein N € Nmit
r <ux, firallen> N,
und damit auf Grund der Monotonie von f auch
f(z) < f(x,) fiir alle n > N. (8)
Aus Gleichungen (7)) und (8] folgt schlieklich
y—e < f(x) < f(z,) <y fiirallen >N

(wobei die Relation f(z,) < y daher folgt, dass f(z,) € A und y = sup A gelten).
Insbesondere folgt hieraus

|f(z,) —y| <e fiirallen > N.

Da ¢ > 0 beliebig gewidhlt war, folgt hieraus lim,, . f(z,) = y, und da zu Beginn die
Folge (z,) € R mit z,, — oo fiir n — oo beliebig gewéhlt war, folgern wir schlieklich wie
gewiinscht lim, . f(z) = v.

(2) Aus Aufgabenteilen (b) und (c) folgt, dass die Unstetigkeitsstellen einer monoton
wachsenden Funktion f: R — R aus ,Sprungstellen” besteht, d.h., es gilt

{zo € R: f ist nicht stetig in 2o} = {zp € R: lim f(x) < lim f(z)}.

.Z’%./I?O .Z’%./I?O

Hieraus und aus der Monotonie von f folgt wiederum, dass die Menge der Unstetigkeits-
stellen abzdhlbar ist. Dies wollen wir aber an dieser Stelle nicht zeigen.
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