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Aufgabe 1:

Beweisen Sie:  (a) Fiir alle n € N gilt Z E2F =2 42t (n —1).
k=1

— (j+k ' 1
(b) Fiir jedes m € N gilt Z (j Z ) = (‘7 + T:L + ), wobei j € N beliebig sei.
k=0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(a) Beweis durch vollstandige Induktion. Induktionsanfang n = 1: Wir rechnen nach, dass Zizl k2F =
1.2 =2=2+21%1(1 - 1),

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei gezeigt fiir ein festes, aber beliebiges n € N.
(Bemerkung: Beliebter Fehler ist hier, dass geschrieben wird, dass die Behauptung fiir alle n € N gelte.)

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass die Behauptung dann auch fiir n + 1 gilt. Wir haben nadmlich

n+1
S k2t = ka (n+ 127 Yo 4 ontln — 1) 4 2n (4 1)

:2+2”+1 2n=242" M (n 41 -1).

(b) IA: n = 1: Nach Gleichungen (0.1) und (0.2) der Vorlesung gilt

2006070301071

IS: Die Behauptung sei gezeigt fiir ein festes, aber beliebiges n € N. Wir verwenden nochmal (0.2) und

erhalten
=i+ k =i+ k 1 1 j 1
Z(j+)zz(j+>+(j+m+> (]+m+>+(j+m+>
Pt k Pt k m+1 m m—+1

_ <j+(m+1)+1>.

m+1

Aufgabe 2 (K):
Beweisen Sie die folgenden Identitdten/Aussagen durch vollstindige Induktion fiir alle n € N.

n n—1 j
1 1 J n
(a) S K =_n’(n+1)’ ® I (1+,) =" firn>2
— 4 ok J n!
2n
(c) l“ (d) 5 ist ein Teiler von 6™ — 5n + 4
1:1 k=
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
(a) IA: n = 1: Es gilt

! 1 1
B=1=>--1-4=>-12-(1+1>2
> 1 R R

IS: Die Behauptung sei gezeigt fiir ein festes, aber beliebiges n € N. Mit Hilfe des binomischen Satzes
(Beispiel 0.3 der Vorlesung) sehen wir

n+1

Zk3 Zk3 +(n+1)3
k=1

H<

1
ZnQ(n +1)*+ (n+1)*

:i(n4+2n3+n2)+§(n3+3n2+3n+1)
= i(n‘* +6n® 4+ 13n” + 12n + 4)
:i(n2+2n+1)(n2+4n+4)
= L1+ 1) 1)
(b) TA: n = 2: Es gilt )
1y’ 1\' 4 22
fi(2) -8 =o-2-5

IS: von n € N, n > 2 auf n + 1: Wir haben

jﬁl(H;)j ﬁ(H;)j ~(1+1> :Z(”l)n

j=1
n" (n+1\" (n+1)" n+1 (n+1)"*H
n! n+1  (n+1)!

—

n! n

(¢) IA: n = 1: Es gilt

2
1 1 1 1 1
LD ()2 (1Pt —1 2=

3 (el SRR EE RS oo

IS: von n € N auf n + 1: Durch die Indexverschiebung k = &’ + 1 erhalten wir

2(n+1) 1 2n 1 1 1
71 +1-= — 71 +1 - 71 2n+2 71 2n+3
> = S el e
Ve~ 1 L1 1
_k:1n+k n+1 2n+2
n—1

_Z 1 n 1 1
n+k+1 2n+1 2n+2

k! =

”Zl 1 L1 1
- n+14+k n+1 n+l4+n 2n+2
k'=1 N——r

k'=0

— 1 1
Z +1+k’ n+1+n+n+1+n+1
- k= k'=n+1

= —,
k/:1n+1+k
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1 11
denn es ist 7 — 555 = (1

1 1 o 1
2wl = nrenTT
(d) TA: n=1: 5 teilt 5 =61 —5-1+4.

IV: 5 teile 6™ — 5n + 4 fiir ein n € N.

IS: Die Behauptung sei gezeigt fiir ein festes, aber beliebiges n € N. Wir schreiben
6"t —5(n+1)+4=6-6"-5n—5+4=5-6"+6"-5m+4-5

Nach Induktionsvoraussetzung teilt 5 die Zahl 6™ — 5n + 4. Auch teilt 5 den Summanden 5 - 6™ — 5 =
5(6™ — 1), da 6™ — 1 eine natiirliche Zahl ist. Somit teilt 5 auch deren Summe und die Behauptung fiir
n + 1 ist gezeigt.

Aufgabe 3 (K):
Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen jeweils einmal mit Hilfe vollstdndiger Induktion und einmal
ohne dieses Beweisprinzip.

n
(a) Es gilt Z k(:) = n2"! fiir jedes n € N.
k=1
(b) Fiir a,b € Q und n € N gilt (a — b) Z a" Rk = gnt —pn L,
k=0
Hinweise zu (a): Verwenden Sie den binomischer Satz mit a = b = 1, sowie Gleichungen (0.1), (0.2).

Fiir den direkten Beweis beginnen Sie mit der Definition des Binomialkoeffizienten.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(a) Nach dem binomischen Satz (Beispiel 0.3 der Vorlesung) gilt >°p_ (7) = > p_, ()1 F1F = (1 +
1)™ = 2". Dies verwenden wir in beiden Beweisen.

(1) Mit vollstandiger Induktion. TA: n = 1: Es gilt

;k(}f) = G) =1=1-2""1

IS: von n € N auf n + 1: Wir verwenden Gleichung (0.2) aus der Vorlesung und die Indexverschiebung
k' = k — 1 und erhalten

L) () e (L)

U (R

+ (k’+1)(2/) tntl

n—1

(:)
-2 2 () e ()
(:)

k=1 k'=1 k'=n k=0 k'=n
o - n " [ n - n
=>or(p) e o)+ > (1)

k=1 k'=1 k’'=0

=2t g p2nl L on = 2. 027t L om = (4 1)27.

Wie angekiindigt haben wir ZZ,:O (g,) = 2" benutzt.

https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=2770290 Seite 3 / 5


https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=2770290

(2) Direkter Beweis: Indem wir den Binomialkoeffizient ausschreiben erhalten wir

n

Zn:k(z>:§n:kk!(n— Z —1 (n—k = Zz'n—z+1)

k=1 1

nfl (n—1)! e
_Zu Zl'n—l—l =2

(b) (1) Mit vollstandiger Induktion: IA: n = 1: Es gilt

1
(a—b)Zal_kbk:(a—b)(a+b):a2+ab—ab—b2:a2—b2.
k=0

IS: von n € N auf n + 1: Wir haben

n+1 n
(@=0)Y a7 = (a b)Y a"™ R 4 (0 — b)p"T!
k=0 k=0

=(a—bay_ a" " + (a - b)p" ™

Za(a™ bt + (a - b)p" !
— an+2 _ aanrl 4 aanrl _ bn+2 — an+2 _ bn+2

(2) Direkter Beweis: Wir multiplizieren aus und transformieren dann den Index der zweiten Summe durch
K =k+1:

n n n
CL _ b Zan—kbk _ Zan—k-i-lbk _ Zan—kbk-‘rl
k=0 k=0 k=0
n n—1
— an+1 + Z anJrlfkbk _ Z anfkrbkqtl _ bn+1
k=1 k=0
n
’ !
n+1 + Za (k— 1)bk Z an—(k —1)bk _ bn+1 — an+1 _ bn—&-l7
k'=1

da sich die Summen aufheben.
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Aufgabe 4:

n k
E\ 1
(a) Vereinfachen Sie die Summe Z Z (]) Sk fiir beliebiges n € N.
k=0 j=0
Hinweis: Wenden Sie zundchst Beispiel 0.3 an.

(b) Uben Sie die mathematische Schreibweise fiir die folgenden Objekte.

(1) Die Menge aller Quadratzahlen natiirlicher Zahlen.

(2) Eine Funktion f die jeder ganzen Zahl x den Wert x% — 33(x + 1)z + 17 zuordnet.

(3) Die Menge aller rationalen Zahlen ¢ € Q, die eine lineare Gleichung mit natiirlichen
Koeffizienten erfiillen.

(4) Eine Abbildung g, die jeder rationalen Zahl ¢ € Q, die einen Kehrwert besitzt,
diesen zuordnet.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Wir klammern den Faktor 57 aus der inneren Summe aus und schreiben kiinstlich den Faktor 1¥77 =1
hinzu. Dann erkennen wir, dass die innere Summe die Form aus dem binomischen Satz hat.

n

LA LN L ANE B 1 1V
2 (o -T2 (1)o7 L (1+3)
=0 k=0 j=0

k=0 j k=0
n 13k n 3k §n+171 3n+1
O ol - _WT o (3
2k 2k 4 2 —1 4
k=0 k=0 4

Wir haben aulerdem die geometrische Summenformel (Beispiel 0.2 der Vorlesung) verwendet.
(b) Mit der Notation aus der Vorlesung werden diese Objekte wie folgt geschrieben
(1) {meN|3InecNmit m=n?}={n*|necN},
(2) f:Z—7; x 2®—33(x+ 1)z + 17,
alternativ  f :Z — Z; f(z) = z° — 3322 — 33z + 17,
(3) {¢€Q]|3a,beNmitag—b=0},
4 g:Q\{0} = Q g q .

Bemerkung: Als Bildmenge der Funktionen kénnte man auch andere (Ober-)Mengen verwenden. Dies
liefert entsprechend andere Funktionen, welche die Aufgabenstellung ebenfalls erfiillen.

Die Menge aus (3) ist tatséchlich gleich Q4. Wieso?
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