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Sei stets K ein geordneter Korper.

Aufgabe 1:
a) Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir Elemente a,b,c,d € K.

(i) Wenn a < b und d < 0, dann gilt ad > bd.
(ii) Wenn b > a > 0, dann gelten 2 > 1 und 1 > 3 > 0.
(ili) Wenn a < b und ¢ < d, dann gilt a + ¢ < b+d.

Beachte: (i) enthélt als Spezialfall (b = 0) die Aussage “a <O und d <0 = ad > 0".

b) Zeigen Sie: Fiir alle v, w € K gelten die Ungleichungen

2 2 2

v+ w V7 H+w

< < .
Uw_( : )_ -

Unter welchen Voraussetzungen gilt Gleichheit und wann die strikte Ungleichung?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
)

a) (i) d <0 =22 —d > 0. Somit
Q) B B ©0+)
a<bund —d>0 = —ad=a(—d) <b(—d)=-bd = bd< ad.
+ad4bd

(i) a>0 = 150 5>0 2 1> 0. Somit

1 1 i b 1 1 1 i 1 b1 1 1
b>aund — >0und - >0 ¥> —=b-—>a—=1und = >0 % —=—=>1-= -
a b a a a b a ab b b
(iii)a<bundc<d+ :):Jr>)+da+c<b+cundb+c<b+d & a+c<b+d
C DzZwW.

b) Im Fall v = w reduzieren sich die Ungleichungen zu

9 202 02 4 w? 2292 2w\ ? v+ w 2
W =0 = — = 2 _(ZZ) =
2 2 22 2 2

Sei also v # w. Nach Satz 1.4 d) gilt dann (und nur dann) 0 < (v —w)? = v? — 2vw +w?. Durch Addition
bzw. Subtraktion von 22vw = 2vw + 2vw folgt mit (O+), dass diese Aussage dquivalent ist zu

220w < v? — 2uw + 20w + 2vw + w? = v? + 20w + w? = (v +w)?.

Beachte, dass 2 # 0 (wieso?) und somit 22 > 0 nach Satz 1.4 d). Satz 1.4 e) besagt auBlerdem, dass
(22)71 > 0. Jetzt liefert eine Anwendung von (i) mit (2%)~1 > 0 bzw. 22 > 0 die dquivalente Ungleichung

- (v +w)? v+w)’
vw = .
22 2
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Auf der anderen Seite folgern wir mit (O+) durch Addition bzw. Subtraktion von v? + 2vw + w?, dass
v? — 2w + w? > 0 dquivalent ist zu

2(v? + w?) = 202 + 2w? > v* 4 20w + w? = (v + w)?.

Genau wie oben zeigt eine Anwendung von (i) mit (22)~! > 0 bzw. 22 > 0 dass diese Ungleichung
dquivalent ist zu

- 2

v? + w? 2(v2+w2)>(fu+w)27 vtw)’
222 22

Wir haben gesehen, dass in beiden Ungleichungen genau dann Gleichheit gilt, wenn v = w. Das heifit,
wenn v # w gelten die strikten Ungleichungen.

Aufgabe 2 (K):

Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir Elemente a, b, c,d € K.

(i) Wenn 0 > b > a, dann gilt 0 > £ > +.

(i) Wenn ¢ > a > 0 und 0 > d > b, dann gilt § > 5.

(iii) Wenn >0, d > 0 und ¢ < <, dann gelten ¢ < 4£5 < £,
(iv) Es gilt (ac + bd)? < (a® + b?)(c* + d?).

b+d

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(i)0>b>aA1’:§l)—a>—b>0Ali(1§1)}b>}>0 &

a

0>l 1
a b*
(ii)0>d>b O, 1 <1 <0. Somit

[c>aundé<0g §<§]und[a>0und%<%g)%<%] 1ENy Lt

(iii) Wieobenb,d>01g) %,§>O. Auflerdem b > QO und d > 0 — b+d>01g) bJ%d>O.
e e O g apd < chd=cb D a(b+d) = ab+ad < cb+ab = (a+c)b. Jetat
G) a 1 a+c
b+d b hrd)-—— e 1
a(b+d) < (a+c)b = - a(b+ )bb+d<(a+c) brd - brd

)

Andererseits ad < cb =5 (a+c)d=ad+cd < cb+cd=c(b+d). Analog zu oben

1

ate_ 11
N db+d d

b+d

(a4 )dE—— < (b +d)

©)
(a+c)d<clb+d) = b d

(iv) Sei zunéchst ad = be. Dann gilt
(ac+bd)? = a*c® + adbc + adbe + b*d* = a*c* + a®d® + b*c* + b*d?
= a*( + &) + V(P + &%) = (a® + V)( + &%),
Sei andererseits ad # be. Dann gilt

0 < (ad — bc)* = a*d* — 2abed + b*c?
©4)
=

() (ac+bd)? < a*d® £ 2abed + b?c? + a*c* + b?d?
+(ac+bd

= (a® + %) (¢* + d%),

denn es ist (ac + bd)? = a®c? + 2abed + b2d>.
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Aufgabe 3 (K):
a) Bestimmen Sie jeweils die Menge aller = € Q, fiir die folgende Ungleichungen gelten. Geben Sie die
Mengen als Vereinigungen von Intervallen an.

(1) |z —5]>2—3a, (2) Jz+1 -2 <.

b) Seien a,b € K mit b > a > 0. Schreiben Sie die folgende Menge als Vereinigung von Intervallen.

M::{meK\{b}‘a;:f >0}

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
a) (1) Falls z — 5 > 0 (<= z € [5,00)), dann ist

x—5=|r—5>2-3z L 4r>7

41 7
— T>7q
Das liefert z € [5,00) N (%, 00) = [5,00).
Falls t — 5 < 0 (<= z € (—00,5)), dann gilt
+3z-5

S5—z=lz—5>2-3z & 22>-3
—1

2 3
<~ .I‘>—§

Also z € (—00,5) N (—2,00) = (—2,5). Insgesamt ist die Ungleichung genau fiir 2 € (—2,5) U[5,00) =

27
(—32,00) erfiillt.

(2) Fallsz+1>0 (<= z € [-1,00)),dann ist |z — 1| = |z + 1 — 2| = ||z + 1| — 2| < 2. Wenn zusétzlich
r—1>0 (<= z €[l,0)), erhalten wir

T,

r—1=llz+1-2|<z << -1<0

Somit ist die Ungleichung fiir alle € [1,00) = [1,00) N [—1,00) erfiillt. Wenn andererseits zuséitzlich
x—1<0 (<= x € (—o0,1)), erhalten wir

o—1
l—z=|lz+1]-2/<z & 1<2 22 l<uo

Das liefert € [~1,00) N (—00,1) N[3,00) = [1,1).

Fallsz+1 <0 (<= = € (—00,—1)), dann gilt | + 3| = |-z — 1 — 2| = ||z + 1| — 2| < x. Wenn zusétzlich

x+3>0 (<= z €[-3,00)), erhalten wir
r+3=z+1-2/<zr < 3<0

Das heifit in diesem Fall gibt es keine x die die Ungleichung erfiillen. Wenn andererseits zusétzlich
z+3<0 (<= x € (—00,—3)), erhalten wir

. o—1
—z—3=|lz+1]-2/<z L& -3<%u 2 -3 <2
Das liefert € (—oo,—1) N (=00, —3) N [~2,00) = 0. Insgesamt ist die Ungleichung genau fiir z €

[1,1) U[1,00) = [§,00) erfiillt.
b) Sei zunéchst « > b, dann ist  — b > 0 und wir kénnen dquivalent umformen:

2

WD oy 2R g —a?>be— b

x—0
o4 ar —bx = (a —b)x > a®> —b* = (a +b)(a — b)
a—b<0

= T <a-+b.
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Das heifit ein z € K mit « > b erfiillt die Ungleichung (und liegt damit in M) genau dann, wenn = < a+b.
Anders formuliert M N (b, 00) = (b,a + b).

Sei nun x < b, dann ist x — b < 0 und wir erhalten

2

ar—a >b z<_:b<>0 ax — a® < bx — b?

r—0b
o) (a —b)x < a* —b* = (a+b)(a—0b)
a—b<0

= z>a+b
Das heifit M N (—o0,b) = (a +b,00) N (—00,b) =0, da a+b > b.

Insgesamt gilt also M = M N ((—o0,b) U (b,0)) = (b,a + b).

Aufgabe 4:
Fiir zwei Elemente v, w € K definieren wir
v, v <w, v, UV >w,

w, v>w w, v<w.

min{v,w} = { und max{v,w} = {

a) Zeigen Sie: Fir alle z,y € K gelten

T+y+|z—yl

+y—lr—y
5 oL Sl ot 4

max{x,y} = und min{x,y} = a 5

b) Beweisen Sie: Fir alle a,w € K gilt

lw|<a <= w<a und —w<La.
c¢) Bestimmen Sie jeweils die Menge aller 2 € Q, fiir die folgende Ungleichungen gelten. Geben Sie die
Mengen als Vereinigungen von Intervallen an.

(1) [20-10<6, (2) |v+2/>]z—3|.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
a) Falls ¢ > y, dann ist x — y > 0, also |z — y| = 2 — y und es gelten
I+l _z4+yt+z—y z+y+lz—y

max{z,yt =w =" = = 1+1

sowie
A+ly z+y—(z—y) z+y—|z—y

1+1 1+1 - 14+1

min{z,y} =y =

Falls < y, dann ist  — y < 0, also | — y| = y — = und es gelten

mﬂhw&:y:(L+Dy:x+y+@—x):m+y+w—w
' 1+1 1+1 1+1

sowie
1+Dzx z+y—(y—2) z+y—|z—yl

min{e, gl =o = o S o T 1

b) Sei zuerst |w| < a, dann folgt mit Satz 1.6 b) der Vorlesung, dass w < |w| < a und —w < |w| < a.

Gilt umgekehrt, dass w < |w| < a und —w < |w| < a und ist w > 0, dann ist |w| = w < a. Im Fall w < 0
folgt |w| = —w < a.
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c¢) (1) Nach Satz 1.6 c¢) ist |2z — 10| = |2| | — 5| = 2|z — 5|, denn 2 > 0. Somit ist |2z — 10| < 6 genau
dann wenn |z — 5| < 6/2 = 3. In der Ubung haben wir gesehen, dass diese Ungleichung genau von
x €[5 —3,5+ 3] =[2,8] erfiillt wird.

(2) Fallsz +2>0und . —3 > 0 (<= z € [3,00)), dann gilt

— X,

r+2=lz+2|>z-3=2-3 = 2>-3
Das ist fiir alle z € [3, 00) erfiillt.
Falls z+2>0und x —3 <0 (<= z € [-2,3)), dann gilt

_ o—1
z4+2=lz+2>z-3=3-2 B 2u>1 & z>1

Also z € [-2,3) N (3,00) = (3,3).
Der Fallz +2 < 0und £ —3 > 0 <= 3 > x < —2 ist an sich widerspriichlich.
Falls 4+ 2 <0und z —3 < 0 (<= z € (—o0,—2)), dann gilt

+x+2
<~

—x—2=lz+2|>x—-3]=3-=x 0>5

Also ist die Ungleichung in diesem Fall nicht erfiillbar. Insgesamt ist die Ungleichung genau fiir = €
(3,3)U[3,00) = (3,00) erfiillt.

2
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