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Aufgabe 1:
Seien z,y € Ry. Zeigen Sie:

a) VT +y <Vr+.\/y,

b) vy < 5,

) e+ < Ty,

d) ¥z +y< Yz + g/y, wobei n € N mit n > 2 beliebig ist.

Wann gilt Gleichheit in ¢)?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Seien x,y € R,. Fiir die folgenden Beweise nutzen wir die Aquivalenzen (1.1) aus der Vorlesung: Fiir
jedes n € N gilt
r<y < 2" <y"” und <y <= " <y". (%)
a) Es gilt
2
(Ve¥y) =z+y<z+2Vay+y=(z+y)>

Nach der Aquivalenz (*) ist aber obige Ungleichung gleichwertig zu

Vety <vVz+./y.

b) Nach Satz 1.4 d) ist (v — \/17)2 > 0. Ausmultiplizieren liefert dann die gewiinschte Ungleichung,
denn

0<(Vr—y)? <= 0<z-2V2y+y <= 2o Sy<az+y.
c) Betrachten wir das Quadrat des linken Term und wenden b) an, so erhalten wir

(VE+ V) =2+ 2V/Ei+y <ot (@ ty) +y=2+y) = (VI t9)

und damit, wieder (x) verwendend,

26 a 0- T
Vet Vi< 2mty) 2V Vayrry £+£§\/1‘+
V2 V2
Man priift schnell nach, dass obige Aquivalenzen wahr bleiben, wenn wir ,,<“durch ,=“ersetzen, sodass

wir

\\//i“L\\//Z: THy = (Va-vm) =
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erhalten. Die Gleichung auf der rechten Seite ist aber dquivalent zu x = y, sodass Gleichheit in ¢) genau
dann auftritt, wenn x = y ist.

d) Die Beweisidee ist dieselbe wie in a) mit dem Unterschied, dass man den (allgemeineren) binomischen
Lehrsatz (Beispiel 0.3 aus der Vorlesung) statt der binomischen Formel verwenden muss. Es ist

n—1
g " n n ko —\n—k
(Va+y) —x+y<\kx0,+k§ﬂ: (k)(\/ﬂ?) (V)" "+
= - k=n

n

=3 () (9" (2 (v )

sodass aus (x) wiederum {/z +y < {/z + {/y folgt.

Aufgabe 2 (K):
Es seien m,n € N und a,b € R,. Zeigen Sie:

a) aw <aw, fallsm <nund 0 < a < 1,
b) aw > aw, falls m <n und a > 1,

¢) bw —aw < (b—a)w, falls a < b und n > 2.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
a) Seien m,n € N mit m < n und a € Ry mit 0 < a < 1. Nach Voraussetzung ist dann > —1 > 0 und

a < 1, sodass aus Satz 1.29 d) die Ungleichung a™ ~! < 1= ~! = 1 folgt. Dies und die Potenzgesetze aus
Satz 1.29 verwendend, erhalten wir

1\"™ 1.29 n 129b) = 1.29d) , 1\"
(aﬁ) 2 am = )aﬁ_lal < 1mla=a= (a?) (1)

Obige Ungleichung ist nach (x) aus Aufgabe 1 dquivalent zu am < aw.

b) Der Beweis von b) kann exakt genauso gefithrt werden wie der von a), wobei wegen der Voraussetzung
a > 1 (statt 0 < a < 1) die Ungleichung in (1] sich umkehrt und wir aus (x) aus Aufgabe 1 die gewiinschte
Gleichung aw > aw erhalten. Man kann aber auch b) auf a) durch Ubergang zum Kehrwert zuriickfiihren:
Seien hierfiir m,n € Nmit m < nund a € Ry mit a > 1. Nach Aufgabe 1 (ii), Blatt 1, gilt dann 0 < 1 < 1.
Also konnen wir die bereits bewiesene Aussage a) auf die Zahl % anwenden und erhalten

1 1290)(1)7113) <1>71”1.290) 1
= - <\- = 1
am a a an

was wiederum nach Aufgabe 1 (ii), Blatt 1, die Gleichung aw > aw impliziert.
c¢) Seien n € N, a,b € Ry mit a < b. Wir betrachten zunéichst den Fall b = 1. Dann gilt mit Aufgabe 1 d)

Al d)
1={i=¢Y(-a)ta < YI—a+Va “):}) 1-Ya< V1—a, )

[

wobei die Ungleichung auf der rechten Seite von genau die zu zeigende Ungleichung fiir den Fall
b = 1 ist. Der allgemeine Fall b > a ldsst sich auf den Fall b = 1 mittels der Potenzgesetze (Satz 1.29)
zuriickfiihren. Da nach Voraussetzung a < b, also § < 1 gilt, kénnen wir die Ungleichung auf der rechten
Seite von auf ¢ (anstelle von a) anwenden und erhalten

i e DG (0 a2 w0 e\ B o [ a2, _ @\ (DG) i
Vb \/a_\/13<1 %)_ b(l \/;><\/51 b—\/b(l b)_ b—a.

Aufgabe 3 (K):
a) Untersuchen Sie folgende Mengen auf die Existenz von Infimum, Supremum, Minimum und Maximum.
Bestimmen Sie gegebenenfalls den Wert.
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(i) A={a* |2z €[-51)} (iii) C={z|JyeR: (z+2)? +4y* <9}
(ii)B:{ il xER}

1+ |z
b) Es seien () # A, B C R. Weiter sei A nach unten beschrinkt mit inf A > 0 und setze B := {a™! | a € A}.
Zeigen Sie, dass B nach oben beschrinkt ist und es gilt sup B = (inf A)~!.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
a) ()4 == {z* : € [-5,1)} Nach Satz 1.4 gilt 2* > 0 und es gilt 0* = 0, d.h. min A = inf A = 0.
Andererseits (—x)* = z* fiir alle z € R. Somit gilt A = {2* : z € [0,5]}. Weiter ist nach Satz 1.29 somit

z<5*=625firallex € A.

Folglich
inf A=0, supA =625, min A =0, max A = 625.

(i) B={ v eR}

Fiir 2 = 0 ist %L = 0. Weiter ist nach Satz 1.4f) und Satz 1.6a), || >0, also ist inf B = min B = 0.

1+]z] 1+|=]
Weiter
|=]
1+|z|

|z] <14 |z] <= <1.

Also ist B nach oben durch 1 beschrinkt. Wir zeigen nun mit Satz 1.18a), dass sup = 1. Somit existiert
auch kein Maximum. Sei € > 0. Dann gilt fiir n € N, dass

1—c¢

l-e< — (1-¢)(1+n)<n < n> p

1+n

Also existiert fiir alle € > 0 ein n € N so, dass 1 —¢ < w1 < 1. Satz 1.18a) zeigt nun, dass sup B = 1.
Zusammenfassend
inf B=0, supB =1, min B = 0, max B existiert nicht.

(iii) C = {z | Iy e R: (x +2)* + 4y*> < 9}
Die Ungleichung beschreibt eine Ellipse
(x+2)? +4y* < 9.

Da nach Vorlesung 4y? > 0 gilt, muss fiir die Existenz eines solchen y gelten, dass

@+2?2<92% 3c112<3 = 5<a<l.

9—(x+2)?
4

Dann ist y die Losung der Gleichung y? = > 0, welche nach Lemma 1.27 existiert. Also

C=(-5,1) = infC = -5, supC =1, min C existiert nicht, max C' existiert nicht.

b) Wegen inf A > 0 gilt a > 0 fiir alle a € A. Somit folgt nach Satz 1.4 e) der Vorlesung, dass auch b > 0
fiir alle b € B.

Fiir jedes solche b haben wir b=! € A und somit b=! > inf A. Da inf A > 0 ist, folgt hieraus (vgl. Aufgabe
1 a) (ii) von Ubungsblatt 2) die Ungleichung b = (bfl)f1 < (inf A)~'. Das zeigt, dass B nach oben
beschrinkt und (inf A)~! eine obere Schranke von B ist.

Die Ordnungsvollstiandigkeit von R liefert die Existenz von s := sup B > 0. Wir zeigen nun, dass s =
(inf A)~" gilt, indem wir s < (inf A)"" und s > (inf A) ™" zeigen.

,<“ Wir haben bereits gezeigt, dass B durch (inf A)”" nach oben beschriinkt ist. Da das Supremum
einer Menge ihre kleinste obere Schranke ist, folgt sofort s < (inf A) ™"

»>“: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gelte s < (inf A)~!. Dies ist dquivalent zu
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571 > inf A (man beachte, dass hier wieder die Voraussetzung inf A > 0 eingeht). Da inf A die gréfite
untere Schranke von A ist, muss es dann ein a € A mit s~! > a > inf A geben. Dann folgt aber a=! € B
und s < a~!. Das kann nicht sein, weil s ein obere Schranke fiir B ist, ein Widerspruch. Also gilt auch
s > inf A.

Aufgabe 4:
a) Untersuchen Sie die folgende Menge M auf die Existenz von Infimum, Supremum, Minimum und
Maximum. Bestimmen Sie gegebenenfalls den Wert.

111
M:{x+ ‘ <x§2}
T | 2
Hinweis: Verwenden Sie dabei nur Kentnisse aus Vorlesung und Ubung. (Keine Kurvendiskusion!)

b) Es seien () # A, B C R. Zeigen Sie, dass wenn a < b fiir alle a € A und b € B gilt, dann existiert ein
scRmita<s<bfuralleac Aund b€ B.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
a) M={z+1:1<z<2}

Fiir > 0 gilt nach Aufgabe 1,b)

Gleichheit tritt ein bei x = 1, also min C' = 2. Wir zeigen, zunéchst x + % < g

1y
r+l-2= a?=5/2+41 _ (r_Q;(' 2) <0 fiir z € (3,2].

x

Fiir = 2 sehen wir durch einsetzten, dass die obere Schranke angenommen wird. Damit

inf M =2, supM = g, min M =2, max M = g

Bemerkung: Mit Hilfe einer Kurvendiskusion der Funktion f: (%, 2] = R; f(x) =x+ % kommt man zu

selbigen Ergebnis. Allerdings war dies zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht Inhalt der Vorlesung.

b) Sei by € B beliebig, aber zunichst fest. Da nach Voraussetzung a < by fiir alle a € A gilt, ist by eine
obere Schranke von A. Das bedeutet A ist nach oben beschrankt (und nach Voraussetzung nichtleer).
Auf Grund der Ordnungsvollstdndigkeit von R existiert somit sup A. Wir setzen s := sup A. Weil jedes
b € B eine obere Schranke von A ist (wir haben by oben beliebig gew#hlt) und s nach Definition die
kleinste obere Schranke von A ist, gilt s = sup A < b fiir alle b € B E| Weiterhin ist das Supremum per
Definition eine obere Schranke; also gilt a < s fiir alle a € A. Somit erhalten wir insgesamt, dassa < s < b
fiir alle a € A und b € B.

Bemerkung: b) ist dquivalent dazu, dass R ordnungsvollstiandig ist, siche Satz 1.10.1 in [1].

1Das zeigt, dass B nach unten beschrankt ist mit inf B > sup A. Das brauchen wir aber nicht.
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