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Aufgabe 1:
(a) Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folgen mit den Gliedern
n—1
(i) an=(1-1)> i, (i) bp=(-1+3(-1)"™)".
k=0

Bestimmen Sie auch den Limes inferior und Limes superior, sofern diese existieren.

(b) Sei a, = (1+ %)" fir alle n € N. Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (ay, ).

(c) Sei (an)n rekursiv definiert durch a,11 = 32%“” fiir n € N und a; := 1. Zeigen Sie, dass die Folge

(an)n konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(a)(i) Nach der geometrischen Summenformel (Beispiel 0.2 der Vorlesung) gilt

n—1
1—i" 1—i"
o s ko s _ . _1_in
an = (1 1)21 (1 1)1_i (1 1)1_i 1—i™
k=0
Da i? = —1 und damit i® = —i sowie i* = 1, folgt
i0=1, n = 4k fir ein k € N,

it =1, n =4k — 1 fiir ein k € N,
i2=—1, n=4k— 2 fiir ein k € N,
i?=-i n=4k -3 firein k€ N.

Also ,zerfallt“ (ay,), in vier Teilfolgen (a4x)keN, (@ak—1)keN, (Gar—2)keny und (a4x—3)ken mit den Gliedern:

ag, =1 —i* =0, Qg1 = 1 — it =14,

Ak+2 .4 .
a4;€+2:1—1k+ =2, a4k+3:1—1k+3:1—|—1.

Jede dieser Teilfolgen ist konstant, insbesondere also konvergent. Nach Satz 2.20 sind ihre Grenzwerte 0,
1 —1i, 2 und 1 + i Hafungspunkte der Folge (ay),. Da jedes a, in einer der obigen Teilfolgen liegt, folgt
nach Lemma 2.22; dass es keine weiteren Haufungspunkte gibt.

Da es sich nicht um eine reelle Folge handelt, sind Limes inferior und Limes superior der Folge gar nicht
definiert.

(ii) Es ist

b (—%)%_1, n =2k —1 fir ein k € N, 1)

(—%)Qk, n = 2k fir ein k € N.

Da ((—%)n)n cn gegen 0 konvergiert und (bog—1)ken eine Teilfolge hiervon ist, folgern wir aus Bemerkung
2.18 b), dass auch (bar—1)ken gegen 0 konvergiert. Nach Satz 2.20 ist damit 0 ein Haufungspunkt von
(bn)n- Da (bog—1)ken strikt wachsend und unbeschrankt ist, ist es ,anschaulich® klar, dass (b,), keine
weiteren Haufungspunkte haben kann. Dies wollen wir nun zeigen: Angenommen, (b,), hétte einen
weiteren Haufungspunkt b # 0. Nach Satz 2.20 gébe es dann auch eine Teilfolge (by, )keny mit by, — b
fir £ — oo. Es gilt nun folgende
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Zwischenbehauptung: Die Menge {k € N | ny, ist ungerade} ist endlich.

Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, die Menge {k € N | ny, ist

ungerade} wire unendlich. Wir werden zeigen, dass unter dieser Annahme b = 0 gelten miisste, was im
Widerspruch zu zur Voraussetzung b # 0 steht.

Sei € > 0. Da (bar—1)ren gegen 0 konvergiert, gibt es ein K € N mit

|bar—1 — 0] < e fiir alle k > K. (2)

Mit {k € N | nj, ist ungerade} ist auch die Menge {k € N | ny, ist ungerade und k£ > K} unendlich (denn
wir entfernen im Zweifel nur endlich viele Elemente 1,2,..., K — 1)). Damit liegen aber unendlich viele
bp, in (bog—1)k>k und fir diese by, gélte dann nach (2) auch |b,, — 0| < e. Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt
war, folgern wir, dass 0 ein Haufungspunkt von (b, )ren ist. Da aber (b, )ren gegen b konvergiert, ist b
nach Korollar 2.21 der einzige Haufungspunkt von (b, )ken. Also miisste b = 0 gelten, ein Widerspruch
zur Voraussetzung b # 0. Also war unsere Annahme falsch und die Menge {k € N | ny, ist ungerade} ist
endlich.

Damit haben wir die Zwischenbehauptung bewiesen. Da also {k € N | ny ist ungerade} endlich ist,
existiert ein Index K’ € N, sodass fiir alle k > K’ die Indices n; gerade sind. Aus folgt dann aber

ng Nk k
b, = <3> = (3> > (3> fiir alle k > K’
2 2 2

(hierbei haben wir fiir die zweite Gleichung ausgenutzt, dass ny gerade ist und fiir die letzte Ungleichung
ausgenutzt, dass gemifl der Definition einer Teilfolge stets ny > k fiir alle & € N gelten muss). Da nach

Aufgabe 5 a) des 4. Ubungsblattes die Folge ((%)k)k . (nach oben) unbeschrinkt ist, folgt aus obiger
€
Ungleichung auch, dass (by, )ken unbeschrénkt sein muss. Somit wére (b, )ren divergent, im Widerspruch

zur Voraussetzung, dass (b, )ren gegen b konvergiert. Somit kann es keinen weiteren Haufungspunkt b # 0
geben, sodass 0 der einzige Haufungspunkt von (b, )nen ist.

(b) Wir wissen bereits, dass (e, ), definiert durch e, = (1 + %)n fir alle n € N gegen e konvergiert (s.
Beispiel 2.16). Nun ist

1 n 1 2n % .
a”:<1+2n> :((14—271) ) = (egp)2 fir alle n € N.

Da (ean)nen eine Teilfolge von (e, )nen ist, konvergiert (ea,)neny nach Bemerkung 2.18 b) gegen e. Aus
Aufgabe 5 des 5. Ubungsblattes folgern wir daher

ap = (egn)% —e? (n — 00).

(¢) Um einen Beweisansatz zu finden, berechnen wir zunéchst die ersten vier Folgenglieder:

2 1 17

a1:17 a2:g7 a4:%'

Wir konnen also vermuten, dass (a,,) fallend ist. Um herauszufinden, gegen welchen Wert die Folge (a,,)
konvergieren konnte, nehmen wir zunichst an, dass die Folge (a,) konvergiert und bezeichnen ihren
Grenzwert mit a € R. Mit Bemerkung 2.6 ¢) und Satz 2.7 kénnen wir dann aus der rekursiven Definition
der a,, eine Gleichung fiir a herleiten:

2.6 ¢) i I 3+ 5a, 2.7 3+ da
=" lim a,41 = lim = ,
a i, Gt = T To0 20
dh.,
S 4 —
a=—+—a a= -
20 20

Also kann (wenn iiberhaupt) die Folge (a,) nur gegen % konvergieren. Diese Voriiberlegungen leitet uns
zu folgender Beweisstrategie: Wir zeigen, dass (a,) fallend ist und durch % nach unten beschrankt ist.

https//ilias.studium.kit.edu/goto.php7target=2770290 Seite 2 / 7


https//ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=2770290

Nach Theorem 2.14 muss dann die Folge (a,,) konvergieren, und unsere Voriiberlegung zeigt dann, dass
ihr Grenzwert % sein muss.

Wir widmen uns zunéchst der Beschrianktheit von (a,), da wir diese fiir den Nachweis ihrer Monotonie
benétigen.

Behauptung: Es gilt a,, > % fiir alle n € N.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion.

Induktionsanfang: Fir n = 1 ist nach Definition a1 :=1 > %

Induktionsschluss: Sei a, > 1 fiir ein n € N wahr (IV). Dann gilt

3+5an(1;/)3+5-% 4 1
20 T 20 20 5’

An+1 =

also an41 > %
Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion ist also a,, > % far alle n € N.

Wir beweisen jetzt, dass (a,,) fallend ist.
Behauptung: Die Folge (a,,) ist fallend.
Beweis: Wir miissen zeigen, dass a,11 < a, fir alle n € N. Sei alson € N. Da a,, > % ist (s.0.), erhalten

WIr
ani1= ot ortn = an (gt o) San (gor b ) =an (ot s ) =@
"0 T20" T "\ 20a, 20/ =" \20-1 T20) " "\20 T20) T

Somit ist (ay) fallend.

Somit ist (a,) fallend und durch £ nach unten beschréinkt. Nach Theorem 2.14 ist (a,) somit konvergent
und unser Voriiberlegung zeigt, dass (a,) gegen % konvergiert.

Aufgabe 2 (K):
(a) (i) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge

an = (1+5)".
Hinweis: Wenden Sie Satz 2.10.b) (Sandwichkriterium) an.

(i) Die Folge (e, ), sei gegeben durch die Glieder e, :== (1 — 1)" fiir n € N. Zeigen Sie, dass (e,), gegen
1/e konvergiert.

n+1
Hinweis: Wenden Sie Satz 2.7 an. Stellen Sie dazu en41 = (1 — ﬁ) tber die Glieder der Folge
(an)n aus Beispiel 2.16 dar.

(b) Bestimmen Sie die Hiufungspunkte folgender Folge, sowie deren Limes inferior und Limes superior.

2-6n n = 3k fiir ein k € N,
ap = <#>, n =3k — 1 fiir ein k € N,

2"W10, n =3k —2 fiir ein k € N.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(a) (i) Behauptung: Die Folge (a,), konvergiert gegen 1 fur n — oo.
Beweis: Fiir n € N gilt einerseits
1 n
1=1"< (1 + 2) .
n

Andererseits wissen wir aus der Vorlesung, dass die Folge (e,)n = ((1 + n~1)"), wachsend gegen e
konvergiert (s. Beispiel 2.16 aus der Vorlesung). Also gilt e, < e fiir alle m € N und wir erhalten die
obere Abschétzung

1/n
(1+ L) = ((1 n #)"2) = {fenz < e firalle n € N.
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Insgesamt erhalten wir
1\" .
1< (14 =) < Ve firalleneN.
n

Nach Beispiel 2.3 a) konvergiert die konstante Folge (an)n = (1), gegen 1 und nach 2.11 b) konvergiert
die Folge (an)n = (¥/e), ebenso gegen 1. Nach Satz 2.10 b) konvergiert damit (b,), ebenfalls gegen 1
fiir n — oo.

(i) Die Folge (ay), aus Beispiel 2.16 war definiert durch a, = (1+ )" fiir n € N. Dort wurde gezeigt,
dass sie monoton wachsend gegen e konvergiert. Da e > e; = 2 > 0 gilt, konvergiert nach Satz 2.7 ¢) die
durch 1/e,, gegebene Folge gegen 1/e. Nun schreiben wir

. B (1_ 1 )n+1_< n >n+1_ 1 B 1 _ 1 1
R A C 5 N (R RN (R )
1 1

. fur alle n € N.
(1+7)

En+1 =

Mit Satz 2.7 folgern wir daher

1 1 _}1 1 1
e = — - —
ntl an (1—|—%) el+0 e

(n — o)

und damit (wieso genau?) wie gewiinscht auch e, — % fiir n — oo.

(b) Mit Satz 2.7 ist

2— 2_6

3n6n:"3 — =2 (n— ),
n n

< > —e (n— ),
n—1

2"W10 —2-1=2 (n— oo).

(Hierbei haben wir fiir den zweiten Grenzwert ausgenutzt, dass

n \" n—1+1\" 1 \*! 1 1
= e pr— — .. >
(n—l) ( n—1 ) <1+n_1> <1+n_1> an1(1+n_1> fir alle n > 2,

wobei (ay,), die Exponentialfolge aus Beispiel 2.16 ist; daher ist

n " 1
= Qp— 1 _— .1l = .
<n—1) a 1(+n_1>—>e e (n— o0)

Fir den dritten Grenzwert haben wir Beispiel 2.11 b) und Bemerkung 2.6 c¢) benutzt.) Die Folgen
(ask)ken, (ask—1)ken und (agr—2)ken sind jeweils Teilfolgen der drei obigen Folgen. Nach Bemerkung
2.18 b) konvergieren daher (asg)ren, (@3k—1)reny und (asg—2)keny und ihre Grenzwerte —2, e und 2 sind
Héaufungspunkte von (a, ). Da jedes a,, in einer der drei Teilfolgen liegt, folgt aus Lemma 2.22, dass —2,
e und 2 die einzigen Haufungspunkte von (a, ), sind. Nun folgt aus Theorem 2.24 b) und aus —2 < 2 < e,
dass

liminf a, = —2 und limsupa, = e.

Aufgabe 3 (K):
(a) Zeigen Sie, dass die folgenden rekursiv definierten Folgen konvergieren und bestimmen Sie deren
Grenzwert.

(i) a1 =1, any1 = V2 + an, (i) b1=1%, bpp1=7———
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(b) Sei (an)n eine monotone Folge. Zeigen Sie: Besitzt (ay), einen Hiufungspunkt a, dann konvergiert
(an)n bereits gegen a.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) (i) Wir zeigen zunéchst, dass (a,) beschrankt (und damit insbesondere auch nach oben beschrénkt)
ist.

Behauptung: Es gilt 1 < a,, < 2 fiir alle n € N.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion.

Induktionsanfang: Fir n = 1 ist die Aussage klar, da 1 = a; < 2.

Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass 1 < a,, < 2 fiir ein n € N gilt (IV). Dann folgern wir einerseits

(Iv)
An41 :\/2+an < \/2+2:2u

und andererseits

(v)
Somit folgern wir insgesamt 1 < a,41 < 2.
Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion ist die Behauptung also wahr.

Wir zeigen nun, dass (a,) wachsend ist.

Behauptung: Die Folge (a,) ist wachsend.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass a,y1 > a, fir alle n € N gilt. Fiir n € N gilt 1 < a,, < 2 (s.0.) und
damit

22150 | 2 1 [2 1 an<2 \/2 1 \/1 1
= 2 an_: 2 —_— —_ = —_— [, — — = — - = .
An41 vV2+an Qg (CL% + an) Qn a% + a = an 92 + 2 Qn B + B Qn,

Also ist (a,) wachsend.

Wir haben also gezeigt, dass (a,) nach oben beschriankt und wachsend ist. Nach Theorem 2.14 ist damit
(an) konvergent und es existiert a = lim, o a, in R. Wir zeigen nun, dass a = 2 ist.

Behauptung: Es gilt a = 2.
Beweis: Wenn wir Bemerkung 2.6 c), Satz 2.7 und Aufgabe 5 c¢) des 4. Ubungsblattes auf die Definition
der a,, anwenden, erhalten wir

2.6
a ) lim ap41 = lim V24 a, T V2 +a.
n—oo n—oo

U4A5¢)

Quadrieren ergibt a? = 2 + a, also a®> — a — 2 = 0. Durch quadratische Erginzung erhalten wir

1 1
Oa2a2(a2a+>2

4 4
(o9
o 2 4
1 3
—Z=4=
<~ a 5 5

1
<:>a=—§ oder a = 2.

Da aber 1 < a,, fiir alle n € N gilt, folgt nach Satz 2.10 a) auch 1 < a. Somit scheidet a = —1 aus, und

2
es muss a = 2 sein.

(ii) Wir zeigen zunéchst, dass (by,) beschréankt (und damit insbesondere auch nach unten beschréinkt) ist.
Behauptung: Es gilt 0 < b,, < 1 fiir alle n € N.
Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion.
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Induktionsanfang: Fir n = 1 ist die Aussage klar, da nach Voraussetzung 0 <= % = <1 gilt.
Induktionsschluss: Wir nehmen, an dass 0 < b, < 1 fir ein n € N gilt (IV). Nach Aufgabe 1 (ii) des
zweiten Ubungsblattes ist dann bi > 1. Da 2n+ 1 > 0 ist, folgt bi +2n+1>140=1. Mit Aufgabe 1

ii) des 2. Ubungsblattes folgt dann aus der Ungleichung - +2n 4+ 1 > 1 > 0 auch
bn

1

0<bpy1=——-—"-—-<1
+ b%+2n+1

3)

Somit folgern wir insgesamt 0 < b1 < 1.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist die Behauptung also wahr.

Wir zeigen, dass (b,,) monoton fallend ist.

Behauptung: Die Folge (b,,) ist fallend.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass b,1+1 < b, fiir alle n € N gilt. Fiir n € N gilt 0 < b, < 1 (s.0.) und
damit

L L = ! b, < L by, = by,

E2n+1 LCDb T4 (@2n+ )b, 140"

bn+1 ==

Also ist (by,) fallend.
Nach Theorem 2.14 ist damit (b,,) konvergent und es existiert b = lim,,_,~ by, in R.

Behauptung: Es gilt b = 0.
Beweis: Wir formen zunéchst die Definition der b, um:

1 _ bn,
E+2n4+1 14 (2n+1)b,
< bpt1[1+ (2n+1)b,] = by,

1
n+1

bn+1 -

< bn+1bn = (bn — bn+1) .

Wenn wir Bemerkung 2.6 ¢) und Satz 2.7 auf die letzte Gleichung anwenden, erhalten wir

2 2.6 c) I a7

b lim by 1b, = Lim (b, — bpi1) - = 0.0=0,
33 brevabn = i (o = brn) - 5y Z0-0=0

Aus b? = 0 folgt sofort wie gewiinscht b = 0.

(b) O.B.d.A. sei die Folge (ay,)nen monoton wachsend. Da a ein Haufungspunkt der Folge ist, existiert
eine Teilfolge (an, )r mit a,, — a.

Wir zeigen zunéchst, dass (a,), nach oben durch a beschrinkt wird. Angenommen, es gibe ein ng mit
apn, > a. Aufgrund der Monotonie gilt alle n > ng, dass a,, > a,, > a. Wahlt man ¢ = a,, —a > 0, so

lagen fast alle Folgenglieder aulerhalb der e-Umgebung von a, d.h. a ist kein Haufungspunkt. Folglich
a, < a fur alle n € N.

Somit ist (@), durch a beschriankt und nach Voraussetzung monoton. Nach Theorem 2.14. ist die Folge
somit konvergent. Weiter ist a ein Haufungspunkt von (a,,),. Nach Korollar 2.21 ist ihr Grenzwert jedoch
bereits der einzige Haufungspunkt, weshalb a,, — a folgt.

Aufgabe 4:

(a) Sei (an)n eine Folge. Zeigen Sie: Die Folge (ay,), konvergiert genau dann, wenn jede der Teilfolgen
(azk)ken, (a2k—1)ken und (asg)ken konvergiert.

Gilt die Aussage auch, wenn nur die Teilfolgen (ask)ren, (@2k—1)ken, aber nicht (ask)ren als konvergent
angenommen werden?

(b) Sei (by,), eine Folge, sodass fiir jedes feste k € N mit k > 2 die Teilfolge (brn)nen konvergent ist. Ist
dann auch (b,), konvergent?
Hinweis: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(a) Sei (an), eine Folge. Zu zeigen ist die Aquivalenz

(an) konvergiert. <= (agk)ken, (a2r—1)ken und (asg)ren konvergieren.

= Ist (an)n konvergent, so ist nach Bemerkung 2.18 b) auch jede Teilfolge von (ay,), konvergent, also
insbesondere auch die Teilfolgen (asg)ren, (a2x—1)ken und (asg)ren-

<=: Seien (azk)ken, (a26—1)ken und (ask)reny konvergent. Wir wollen Korollar 2.25 anwenden: Hierzu
miissen wir zeigen, dass (a,), beschriankt ist und nur einen Hiufungspunkt hat.

(i) Beschréanktheit:

Nach Satz 2.4 a) sind (agr)reny und (agr—1)ken als konvergente Folgen beschriankt, d.h., es existieren
Konstanten My, My > 0 mit |ag,| < My und |agg—1| < My fiir alle k € N. Da aber N={2k—1 | k € N}U
{2k | k € N} gilt (jede natiirliche Zahl ist entweder gerade oder ungerade), folgt mit M = max{M;, M>}
unmittelbar |a,| < M fiir alle n € N. Somit ist(ay,), beschrinkt.

(ii) Haufungspunkte:

Nach Voraussetzung sind (agx)ken und (asg—1)ken konvergent, es existieren also die Grenzwerte a =
limg o0 g und b := limg_, o a2x—1. Nach Satz 2.20 sind a und b Haufungspunkte von (a,,), und da jedes
an, in (agk)ken oder (agk—1)ken liegt, kann es nach Lemma 2.22 keine weiteren Haufungspunkte geben.
Es verbleibt also a = b zu zeigen: Da (agr)ren eine Teilfolge von (asg)ren und (ask)ren ist, folgt aus
Bemerkung 2.18 b)

. 2.18 b) . 2.18 b) .
a= lim ag, = lim ag, =  lim asp. (4)
k—s00 k—00 k— o0

Ebenso gilt, dass (agr—3)ren eine Teilfolge von (asg—1)kren und (asx)ren ist, sodass auch
18 b 2.18 b
b= lim agt_1 = ) lim agp_3 = ) lim asy. (5)
k—o0 k—o0 k—o0
Aus und folgt also wie gewiinscht

a= lim ag, = 0.
k—o0

Wir haben also gezeigt, dass (a, ), beschrinkt ist und nur einen Haufungspunkt hat (némlich a). Nach
Korollar 2.25 konvergiert damit (a,), gegen a.

Als Gegenbeispiel fiir die zweite Aussage sei (ay,)neny mit a, = (—=1)" fir alle n € N. Dann ist (ap)nen
nach Beispiel 2.3 c) divergent, aber die Teilfolgen (agk)reny = (1)ren und (agk—1)ken = (—1)gen sind
jeweils konstant und nach Beispiel 2.3 a) konvergent.

(b) Nein, im Allgemeinen muss (b,,),, nicht konvergent sein. Man betrachte z.B.

- 1, falls n eine Primzahl ist,
" 0, falls n keine Primzahl ist.

Damit ist (b,) = (0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,...). Sei nun k € N mit k& > 2 beliebig, aber fest. Dann ist kn
durch k teilbar und daher fiir alle n > 2 keine Primzahl. Somit ist bg,, = 0 fur alle n > 2 und damit
(bin)nen konvergent (mit Grenzwert 0). Da k > 2 beliebig gewédhlt war, sehen wir, dass die Teilfolgen
(bgn)nen fur jedes k > 2 Nullfolgen, also insbesondere konvergent sind. Damit ist 0 nach Satz 2.20 ein
Héaufungspunkt von (b,,),en. Wére nun (b,), konvergent, so diirfte es nach Korollar 2.25 keinen weiteren
Haufungspunkt geben. Da es allerdings unendlich viele Primzahlen gibt, ist 1 auch ein Haufungspunkt
von (by)y. Also kann (b, ), nicht konvergent sein.
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