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Aufgabe 1:

(a) Seien (Tn)n, (Yn)n reelle Folgen. Es gelte y, — oo fiir n — oo. Zeigen Sie: Ist (x,,), nach unten
beschrankt, dann gilt z,, + v, — oo flir n — oco.

Was kann geschehen, wenn (z,,), nicht nach unten beschrankt ist?

(b) Zeigen Sie dass die folgenden Grenzwerte existieren und bestimmen Sie deren Wert.

(i) lim (xZ i x> (i) lim V-l

xr—r00 LE+1 r—1 x—1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a) Es sei (z,,) nach unten beschrénkt. Dann existiert ein m € N, sodass z,, > —m fur alle n € N. Sei
nun K € N. Da y, — oo fiir n — oo, existiert fiir die Schranke K’ := K +m € N ein Index Ng: € N,
sodass y, > K’ fir alle n > Ng/. Wir folgern

Tn + Yn > —m+K’:—m—|—(K—|—m) =K fiurallen > Ng-.
Da K € N beliebig gewéhlt war, folgt x,, + y, — oo fiir n — oo.

Ist (x)n nicht nach unten beschrinkt, so ldsst sich keine Aussage iiber Konvergenz treffen, wie die
folgenden Beispiele zeigen:

Setze x, = —y, + c fir ein ¢ € R, so konvergiert z,, + y, = ¢ — c.

Setze x,, == —yn + (—1)", so divergiert x,, + y, = (—1)", ist aber beschrinkt mit Hiufungspunkten +1.
Setze x, = —yn + n(—1)", so divergiert =, + y, = n(—1)" und ist unbeschrankt und konvergiert auch
nicht im uneigentlichen Sinne.

Setze x, = —2y,, so konvergiert x,, + y, = —y, — —oo im uneigentlichen Sinne.

(b) (i) Wir bringen den Ausdruck zunéchst auf einen gemeinsamen Hauptnenner

x? + 3x > +3z—z(z+1) 2°+3z—-22-2 2z

z+1 r= x+1 a z+1 Tr41

2f(x) =

Wir zeigen nun, dass dieser Ausdruck gegen 2 konvergiert. Sei € > 0. Dann gilt fir z > %

2 2x 2z

== < <2
I+e z+z2 " z+1

)

d.h.

2 2 _ 2
ﬁl_g‘gg_l%_1f€§25.Esfolgt

. 2% 4 3x i 2
lim —z ) = lim =2

(ii) Sei @, — 1 mit x,, > 0 eine beliebige Folge. Um die Wurzeln /- und /- loszuwerden, substituieren
wir 2,, = u8, wobei 6 gerade das kleinste gemeinsame Vielfache von 2 und 3 ist. (Man beachte, dass die
Funktion p: [0,00) — [0, 00), x + x5 bijektiv ist, d.h. wir finden fiir jedes x,, ein solches u,,.) Daraus folgt
fiir die einzelnen Terme

Y, = /ub =u? und VI, = Jub = ud.
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Da p als Polynom stetig ist, gilt insbesondere u,, — 1. Also

3 -1 2_1
lim\/E :limL.
x—1 r—1 u—>1u3—1

Da Zahler und Nenner bei u = 1 eine Nullstelle besitzen, konnen wir den Faktor (u — 1) herauskiirzen.
Es gilt (binomische Formel, bzw. Polynomdivision)

u? —1=(u—1)(u+1) und uP —1=(u—1)(u?+u+1).
Also
3 _ —
Jr 1_lim (u—1)(u+1) oy u+1 2

li = = —— = .
T —1 wsl (u— D@ tu+l) wsluitut+l 3

Aufgabe 2 (K):
Seien (n,)n, (yn)n reelle Folgen. Es gelte y,, — oo fiir n — oo.

(a) Zeigen Sie: Ist (x)n beschrénkt, dann gilt £= — 0 fiir n — oo.

(b) Zeigen Sie: Ist x,, > § fiir ein § > 0, so gilt z,y, — oo fiir n — oco.

(c) Zeigen Sie: Konvergiert (x,), nicht gegen Null und gilt z,, < 0 fiir alle n € N, dann gibt es eine
Teilfolge (2,,;) von (z,,)n 80, dass y,;yn, — —oo fiir j — oo.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Seien (2n,)n, (yn)n reelle Folgen. Es gelte y,, — oo fiir n — oo.

(a) Es sei (x,) beschriankt. Dann existiert ein M > 0, sodass |z,| < M fir alle n € N. Da y,, — oo fur
n — oo, existiert wieder fiir die Schranke K’ := K +m € N ein Index Ng+ € N, sodass y,, > K’ fiir alle
n > Ngs. Wir folgern Sei € > 0 beliebig. Es existiert ein Index N € N, sodass fir alle n > N

Yn > —
Fiir n > N ergibt sich
T T M M
I T
Yn Yn Yn -

Folglich, lim,, % =0.

(b) Da y, — oo fiir n — oo, existiert wieder fiir die Schranke K’ := K +m € N ein Index Ng: € N,
sodass y, > K’ fir alle n > Ng/. Sei K > 0 eine beliebige Schranke. Fiir n > N% ergibt sich

K

Da K > 0 beliebig war, folgt nach Definition 3.36 lim, s T, Yn = 0.

(¢) Angenommen, (x,,) konvergiert nicht gegen Null und es gilt x,, < 0 fiir alle n € N. Aus der Verneinung
der Konvergenz gegen Null ergibt sich: Es existiert ein € > 0, sodass es fiir jeden (noch so grofien) Index
N € N einen Index n > N gibt mit |z, | = |z, — 0| > . Letztere Ungleichung ist dquivalent zu z,, < —¢,
da nach Voraussetzung z,, < 0 fir alle n € N gilt. Also haben wir (etwas kompakter aufgeschrieben):

de>0:VNeN:dn>N: 1z, < —c. (*)

Aus () folgern wir, dass es eine Teilfolge (z,,) en gibt mit x,; < —¢ fiir alle j € N: Denn setzen wir
N := 1in (%), so sehen wir, dass ein n > 1 mit x, < —e existiert und wir setzen n; := n. Ist n;
fir ein j € N definiert, so liefert (%) mit N := n; + 1 einen Index n > n; + 1 mit x, < —e und wir
setzen njy1 := n. Auf diese Weise wird eine wachsende Folge (n;) rekursiv so definiert, dass (zn,);en
eine wohldefinierte Teilfolge von (z,,) ist mit der gewiinschten Eigenschaft x,,; < —e fiir alle j € N.
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Sei nun K € N und sei K’ € N mit K’ > % Da y,, — oo fiir n — oo, existiert zu K’ ein Index Ng' € N,
sodass y, > K’ fir alle n > Nk . Es folgt

T, Yn; < (—€)yn, < (—e)K' < =K fiir alle j > Ngo.

Da K € N beliebig gewihlt war, folgt x,;y,, — —oo fiir j — oco.

Aufgabe 3 (K):
(a) Seien a,b € R mit a < b und f : (a,b) — C. Weiter sei 2o € (a,b) und w € C. Zeigen Sie folgende
Aquivalenz:

Es gilt f(z) — w fiir # — 20 genau dann, wenn f(x) — w fiir * — x5 und f(z) — w fir z — z.

(b) Zeigen Sie dass die folgenden Grenzwerte existieren und bestimmen Sie deren Wert.
2

(i) lim (Va?+oaz+ 3 —2) (ii) lim T

r—00 z—0 ‘IE|

In (i) seien hierbei v, 8 € R mit o, 8 > 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Zunéchst einmal ist jedes xg € D := (a,b) ein Haufungspunkt von D. Denn fiir g € D und ng € N
mit ng > b — o definiert z,, 1= xg + %, n > ng, eine Folge (,,)n>n, cine Folge in D mit =, — x fur
n — 0o.

»~—": Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen von lim,_,., f(z), lim,,_, .+ f(z) und lim$_m0— f(z).
»<=": Sei ¢ > 0. Da nach Voraussetzung w = lima;_m(T flz) = li]tnmﬁ,]c:Jr f(z) gilt, existieren nach Satz
4.5 b) Zahlen 67 > 0 und §} > 0, sodass

|f(z) —wo| <e furalle z € (a,b) mit o —d; < < 2o und
|f(z) —wo| < e fiir alle z € (a,b) mit 29 <z < 29 + 0.
Setzen wir d. := min{d_, 1} > 0, so sind fiir x € (a,b) mit 0 < |x — x| < J. beide obigen Ungleichungen
erfiillt (denn nach Definition von d. gilt dann 29 — 6 <z — 0. < @ < 29 falls © < zp und 29 < z <
xo + 0. < 81 falls x > xp). Somit folgern wir
|[f(z) —wo| <e firalle x € (a,b) mit 0 < |x — 20| < de.
Da e > 0 beliebig gewéhlt war, existiert nach Satz 4.5 a) also lim,_,,, f(z) und es gilt wo = limy_, 4, f(x).

(b) (i) Seien o, 8 > 0 und (z,,)n>1 eine beliebige Folge mit x,, — oo fiir n — co. Dann gibt es einen Index
ng € N, sodass x,, > 0 fiir alle n > ng. Fir diese z,, gilt dann

ey SR VA L) ek aw, + B . atf
n oy Vel taw+Bta.  Valtaw,+B+a, S e+ g+

Nach Satz 3.38 a) sind (), (%) und (m%) Nullfolgen. Mit Satz 2.7 und Aufgabe 5 c) des 4. Ubungsblattes
folgt daher

Oé+% . a+0 o«
1+2+ 52 +1 VI+H0+0+1 2

22 +ax, + 06—z, = (n — 00).

Da (zp,)n>1 mit z,, — oo fiir n — oo beliebig gewéhlt war, folgt, dass lim,_,oo(v/22+azx+ 5 —2) =0
existiert und es gilt

lim (Va2 4+azx+p—2a)= a

Tr—r00 2

https//ilias.studium.kit.edu/goto.php7target=2770290 Seite 3 / 5


https//ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=2770290

(ii) Sei (2 )n>1 eine Folge mit x,, — 0 fiir n — oo und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann gilt

2 2
o< bl o (s o),
da mit (z,)n>1 auch (Jz,|)n>1 eine Nullfolge ist. Aus dem Sandwichlemma folgt lim,,_, I%il = 0. Da

ZTp)n>1 mit x, — 0, x, # 0 fur alle n € N, beliebig gewéahlt war, folgt, dass lim,_,q 2® oxistiert und
= |]

Aufgabe 4:
Sei f: R — R monoton wachsend, d.h., fiir alle z,y € R mit < y gilt f(z) < f(y).
Sei weiterhin xy € R.

(a) Zeigen Sie, dass die links- und rechtsseitigen Grenzwerte lim NS f(x) und lim, - f(z) existieren.
(b) Zeigen Sie limx_mg f@) < fxg) < liml__mg fx).
(c) Zeigen Sie: f ist stetig in g < limz_mg flz) = lim:HIJ fx).

Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe @ (a) fir ,<*

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Sei ¢ € R. Wir definieren die nichtleere Menge A := {f(z) | z € R mit z < z9} und bemerken, dass
A durch f(xo) nach oben beschrénkt ist: In der Tat, ist a € A, so existiert z € R mit < o und a = f(x).
Da f monoton wachsend ist, folgt dann a = f(x) < f(zo). Somit ist y := sup A € R wohldefiniert.

Sei nun (), eine Folge in (—oo, zg) mit z, — xg (n = 00). Wir zeigen f(z,) — y (n — 00). Sei hierfiir
€ > 0. Aus der Charakterisierung des Supremums aus Satz 1.18 a) sechen wir, dass es dann ein a € A gibt
mit y — e < a, d.h. es existiert ein x < xg, sodass

y—e < f(x).

Da z, = xg fir n — oo und z < xg gilt, gibt es einen Index ng € N, sodass x < x,, fiir alle n > ng gilt.
Mit der Monotonie von f folgt hieraus f(x) < f(z,) fir alle n > ny. Wir erhalten also

y—e< f(zx) < f(zn) <y firallen >ng

wobei die letzte Ungleichung wegen f(z,) € A fir alle n € N und a < y = sup A fiir alle a € A gilt.
Insbesondere zeigt dies

|f(zn) —y| <e furalle n > ng.

Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgern wir f(z,) — y fir n — co. Da (z,,)n>1 in (—00, zo) mit =, — zo
(n — o0) beliebig gewahlt war, folgt die Existenz von limw_mg f(z) und dass limw_mg f(z) =y gilt.

Die Existenz von lim,,_, .+ f(z) zeigt man analog (man definiere B := {f(z) | + € R mit x > 20} und
zeige limwﬁwar f(z) = inf B).

(b) Seien A und B wie in Aufgabenteil (a). Dann gilt nach Aufgabenteil (a)

lim f(z) =supA < f(xzo) <inf B= lim f(z).

- +
Tz T,

(¢) ,=—>%: Sei f stetig in z¢. Dann gilt f(z¢) = limy_., f(z). Insbesondere gilt f(zo) = 1imx_mg f(x)

und f(zg) = lim,,_, .+ f(z), und damit lim_, fz) = lm, o« f(z).

,<=": Sei zg € R und angenommen, es gelte limzﬁza flx) = limr_mg f(x). Nach Aufgabenteil (a) muss
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dann aber limmﬁx(; f(z) = f(xo) und lim,,_, .+ f(z) = f(xo) gelten. Aus Aufgabe 3 (a) folgt nun, dass
f(zo) = limg_, 4, f(2x) gilt. Also ist f in zo stetig.

Bemerkung: Aus Aufgabenteilen (b) und (c¢) folgt, dass die Unstetigkeitsstellen einer monoton wachsenden
Funktion f: R — R aus ,Sprungstellen® besteht, d.h., es gilt

{zo € R: f ist nicht stetig in xo} = {zg € R: lim f(z) < lim f(x)}

134)(130 ZL’*}IO

Aufgabe 5:

(a) Stellen Sie h : [0,00) = R; h(z) = 11:;/\/55 als Komposition stetiger Funktionen dar.

(b) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass g : R — R definiert durch

(@) 1—2z—22, z<0,
xTr) =
g c(z —2)?, x> 0.

stetig ist.
(b) Sei f:[0,1] — R definiert durch
L JpeNig=2nl
f(.’L‘) — n n_ln

Bestimmen Sie alle Punkte = € [0,1], in denen f stetig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(a) Wir definieren die Funktionen fi, fo, f3: [0,00) — R durch

@) =1, fo(z)=2, fi3(z)=+z firzeR.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass obige Funktionen stetig sind. Deshalb ist h = f{ fff }3 nach Satz 4.12
stetig.

(b) Sei zunéchst g < 0 und (xy,),>1 mit x, — zo fir n — oco. Wir bemerken, dass g(z) = p(z) fur
alle z < 0, wobei p: C — C, p(z) = 1—-2—22 Dax, = 29 < 0 (n — 00), existiert ein ng € N
mit x,, < 0 fir alle n > ng (wéhle ¢ > 0 mit ¢ < —x¢ in der Definition der Konvergenz). Also gilt
(9(xn))n>ne = (P(@n))n>n,- Da p als Polynom stetig ist, gilt p(z,) — p(zo) fiir n — co. Somit muss auch
g(zn) = p(z0) = g(x0) fir n — o0. Da (z,,)n>1 mit 2, — x0 fiir n — oo beliebig gewdhlt war, folgt, dass
lim, ., g(x) = g(zg), also die Stetigkeit von ¢ in xy. Genauso zeigt man auch, dass g in zg fir 29 > 0
stetig ist.

Nach Aufgabe 3 a) ist g in 0 stetig genau dann, wenn ¢(0) = lim,_,¢- g(z) = lim,_,o+ g(x). Nun ist

g(0) =4¢, lim g(z)= lim 1 -2z —2*=1, lim g(z)= lim c(z —2)* = 4c.
z—0~ z—0~ z—0t z—0~

Es muss also ¢ = % sein.

(c) Sei zunéichst o = = =1 — 1 fiir ein n € N. Dann gilt min{|z — =1 | m € N,m # n} = ﬁ

(warum genau?). Wir wahlen § > 0, sodass 0 < gilt. Dann gilt

1
n(n+1)
f(z) =0 firalle z € [xg — d, 20 + ]\ {z0}

Aus Satz 4.5 a) folgt nun lim,_,,, f(z) = 0, aber es gilt f(z¢) = 1 nach Definition von f. Also ist f in
o nicht stetig.

Sei nun zo € [0,1], aber zy # L fiir alle n € N. Da UnEN[nT_anLJrl) =
mit 2 <z < ;%5. Nach Definition von f gilt f(z) = 0 fiir alle z € (24, 25)
f(zg) =0 =limg,,, f(x). Also ist f in xq stetig.

Damit gilt also

[0,1), existiert ein n € N
. Hieraus folgt sofort

{z €]0,1] | f ist stetig in z} = [0,1]\{”;1 |ne N}.
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