Mugerlésung

Aufgabe 1

(a) Behauptung: Fiir A C R offen ist arctan(A4) offen.

B ﬂwezs Die Funktion tan: (-5, %) — K ist stetig und bijektiv mit Umkehrfunktion arctan:
) ‘ :
(5. 5). Also ist
I T T‘\ - . P
arc*can’ Ay={xe(— 5 5) Jyeart = arctanwk}

das Lrbﬂd von der onenon Menc‘e A unter de* stetigen Funktlon tan und daher offen.

{"/' :Z/ '\\ o - \ .
b) Behauptung: B = < | L e R?: /22 + 42 <2,y >z b ist kompakt.
ptung: 1 Vit y 2y ist
AN - y

Bewets:

(i) Sei (z,y) € B. Dann gilt

und damit ist B beschréankt.

(il) Sei (zp.yn) € B eine konvergeme Folge mit (z,y) = rh_r)rro.c\xnyn) Dann gilt fir n
, i roc

mit der Stetigkeit der Funktion t — t°

2=z 4yt = hmr nTg <4
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und insbesondere

Vnen: ?}nZﬂin:‘y* Hm y, > hm Ty = T.

R —
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Insgesamt gilt (z.y) € B und somit ist B abgeschlossen. Der Satz von Heine-Borel liefert

nun mit (i) und (ii) die Kompaktheit von B.
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(¢) Behauptung: C := < |
, L

(

0

3 fra
=

Beweis: (i) Es gik
Nn—co n

nicht abgeschiossen.
(i1) Es gilt (1,0) € C und fiir jedes e € (0, 1) gilt.
C. Also ist C nicht offen.

Aufgabe 2 _
Voraussetzung: Es sei f: R? — R definiert durct

Z o Ve . )
£lp ) = } (z° = y*) cos (\xziv?}’ (xjy/}g’l{?\ /0 D)
" v -ur": - 3 ) c 7 . 'V / B,

N . .__ 24 1y N e " ‘ )
(a) Fur (z,y) € R°\{{0.0)} folgt mit Ketten- und I roquktregei
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Analysis. 1L,

(1+5,0) € Uc(1,0}. AuBerdem gilt {1+

[N

€ C fir n € N und lim (£,0) — (0.0). Also ist
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Lz > y2} ist weder offen noch abgeschlossen.
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f-(0.0) =1 =
u( ’ ) t—0 t
—t? c:os(;lﬁ
£,(0.0) = lim =0
t—0 i

b) Beh,duptung: f ist in (0.0) differenzierbar.
) _ (
Beweis: Es gilt (grad f)‘\ .0} (U 0) und fir h € R®\{(0,0)}

1 ' v o !hf—w}yg]icos (l—:‘——.\; 9l1R|12 . |
(R~ £(0,0) ~ (grad £)(0.0)h| = AT < 2D g "8 o
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Aufgabe 3 4

Voraussetzung: Es seien m.n € Nof: R" — R"™ bijektiv und dlﬁ'érenzmrbm mit f~5: R* — R”
differenzierbar. AuBerdem sei g: B — R™ differenzierbar und M eine reelle n x n-Matrix.
Behauptung: h: R™ — R™ definiert durch '

h(z) = g(f(z) TMf )

auf R™ ist dmerenm& bar und fir z £ R™ gilt

) ) ’ . i'//
. 1, o p—17 NN/ p—1 : N I
R(z) = ¢'(fle)T MFHa)(F @) M?f@)TM)( F@

-
f’(f \ \)—1 }

. . . . e . 2 ‘ 5 e <
Beweis: Wir definieren die Abbildungen F: R" — R?™ und G: R*™ — R definiert durch

,}F(x) = ( f{(fgi) ) und G(y‘z,yz) =yl Mys.

F ist auf R" diﬁerenzierbér, da.f und f~* auf R™ diﬁerenzierbar sind und G ist auf R*" differen-
zierbar, denn fiir {hl,‘ hz) € R?™\ {0} gilt

- |hT Mho|
[|(hi. ho)ll2
< iiMi*t*(hl‘ ha)ll2

B 7 '\\ ' ) o7 5 T {
TR IG((y1. y2) + (R ha)) = — Gy1.y2) = 11 Mho — hy Mys; = 5
s‘\ [ nl)‘ 2 X .

(nlerLZL;“)(_U-O/\ 0
Also Gy yo) = (w3 M7 yTM ). Dann ist auch G o F nach der nebtenrege‘ cuﬁ"eromlemal und
ebenso h = go G o F auf R™. Die Kettenregei liefert auBerdem fiir z € R™ .
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Aufgabe 4

Vordmsetzung' Es sei f: R? — R definiert durch f(z,vy) := 3z% — %% + 292
Behauptung: f hat bei (0.0) ein lokales Minimum mit Wert f(0,0) = 0. Globale Extrema gibt es
keine. .
Beweis: f € C*(R?, nd fir (z,y) € R? gilt
folz.y) = 22(3 —¢°)
{ R / VAN
fy\‘:r, Yy)= 2y'\2 -
ferlz.y) =203 = 4"
£ 7 \ 23
Fulz.y) = 202 - &)
fey(z,y) = fyc(z,y) = —4zY
Wir bestimmen zunichst die stationdren Punkte von f, also
(grad F){z.y) = (0.0) <= 22(3-¢°) = 0 und 2y(2—2%) =0 (1)

Dann folgt
: a9
22(3—1°) =0 <=z =0 oder ¢* =

z = 0 liefert in der zweiten Gleichung y = 0. y* = 3 liefert in der zweiten Gleichung z* = 2. Also
ind alle Losungen von (1) ) gegeben durch '

it

63
a9,

8

e

e H #(v1) —'( g 4 ) ist wegen 6 > 0 und det(Hs(vo)) = 24 positiv definit. Also hat f dort
ein lokales Minimum mit dem Wert f(0, 0 ) =0. |

, ' 0 —4+/6 .
— Yo Y — L) = - - tisch .
. Hi(vo) = Hf(vg/ = —Hs(vy) = —Hyp(vs) = ( 4G o ) Das charakteristische Poly-
nom ist bei jeder Matrix A* — 96 und daher haben die Matrizen jeweils v/96 und —+/96 als
Eigenwerte und sind somit indefinit. f nat also b€1 vV, ... . vs Jeweils kein lokales Extremum.
¢ Es gibt keine giobalen Extrema, 'da
Py o 9 T—0C > OO
f(n.0) =3n° — oc und f(n, n, = :m2 nt "% .

Aufgabe &
Diese Aufgabe war leider fehlerhaft.

Aufgabe €
Voraussetzung: Es set n € N und M eine invertierbare, reelle n x n-Matrix

a) Behaupiuna‘ e ;, » o R® — R definiert durch jlzjjar = || Mz}]p ist eine Norm auf R7
Beweis: Es solml y € R" und o € R.

e Esgilt lizliy =Mz > 0 und

(@]

iy =0<= | Mzl =0= Mz =

wobei im vorletzten Sc”m”"'\ die Normeigenschaft von | - {lz und i letzter Schritt die
Invertierbarkeit der Matrix M ausgwuuzt wurde. ‘
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(b) Behauptung: (R™, || - |ip) ist volls‘céndig.

Beweis: Es sel (Zn)nen eine Cauchvfolge beziiglich || - {{7. Flir n.m € N gilt
T ! Has—Llass o= LA, "
i — Tmlie = M M (@ = zm)liz < [IM i [[M (@ — 3m)llz = 1Ml -|[@n — @mlin.
Also ist (zn)nen eine Cauchyfolge beziiglich || - ||o und:da (R™. | - |j2) ein Banachraum ist,
L] i T l R e 1 1 »
existiert z¢ € R™ mit |iz, — Zollo — 0. Dann folgt aber
2z — zolim = [ M (zn — 20)|i2 < ,M1'2‘l'ixn_$0§§2n:%c 0.
roltfhch Konver@lert (Zn)nex beziiglich | - |13 gegen z¢ € R™. Also ist (R™.| - | ) vollsténdig.
Aufgabe 7
Behauptung: Das Anfangswertproblem
/yg\\“<2 2\‘<'£4'1\;(,“1> < 1(0\ (1
\4 ) 13 ) yz)'\ff‘ ’ y:)\m/ A
wird eindeutig auf R von der Funktion y: R — R? definiert durch
| 5 2 7
3 4t . t |
o= ()-e(3) (1)
4 4 /.
gelbst.
, . . 2 : N . ..
Bewezs,- Die Matrix A := ( 1 ) hat die Elgenwerte XA =1 und Ao = 4 mit Eigenrdumen
. , .
- [ 2\, — {1 ’
Ey = j\ 1 } und Fs = {\ ] )! Die Haupt:fundamentaﬂosuncr ist darmt :
-/ - :
YR TR
. 2ete®
}/ (E} - < + A= -
—e" 7 )
Somit folgt
{21 . 1/1 -1
Y0)=1 \; = YO,t=20 o
-1 1) ) 31 2.
Also ist . s
1/ 2et et 26t 26
c Fit(o) 3\ —et et el 2e% )
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Damit folgt
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