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Analysis 2 — Sommer 201¢ +

Aufgabe 1  Geben Sie fiir die folgenden Teilmengen von R? jeweils an ob sie be-
schrinkt, offen, abgeschlossen oder kompakt sind. Begriinden Sie Thre Antwort.

() A={(z,y) €eR*|2>0undy <1},
(b) B ={(z,y) € R? | |z] +y| < 1}.

Lésung. (a) Die Menge A ist nicht beschrankt, denn fiir alle n € N ist (n,0) € A und es
gilt [[(n,0)]] = oo fiir n — oco. Insbesondere ist A nicht kompakt.

A ist nicht abgeschlossen, denn (% 0) € A fiir jedes n € N und (%, 0) — (0,0) fiir n — oo,
aber (0,0) ¢ A.

A ist nicht offen, denn (1,1) € A und (1,1 + %) ¢ A fiir alle n € N. Das zeigt, dass fiir
kein 7 > 0 die Kugel U,(1,1) in A enthalten ist.

(b) Die Menge B ist beschrankt: Fiir alle (z,y) € B gilt |z| < |z| + |y| < 1 und genauso
ly| < 1. Es folgt, dass ||(z,y)|| = V/]z|* + [y[? < V2.

B ist abgeschlossen: Ist ((:B,,;,yn)) eine Folge in B die gegen ein (z,y) € R konvergiert,
dann konvergieren die reellen Folgen (z,) und (y,) gegen = bzw. y. Mit der Stetigkeit des
Betrags schliefen wir |z, | — |z| sowie |y,| = |y| und damit auch |z,| + |y.| = |z| + |y
jeweils fiir n — oo. Wegen |z,| + |yn| € [0, 1] fiir alle n € N (und weil [0, 1] abgeschlossen
ist), folgt |z| + |y| € [0,1]. Das bedeutet (z,y) € B.

Weil B beschrankt und abgeschlossen ist, ist B kompakt.

B ist nicht offen: Es gilt (1,0) € B, aber (1,1) ¢ B fiir alle n € N, denn |1] + 1%] > 1.
Das zeigt, dass fiir kein 7 > 0 die Kugel U,(1,0) in B enthalten ist. |

Aufgabe 2 Sei f:R3 — R definiert durch

7 (2.9,2) € RP\ {(0,0,0)},
(z,y,2) = (0,0,0).
Zeigen Sie:
(a) f ist stetig.
3. W N . of
(b) Fiir alle v € R® mit |Jv]] = 1 existiert die Richtungsableitung —5~((), 0,0).
v
(¢) f ist nicht differenzierbar in (0,0, 0).
Lésung. (a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f stetig auf R®\ {(0,0,0)}. Zu zeigen
ist Stetigkeit in (0,0,0). Sei ((x, Yk, 2¢)) eine Folge in R3\ {(0,0,0)} die gegen (0,0,0)
konvergiert. Insbesondere konvergieren die Komponenten dieser Folge.

Fiir alle & € N mit z; = 0 haben wir f(xg, yx, 21) = 0. Falls z; # 0, dann gilt wegen
’1;) yz > 0, dass

ET%d |2y 22
Ty Yks 28)] = 0t 0 = pl 0 fir bk~ oo.
‘f( ks Yk 1\){ :Ez+?/;%+212; = Z}? ’ k]
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Das zeigt, dass f(zg, Yk, zx) — 0 fiir & — oo und damit, dass f stetig in (0, 0,0) ist.

(b) Sei v = (v1,v2,v3) € R mit |Jv|| = 1. Fiir alle t € R\ {0} gilt
, t3vy vi o,
f(f/U) = ;2—”—0”—2 = tl)ll’g.

Hieraus folgt

1 .
—(f(tv) = £(0)) = v1v2 — vv3  fir t — 0.
n 3 3

Also existiert die Richtungsableitung und es gilt ;ﬁf;(O, 0,0) = vyv3.
(c) Nach Teil (b) ist der Gradient von f im Ursprung grad £(0,0,0) = (0,0,0). Er

liefert den einzigen Kandidaten fiir f/(0). Betrachte die Nullfolge () mit den Gliedern
hy = (%, %, %) fiir k € N. Es gilt

1 1 g 1
——| f(hs) — F(0) = (0,0,0)hy| = kiD=
fiir alle & € N. Weil diese Folge nicht gegen Null konvergiert, ist f nicht differenzierbar
in (0,0,0). O

Aufgabe 3  Bestimmen Sie alle stationdren Punkte der Funktion
[R5 R; flz,y) =2 — % + 22y — .

Untersuchen Sie jeweils ob f an diesen Stellen ein lokales Minimum oder Maximum hat.
Hinweis fir Hérer von Prof. Schnaubelt: “stationar” ist hier gleichbedeutend mit “kritisch”.

Lésung. Die stationdren Punkte von f sind die Nullstellen der ersten Ableitung. Wir
berechnen
fz,y) = (32> + 2y — 1, -2y + 22).

Also ist f/(x,y) = (0,0) genau dann, wenn = = y und 322 + 2z — 1 = 0. Wir erhalten

va+12 1

= - oder £ = —

-2
"Nr,y) =0 = r=y=—
[z, y) v=y =t 3

!

T
Die stationdren Punkte sind also (% %) und (-1, —1).
Wir berechnen auch die Hessematrix:

He(z,y) = (6; _22> fiir (z,y) € R%

2 2 -6 2

Da det Hf(%', —1;) = —4 < 0 ist Hf(%, %) indefinit und damit hat f in (%, %) kein lokales
Extremum.

Weil —6 < 0 und det Hy(—1,—1) = 8 > 0, ist Hs(—1, 1) negativ definit und damit
besitzt fin (=1, —1) ein lokales Maximum. ]

Es folgt

-1
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Aufgabe 4  Zeigen Sie, dass es offene Umgebungen U C R von 1 und V C R? von
(2,0) sowie eine Funktion g € CY(U,R?) mit g(1) = (2,0) gibt derart, dass alle Losungen
des Gleichungssystems

T+ y? — zsin(yz) =5

0~y = —1
in U x V durch (z, g(x)) mit © € U gegeben sind. Berechnen Sie ¢'(1).

Lésung. Betrachte F : R? — R? definiert durch

T+ yi —sin(yr) -5
F(z,y1,y2) = ( i, S iJl) >

Dann gilt F'(z,y1,y2) = (0,0) genau dann, wenn (x,y1,y2) das Gleichungssystem aus
der Aufgabenstellung erfiillt. Insbesondere ist F(1,2,0) = (0,0). Als Komposition stetig
differenzierbarer Funktionen ist F' € C'(R3,R?). Wir berechnen

oF 2y1 —xcos(ya) oF 1
8(3/1,2/2) ('1*71.,/1»3/2) - <_1 0 und EE(.’E,ZIM?/Q) - 511:4

fiir (z,y1,72) € R®. Es gilt

oF 4 -1
—— 2 ) m — ] i
et g (1,2,0) = det ( : 0) 140

Also ist 5(%%75(1’ 2,0) invertierbar. Der Satz {iber implizit definierte Funktionen liefert
die Behauptung. Weiter gilt

-t T 56 )0-) <

9

Aufgabe 5 a) Seien v : 7+ 1] = R ~(t) = -1 und f: R? — R?;
g

t
flx, ) < -y > Berechnen Sie

y cos(x
[f(Tay) : d(7'l/)

. —3z%
(b) Sei f: R2 — R, f(z,y) = <4 T/3 'j1> Zeigen Sie, dass f eine Stammfunktion
besitzt und bestimmen Sie diese.

Hinweise fiir Horer von Prof. Schnaubelt: In (a) ist das Wegintegral 2. Art von f diber I' =
([0, vV + 1]) zu berechnen. In (b) ist “Stammfunktion” gleichbedeutend mit “Potential”.
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Lisung. (a) Die Komponentenfunktionen von v sind stetig differenzierbar, also gilt v €

CH[~1, v +1],R?). Bs gilt
/ 2t
¥ (t) = ) fiir alle t € [—1, V7 + 1.
Die Funktion f ist stetig als Komposition stetiger Abbildungen. Weiter gilt
f(y(@) = L -l fiir t € [-1,v/7 + 1]
tcos(t? — 1) tcos(t? — 1) ’
und somit

Va1 w1
/f(a;,y) -d(z,y) = / F(v(@©) - (#)dt = / —2t 4+ tcos(t? — 1) dt
.

-1 J -1

= [~* + L sin(t? - Dy ;'H = —(7m+ 1)+ 3sin(m) + 1 — $sin(0) = —=

(b) Es ist klar, dass f € C1(R?,R?). Weiter gilt
Do f1(,y) = =32% = Oy fa(w,y) fiir alle (z,y) € R”.

Dainit ist die Integrabilitdtsbedingung fiir f erfiillt. Weil R? konvex ist (und damit stern-
formig) ist die Existenz einer Stammfunktion F : R? — R von f gesichert. (Auch die
folgende Konstruktion einer Stammfunktion ist eine Beweis fiir deren Existenz.) Es gilt

¢

O F(z,y) = filz,y) = =32y — fiir alle (z,y) € R?.

2
xr-

Hieraus folgt, dass F(z,y) = —a®y — log(x? + 1) + g(y) fiir (x,y) € R? fiir eine Funktion
g € CHR,R). Wir erhalten

2%+ ¢ (y) = RF(2,y) = falz,y) =4 —a® —e™V  fiir alle (z,y) € R?,
sodass ¢'(y) =4 —e™Y bzw. g(y) = dy+e~ Y + ¢ fiir alle y € R fiir ein ¢ € R. Wir erhalten
F(z,y) = y(4—2%) —log(z? + 1) + 7. O

Aufgabe 6 (a) Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems mit
maximalem Definitionsbereich.

V(@) = ——T=2(@), y(0) =1/>.

y(z) 4
(b) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
Yi) = Vip(e) - 1+ a?yi(e), y1(0) = yo,1
ya(r) = 5y (x) sin(z ya()) y2(0) = yo,2

fiir alle yo = (0,1, ¥0,2) € R x (1, 00) eine eindeutige Losung besitzt.
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Lésung. (a) Es handelt sich umn eine Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen.
Wir setzen f € C(R,R); f(z) =1 und g € C((0,1),R); g(v) = ‘/1—1 . Die Differential-
gleichung lasst sich schreiben als y' = f(z)g(y).

Da g(v) # 0 fiir alle v € (0,1), existiert die nicht fortsetzbare Losung y € C(Ig,R) des
Anfangswertproblems auf einem Intervall Iy C R. Sie erfiillt

e [0 e [ "
x—0= t)Ydt = CUZ - 1_,02_2.1,
“ V1—v? [ }

_ ,/1 — 2 V1- (@) =% - V1-(y@)?

fiir alle € Iy. Da y(z) € (0,1) fiir alle z € Iy, folgt

smr=V1-@@)? = ye)=4/1-(3-2)

Die rechte Scite liefert eine C''-Funktion falls 1 — (5 — )2 > 0 <= | — 2| < 1. Somit
ist Iy = ( 2, 2)

~

NI

(b) Definiere f: R x R x (1,00) — R? durch

[T 22
flz,v,w) = ( Zi) L'y ) :

svsin(zw)

Dann lésst sich die Differentialgleichung schreiben als ¥/ = f(z,y). Als Komposition ste-
tig differenzierbarer Funktionen ist f stetig differenzierbar. Insbesondere erfiillt f eine
lokale Lipschitz-Bedingung beziiglich (v, w). Der Satz von Picard-Lindelof (lokale Versi-
on) liefert die Behauptung. =

Aufgabe 7  Seien

0 1 -1 1
A=1-1 0 -3 und yo= {1
0 0 =3 2

Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix der Differentialgleichung v’ = Ay und eine Lo-
sung y € C*(R,R?) des Anfangswertproblems ¢ = Ay, y(0) = .

Hinweis fir Horer von Prof. Schnaubelt: “Fundamentalmatriz” ist hier gleichbedeutend
mit “Fundamentalldsung”.

Lésung. Das charakteristische Polynom von A ist

X -1 1
det [ 1 X 3 |=X*(X+3)+X+3)=(X2+1)(X+3).
0 0 X+3

10
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Die Eigenwerte von A sind somit A\; = —3, A2 =i und \3 = —i. Wir bestimmen die zu
A1 und A gehdrenden Eigenvektoren. Es gilt

3 1 -1 1 -3 3
Kemn(A-XM)=Kem | -1 3 -3|=Kemm |0 10 -10
0 0 0 g 0 0
10 0 0 0
=Kem {0 1 —-1|=[{-1]]=[{1]]
0 0 0 -1 1

Eine Losung der Differentialgleichung ist y; : R — R?;

0 0
() =e 3 [ 1] = | e
1 e—3:v
Weiter gilt
-i 1 -1 1 i —i
Kern(A - X)) =Kern | -1 —-i -3 =Kem |0 0 —-3-i
0 0 —-3-1 0 0 =3-i
1 1 0 i
=Kemn {0 0 0] =[|-1]].
0 0 1 0

Die zum Eigenwert Ay gehérende komplexe Losung ist also i : R — C;

‘ i i — sin(x) cos ()
J(x) =" | ~1] = (cos(x) +isin(z)) [ =1 ] = | —cos(z) | +i | — sin(z)
0 0 0 0

Ihr Real- und Imaginérteil liefern die reellen Losungen yo2,y3 : R — R gegeben durch

- sin(x) cos()
ya(z) = | —cos(x) bzw. ys3(x) = | —sin(x)
0 0

Eine Fundamentalmatrix von y'(z) = Ay(z) ist somit ¥ : R — R3*3;

0  —sin(z) cos(x)
Y(z) = | e —cos(z) —sin(z)
e—~3:1: 0 0

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist y : R — R?:
C1
y(z) = c1y1(z) + caya () + cays(z) = V() | 2

C3

11



Karlsruher Institut fiir Technologie Institut fiir Analysis

Die Anfangsbedingung wird von y erfiillt, wenn

1 0 0 1 S| 1
y0)=Y(0) {2 ] =1 -1 0} || =]1
C3 1 0 0 C3 2

Die erste und die dritte Zeile dieses linearen Gleichungssystems liefern ¢z = 1 und ¢; = 2.
Die zweite Zeile impliziert dann, dass 2 — co = ¢; — ¢o = 1 also ¢ = 1. Die Losung des
Anfangswertproblems ist damit

—sin(x) + cos(x)

y(z) = | 2¢73% — cos(z) — sin(z) | . ]
26—3$

12



