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Aufgabe 1:
Es sei f: EZ 4 R definiert durch
z
y (VB 1al - V5) .
fle,y) = TE-I-];! ., f=,y) #(0,0),
0, {x,y) = (0,0).

Bestimmen Sie samtliche (z,y) € B? in denen f stetig ist.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: [ ist auf R? stetig.

Beweis: Da R?\ {(0,0}} offen ist, ist f auf R2\ {(0,0)} als Verkettung stetiger Funktionen stetig. Es
bleibt die Stetigkeit in (0, 0) zu prifen. Fir (z,y) € R2\ {(0,0)} gilt

y(/5F Tz - vB)E| (VBT izl - vB)? (VB ]zl + V)’
7% +y? £+ (/5 + [z] + VB)?

y(5+lz|-57 | _ lylz?
(% + y*) (/5 + lz| + *ﬁ]ﬂ‘ (z2 + y2) (/5 + [a] + V5)?

|f{z.y) — J(0,0)] =

|yi —5 0 {{I, y} —& [{]1{]]}1

E'[w..a’t’=r+ lz] + v5)2

wobei in der letzten Abschiitzung die Ungleichung ;11—_-:?[ < 1 verwendet wurde. Damit folgt f(z,y) =
£(0,0) fir (z,y) —+ (0,0) und somit ist f auch in (0,0) stetig. Insgesamt ist f also stetig auf ganz RZ2. O

Aufgabe 2:
Die Funktion f: B? —+ R sei definiert durch

flr,y) =222 -z'—-* + e ¥ fir alle (z,y) € R%.

(i) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.

(ii) Berechnen Sie inf f(x,y) und sup iz, )
(r.w)ER? (z,y)ER?

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(i) Behauptung: f hat in (1,0) und (—1,0) lokale Maxima.

Beweis: f ist zweimal stetig partiell differenzierbar, also gilt f € C*(R? R). Die notwendige Bedin-
gung fiir lokale Extrema in (x,y) € R? lautet

z(1 - %) =0,

0= _.f:{:'e-fy] == [41 - 413; —Ey o EyE_y ] =< {—Ey“ + E—Fg} = I

Lissen dieses Gleichungssystems liefert die stationdren Punkte (0.0), (1,0) und (-1,0).

Fiir (x,y) € B? gilt
4-1222 0 )

Belein)= ( 0 —242(29% —1)e ¥

e (0.0): Hier gilt Hy(0.0) = (: i) und somit det(H(0,0)) = —16 < 0, d.h. H(0,0) ist
sndefinit. Nach Satz 8.2 hat f in (0,0) also kein lokales Extremuin.

(1

0 -4

————.

.0): Hier gilt Hf(1,0) = (_ = 0 ) und somit det(H(1.0)) = 32 > 0 und (He(1,0))1y =
8
1

d.h. H;(1,0) ist negativ definit. Nach Satz 8.2 hat f in (1,0) also ein lokales Maximum.
: 0 -4

(He(-1,0))1; = -8, d.h H;(—1,0) ist negativ definit. Nach Satz 8.2 hat f in (—1,0) also
cin lokales Maximum.

]
o (—1,0): Hier gilt H;(-1.0) = (_H l]) und somit det(Hg(-1,0)) = 32 > 0 und

U

(ii) Behauptung: Es gilt inf f{x,y) = —00 und sup [flr.y) =2
(=.w)ER? (x.p)ER?

Beweis: Esgilt f(x,y) = l—ll'.ur“—l]l"!—y2+e'3"1 fiir (z,y) € R?, d.b f(zx,y) — —oc fir Iz, ¥)|| = oo
Damit gilt 'mfm flx,y) = —oo. Weiter gilt f(1,0) = f(=1,0) = 2. Da dies die einzigen lokalen

(z.y)E
Extrema sind, folgt sup f(x,y) = max flz,y) =2 O
(. y)ER? (=,y)ER?

Aufgabe 3:
(i) Formulieren Sie den Mittelwertsatz im R".
(ii) Sei R > 0und Dg := {re R": |zl < R}, sowie fr: Dr — R definiert durch
fr(z) = —(1+ |lz])e ¥ fiir alle = € Dp.
Zeigen Sie, dass fr aul Dy differenzierbar ist und geben Sie die Ableitung an.
(i) Zeigen Sie, dass fr aufl Dp Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante

Lo Re B falls R< 1,
o i falls R > 1.

Lsungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(i) Der Mittelwertsatz im R" besagt:
Sei D C R" offen, D # 0 und f: D — R eine differenzierbare Funktion. Weiter seien x,y € D mit
S|z, y] € D. Dann existiert ein £ € S|z, y) mit

flz) = fly) = (&) -z — )
(ii) Behauptung: fg ist auf Dy differenzierbar mit Ableitung fi(z) = ze 1=l fiir alle z € Dg.

Beweis: Auf Dg ' {0} ist fg differenzierbar nach der Kettenregel mit Ableitung fg(z) = ze” U=l fiir
alle z € Dg \ {0}. (Beachte: || - || ist in 0 nicht differenzierbar.) Fiir £ = 0 gilt

.| fr(h) = fr(0) —0-h —(1 + [[Rje 1" 4 11
lim e
=0 [l Il =0 |||
o |m(r)em 1) d .
- fl—lrll]J]+ oy {T(l +rle } o
— r\g_r — ﬂ:
r=I
dh. es gilt f5(0) = 0. Also ist fr auf ganz Dy differenzierbar mit Ableitung fh(z) = ze M=l fiir
alle = € Dp. =
2



(iii) Behauptung: fr auf Dg Lipschitz-stetig ist mil Lipschitz- Konstante

e < 1.
LH__{}F . R<

1
o R>1.
Beweis: [r ist nach Teil (ii) differenzierbar mit

fi(z) = ze 1=l fir alle x € Dpg.

Da Dy offen, konvex und nichtleer ist, existiert zu I,y € Dy, nach dem Mittelwertsatz ein £ €

Slz,y] € D mit

fr(z) - faly) = fo(© -z —w) = |felz) -~ fel)| = fa&)-(z-ul= I RN = wll-

Mit der Abbildung ¢: [0,00) = R, p(r) := re™" gilt || fRl&) = NElle=1el = (||£]]). Weiter ist
differenzierbar mit Ableitung ¢'(r) = (1 — r)e”". Somit erhélt man

() {:: 0, rel0,1),

<0, re(l,ox),

d.h. y ist auf |0,1) streng monoton wachsend, auf (1, oc) streng monoton fallend und hat in I ein
globales Maximum. Aukerdem gilt @(r) < @(1) = 1 fiir alle r > 1. Daher ist

ri=re”", r<l,

p: [0,00) = R, o(r) ::{ r>1

=

monoton wachsend und es gilt @(r) < @(r) fir alle r € [0, 0c). Damit erhiilt man

TR = (€l < @UlI€N) < #(R),
also die gesuchte Lipschitz-Konstante. O

Aufgabe 4:

Zeigen Sie, dass eine offene Umgebung U € R von 1 und eine stetig differenzierbare Funktion g =
(g1, 2): U — R? mit g(1) = (1,0) existiert, sodass (z, g1 (z), g2(x)) fiir alle z € U das Gleichungssystem
1z arctan(y) + e* = 1,

zy° + sin(zz) =1 (1)

liist. Bestimmen Sie aukerdem g'(1).

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Behauptung: Es existiert eine offene Umgebung 7 € R von 1 und eine stetig differenzierbare Funktion

g: Ul —+ R? mit g(1) = (1,0), sodass (z, g(x)) fiir alle z € U das Gleichungssystem (1) last.

Beweis: Da alle Komponentenfunktionen von
F:R® -3 R?, F(z,y,z) = (z%zarctan(y) + ¢ — 1, zy° +sin(zz) - 1) (=, y,z) € R®
stetig partiell differenzierbar sind, gilt F € C'(R* R?) mit

A T T 2xz arctan(y) 5&; z* arctan(y) + e*
" y® + zcos(zz) 2xy x cosixz)

fiir alle (z,y, 2) € R® nnd somit 55(1,1,0) = (g i ;' 1), d.h. es gilt det 5855(1,1,0) = —(5+2) # 0.

Aukerdem gilt F(1,1,0) = 0. Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen existieren eine offene
Umgebung von 1 und eine Funktion g € C'(R, R?) mit g(1) = (1,0) und F(z, g(z)) =0Ffirallex € U. Da
ein Tupel (z,y,z) € R* die Gleichung (1) genau dann lost, wenn F(x,y,z) = 0, folgt die Behauptung. 0

3

Behauplung: Es gilt g'(1) = | ._l,, ().

Beweis: Der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert

. aF “'yaF 2 1 (3 +1]) _ (l‘i) _ (—%)
O
Aufgabe 5:
Zeigen Sie, dass es genau ein f, € C (10, 1], R) gibt mit
fz)=1+ % j fo(t)dt fiir alle T € 0, 1]. (2)
Lk

Bestimmen Sie auberdem f,.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Behauptung: Es gibt genan ein f, € C([0, 1], R), welches (2) erfiillt.

Beweis: Sei X := C(|0,1],R). Nach der Vorlesung ist X ein Banachraum. Definiere die Abbildung
F: X — X durch

F(f)x) =1+ %fn flt)dt fiir alle z € [0,1].

(Beachte: F(f) ist nach dem Hauptsatz stetig fiir f € X.) Dann gilt fiir f,g € X:

. fn ") - at) dt\

X 1 X
1FU) - Pl@le =145 [ J@adt=1-35 [ ot = max

zef0.1}

X

1 1
< || = glle max | 1dt < Sl — vyl
2 r€(0,1] So 2

d.h. F ist kontrahierend auf X. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein Fixpunkt
f. € X mit f, = F(f.), also erfiillt f, die Gleichung (2). D

Behauptung: Es gilt f.(z) = e fiir alle r € [0,1].

Beweis: Setzt man fp = 0, so erhiilt man fiir z € [0,1]
] I
fI{I]-—-F[fn}{I]=1+§f 0dt =1,
0
1 T
Flx)=F(fi){z) =1+ -[ Idt=1+%,
2 Jo 3

2

fat:r]=F{fa]{z}i1+%j:(1+%) a=1+2+2(3)

Man vermutet somit fo(z) = S b0 & (£)* (z € [0,1]) fiir alle n € N und beweist dies mittels vollstin-
diger Induktion:

: - ek
1A: Esgilt 1 = fi(z) = Xasom (5) (z€[0,1]).

IV: Fiir ein n € N gelte bereits fu(z) = X320 1 (2)* (z € [0,2)).
IS (n ~ n+ 1): Fiir z € [0,1] gilt

il o Y 221 IRt
frn(@® = FU@ =1+ | =1+ 5 (5) [

k=0

o B ol a AR gl e Tomnd
:”EEE(E) k+1:1+§{k+111(§) a _ZE(E)

K=} k=0

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz erhilt man also f.(z) = !li_TmM fnlz) = e¥ fiir alle x € [0,1]. (



Hinweis: Alternativ kann hier auch das Anfangswertproblem Lisungsvorschlag zu Aufgabe T:
Behauptung: Die Lisung des Anfangswert problems ist gegeben durch

=1, n@=1

E y: R = R?, y(z) = (2cosh(z), —e”, 2cosh(x)).
gelost werden,
& " Beweis: Zuniichst berechnet man die Eigenwerte der Matrix
D;fgwae:j ;+|'LI, 7| —+ R? sel definiert durch 3 -2 -4
¥(t) := (1, sin(t), cos(t)) firallete |0, =]. i (g _12 _']3)
(i) Berechnen Sie die Weglinge L(v). Ist 7 nach der Weglange parametrisiert? Es gilt det(A— M) = (A+1)(A- 1)2. d.h. A hat die Eigenwerte Ay = —1 und Az = 1. Fiir die Eigenrdume
(i1} Sei f: R* —+ R® pegeben durch gilt:
f(z,y,2) = (2, x2, 2 —xy)  fiir alle (z,y,2) € R®. oy =-1: E = ker(A — A1) = span {(1,0,1)7}.
Berechnen Sie [ f(z,y, 2) - dix, y, z). e Az =1: Ey = ker(A — AgJ) = span {(1,1,0)7, (2,0, 1y

iii) Berech ' 1 T+Y (g,
(iii) Berechnen Sie [ (1 + z)e**¥ ds Damit ist die allgemeine Lisung der DGL gegeben durch

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 6: 1 1 .
(i} Behauptung: Es gilt L(v) = V2. ylz) = o (ﬂ) e * + o (1) " + 3 (ﬂ) e,
1 0 1

Beweis: Alle Komponentenfunktionen von 4 sind differenzierbar. also gilt v € C'{[0, 7], R?) mit

+'(t) = (1, cos(t), —sin(t)) fiir alle t € [0, w|. Daher gilt wobei ¢, c2,c3 € Rund r € R.

" " : Einsetzen des Anfangswertes liefert ¢ =1, cz = -1 und e3 =1 d.h.
L{y) = f Il (£)]| dt = f V1 + cos?(t) + sin*(t) dt = V2. : U
9 0 1 1 2 2 cosh(x)
Wegen +/2m # 7 ist 4 nicht nach der Weglinge parametrisiert. O yiz)=[0]e - [1])e+ |0 = - '
1 0 1 2 cosh(r)

(ii) Behauptung: Es gilt [ f(x,y,z)-d(z,y,2) = It s

Beweis: Es gilt

® =
f_f{r. R f (L)) - 7' (1) di = f (cos(t) + t cos? () — cos(t) sin(t) + Lsin®(1)) dt
¥ 0 0
1 | 1, 1 ¥ f
= cos(t) + t — = sin(2t) | dt = [sin(t) + " + —cos{2t)| = -m".
" 2 3 B
U

(ii1) Behauptung: Es gilt _f_r{I + 2)e" ¥ ds = /2(e" — 1).

Beweis: Die Weglingenfunktion lautet s: [0, 7] = R, s(t) = v2t. Damit gilt

w m
f{l +2)e" ¥ ds = f (1 + cos(t))e! "2 dt = V2 [e-”“"“?]n = v2(e" — 1).
4 0
L]
Aufgabe T:
Berechnen Sie die Lisung des folgenden Anfangswertproblems
3 -2 -4 2
y=[0 1 O]y yO)=|-1].
2 -2 -3 2
6

sy |



