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Name: Matrikelnummer: Punkte:

Aufgabe 1:

(i) Berechnen Sie die folgenden Integrale.

G "
(a) fn 2ze~* dz, (b) fﬂmsrzm)e:dx,

Hinweis: In bezeichnet den natiirlichen Logarithmus log.

(ii) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral

—T
— dr
0o VT

auf Konvergenz bzw. Divergenz und berechnen Sie es gegebenfalls.
Lésungsvorschlag:

(i) a) Behauptung: Es gilt
L
f 3ze™™ dr = —.
0 8
Beweis: Die Funktion f(z) := 3re~*" ist stetig, somit Regelfunktion und durch
Treppenfunktionen in der Supremumsnorm approximierbar. (Ebenso ist f Riemann
integrierbar) Also existiert das gesucht Integral. Wir substituieren ¢ = £(z) = z2. Mit
t'(x) = 2z und der Transformation der Integralgrenzen t(0) = 0 und ¢(vInd) = In4
erhalten wir mit Hilfe der Substitutionsregel

vin4d In4
_ 3 3 In4
EI = = —p ¥ = |=—pg ¥
—[J e dx [ 5€ dy [EE ]ﬂ
e Hd
g

b) Behauptung: Es gilt
f cos(2x)e” dz = E{E' —1).
0 D

Beweis: Die Funktion f(z) := cos(2zr)e” ist stetig, somit Regelfunktion und durch
Treppenfunktionen in der Supremumsnorm approximierbar. (Ebenso ist f Riemann
integrierbar) Also existiert das gesucht Integral. Durch zweimaliges Anwenden der
partieller Integration erhilt man

" ; o i T *
j; cos(2z)e* dz = [E sin(2z)e”]; — fﬂ 5 sin(2z)e" dz

1 x Tk, =
=0+ [Ecmfﬂm}e"]ﬂ —_/u. Ecm{ﬁ:]e:dx

= EI:.tz"' -1) - 1]rcus{2m}eIdz
4 4 Jo '
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Name: Matrikelnummer: Punkte: j

Somit ist
5]

w . 1 .
EL cos(2zx)e dI:E{E —1),

also . 3
j cos(2z)e” dz = = (e™ — 1).
2 5

(i) Behauptung: Es gilt

fmie‘ﬁd.r*E
o VT '

Beweis: LOSUNGSVARIANTE 1: Mit der Substitution ¥ = y(z) = /T erhilt man wegen
dy _ 1
ﬁ = -E?;’ dass i,
1 —T jm _ ]2
—= dz = 2e Vdy=-2|e7¥| .
,/[]- ‘lp"lrEE 0 Y [ ]ﬂ
Riicksubstituieren ergibt

[T A

LOSUNGSVARIANTE 2: Da z — —2e¢~V® eine Stammfunktion von z s :»I?EE_"E ist, erhilt

man o
fn %ﬂ_ﬁdz = -=2[E_"‘"f;:|: =2.
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Aufgabe 2:

(i) Zeigen Sie, dass die Menge
A= {[m,y] eR?: |yl < min{l,—;i},ﬂ <z < 5}

weder abgeschlossen noch offen ist.

(ii) Untersuchen Sie die folgende Teilmenge von R? auf Beschrinktheit, Offenheit, Abgeschlos-
senheit und Kompaktheit. '

B:={(z,y)eN*:1<z2<5,2<y<z?}
Lésungsvorschlag:
(i) Behuﬁptung: M, ist nicht offen.
Beweis:. Nach Definition von M; gilt z := (3,1) € M,. Fiir alle ¢ > 0 gilt jedoch
3.1+ €) ¢ M; und somit gilt Us(z) N (R2\ M;) # 0 fir alle § > 0, d.h. M, ist nicht

offen. . O

Behauptung: M, ist nicht abgeschlossen.

Beweis:. Wir zeigen, dass das Komplement M{ := R?\ M nicht offen ist. Nach Definition
von MY gilt z := (5,0) € M{ (denn es gilt = ¢ M;). Fiir alle 0 < £ < 5 gilt jedoch
(5—&,0) ¢ M (denn es gilt (5—£,0) € M;) und somit gilt Us(z)N(R*\MF) = Us(z)nM, #
@ fiir alle § > 0, d.h. M ist nicht offen. Somit ist M; nicht abgeschlossen. O

MHinweis: Man konnte auch mit Folgen argumentieren. Die Folge ((Z,, ¥n))nen definiert
durch (Zy, 1) = (5 — %,D} fir alle n € N ist eine Folge in M. AuBerdem gilt (z,,0) —

(5,0) fiir n = oo. Allerdings gilt (5,0) € M;, d.h. M; ist nicht abgeschlossen.

(ii) Behauptung: B := {(z,y) € N®: 1 <z < 5,2 <y < 2°} ist beschrénkt und abgeschlossen
aber nicht offen.

Wir beweisen zunichst die Beschréinktheit und die Abgeschlossenheit, also das B kompakt

1st.

Beweis:. Nach der Definition von B gilt 2 < y < z* < 5% = 25, d.h. es gilt B C
{1,...,5} x {1,...,25}. Damit ist B eine endliche Menge und daher insbesondere be-
schrankt. Als Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist B auflerdem abge-
schlossen. - O

Behauptung: B ist nicht offen.

Beweis:. Nach Definition gilt (2,2) € B. Jedoch ist fiir kein § > 0 die Umgebung U;(2, 2)
in B enthalten, d.h. B ist nicht offen. =
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Achtung!!!

Bitte bearbeiten Sie nur eine der folgenden Aufgaben. Je nachdem ob Sie Hérer der Analysis 2
im SoSe 19 bei Professor Hundertmark oder Horer der Analysis 2 im SoSe 18 bei Professor
Plum waren. Diejenigen von Ihnen die beide Veranstaltungen gehért haben bearbeiten bitte

Aufgabe 3.
Aufgabe 3:

(i) Geben Sie die Definition einer Metrik an.

(ii) Sei (X,d) ein metrischer Raum, @ # A C X und f : X — R definiert durch

flz) :=d(z, A) =3&1£d:(:-::,y},

a) Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist.

b) Was ist die zugehérige Lipschitz-Konstante?

Alternativ Aufgabe fiir die Horer Analysis 2 im SoSe 18 bei Professor Plum:

Aufgabe 3':
Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems

yi‘.l'.l' o Ey" +y.l' _Eyzh{]_ _I:I:

y(0) =0
y(0)=1,
y (0) =5,

Liosungsvorschlag: (Aufgabe 3)

(i) Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : X — X heifit Metrik auf X, wenn fiir
belicbige Elemente z,y € X die felgem:}en Axiome erfiillt sind:

e Positive Definitheit: diz,y) >0 und d(z,y)=0< =y,
e Symmetry: d(z,y) = d(y, z),

e Dreiccksungleichung:  d(z,y) < d(z, 2) + d(y, z),
wobei z € X beliebig aber fest gewihlt ist.

(ii) Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X und f: X — R definiert durch f(z) :=d(z, A) =
infye 4 d(z, y)-

/’4
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Name: Matrikelnummer: Punkte:

a) Sei z,y € X beliebig. Dann gilt fir allea € A

d(y,0) < d(y, ) + d(=,0),
d(z,a) < d(z,y) +d(y ).

Betrachten wir also nun das Infimum iiber alle a € A so folgt
f(y) = d(y, 4) = inf d(y,a) =< d(y,2) + inf d(z,a) = d(y,2) + f(2)
fix) = jgﬂ d(z,a) < d(z,y) + f(y)

Also erhalten wir
|f(z) = f) < |(d(z,y) + f(y)) — f(z))| = d(z,y).
Also ist f Lipschitz-stetig. O

b) Die zugehorige Lipschitzkonstante ist L = 1.

Losungsvorschlag: (Aufgabe 37)
Wir betrachten wir zunachst das homogenen Systems. Wir verwenden den Ansatz y(z) = e**
und erhalten

M2 4 a—2=(A-2N2+1)=(A-2)(A—i)(A+1i)=0.
Somit ergibt sich die homogene Lisung
yn(z) = c16** + ez sin(z) + eacos(z) . |
Nun zur partikuliren Losung. Als Ansatz nehmen wir yp(z) = Az? + Bz + C. Damit gilt

2z — 2° = —4A + (2Az + B) — 2(Az® + bz + C)
= =2A4z° 4 (24 - 2B)z + (-4A + B - 2C)
Durch Koeffizientenvergleich sieht man sofort

24 -2 2A-2B=2 ud —-44+B-2C=0
Also A =1, B=0 und C = —2 und die partikulire Lésung ist
vp(z) = 7° - 2.

Die allgemeine Losung lautet somit
y(z) = c1e*™ + epsin(z) + cacos(z) + z° - 2
Fiir die erste und zweite Ableitung ergiEt sich
Y (z) = 2¢16™ + e cos(z) — e3sin(z) + 2z
y (z) = 41 — easin(z) — ez cos(x) + 2
Durch einsetzen der jeweiligen Anfangsbedingungen erhalten wir

D=c+c-2
l1=20+c
o9=4¢c; —ec3+2
Also ¢; = ¢3 = 1 und ¢; = —1. Die Lisung des Anfangswertproblems lautet somit
y(z) = €** — sin(z) + cos(z) + z° — 2.

/'15

Aufgabe 4:
Definiere

FiR2 SR, (z,9)~ { z2+32 ,y) # (0,0),
0 falls (z,y) = (0,0).

1 gen ole, dass die ion [ aul ganz stetig 1st.
(i) Zei Sie, dass die Funktion f auf R? 1g 1

(if) Berechnen Sie in jedem Punkt die partiellen Ableitungen 3£ und & von f, falls sie
existieren.

(iii) Sind die partiellen Ableitungen 3£ und 5. im Punkt (0,0) stetig?
Lésungsvorschlag:

(i) Behauptung: Die Funktion f ist auf ganz R? stetig.
Beweis: Zunichst ist flg2 10,0y} als Komposition stetiger Funktionen stetig, und da R2\
{(0,0)} offen ist, ist auch f auf R?\ {(0,0)} stetig. Es bleibt also nur noch die Stetigkeit
in (0, 0) zu zeigen. Sei dazu (zk, yi)ken eine Nullfolge in B2 \ {(0,0)}, dann gilt

my. 1= max{|zx|, lyel} 2225 0,

und es folgt:
92| + |[zve| _ mi +m} k
| { " ":: k £ — 2 s %
|z, yr)| < ’JE _i_yg = mﬁ my — 0

Dies bedeutet f(zy,ye) = 0= f(0,0) fiir & — oo. Also ist f auch in (0, 0) stetig. O

(ii) Sei (z,y) € R*\ {(0,0)}. Dann ist f als Quotient von partiell differenzierbaren Funktionen
im Punkt (z,y) nach der Quotientenregel partiell differenzierbar, und es gilt:

ﬂ_f( o —2zy(z® +y°) - (¥ —2%y)2z day®
g (22 +12)? CET

(Denn: beim Ableiten nach x wird y als Konstante betrachtet). Analog ergibt sich

Of (1 4y = (8y® — 22) (@ + ) — (v* - 2Py)2y  45%y® — 2t +
oy Y (27 + y7)? Rk
Im Punkt (0,0) rechnen wir hingegen direkt die Definition der partiellen Ableitung nach:

Es gilt
f(t,,ﬂ}—f{ﬂ,ﬂ) i 0-0
t Tt

also ist f in (0,0) partiell nach = differenzierbar mit %ﬂﬂ, 0) = lim, _mﬂ.h“-l_:r_ﬂm = ).
Auflerdem gilt

=0—0 fiirt—0,

; =3 n+t2~1—>1 fiir t — 0,
also ist f in (0, 0) auch partiell nach y differenzierbar mit gé{[l, 0) = limy_.p L{G_E}_:I_fﬂl = 1.
,f 6
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(iii) Die partiellen Ableitungen sind in (0, 0) unstetig, denn es gilt

of 4k—* ) .
e R— kﬁzz=_1ﬂ—1#n=§{ﬂ,n} Aufgabe 5: 2 E | E
- (k=2 + k~2) T Sei f : R* — R definiert durch f(z;,z2) := 2} + 52122 + 322 und a := E(I?E]ER 2
und
af 0—k=%40 of (i) Zeigen Sie, dass fiir jedes (z1,72) € R? die Richtungsableitung %[II,IE] existiert und
1 2 +U k—+ca af

— s =iy I =i berechnen Sie diese.

(ii) Sei g : R — R* definiert durch g(t) := (cost,sint). Zeigen Sie, dass h := f og:R=R
differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung.

Losungsvorschlag:

(i) Sei f: R? — R definiert durch f(z1,22) == 22 + 52,22 + 322 und a := :ﬁg(l,ﬂ} e R2.
Behauptung: Fir jedes (r;,z2) € R? existiert die Richtungsableitung g{{n,:g] und es

gilt
af 1
—(=z1, = —(12 17z4) .
aﬂ{II Iﬂ} \i"(ﬁ{ T+ I?}
Beweis: Die Funktion f ist differenzierbar mit
. 21‘] + 5:1.-"2
FIEIITIE} B ( 2I1 + b6x2 ) ‘

Damit existiert in jedem Punkt von R? die Richtungsableitung in jede Richtung und es
gilt '

a 1
a_-':[II:IE}=vf[EhIE}T'ﬂ:_{E{ 21:1 + 9z2 5:.,."1—]-6?2 ) ( ; )

= Vi@[ﬂzr,] + 5x2 + 2(5x1 + 6x2)) = —=(121 + 17x2).

Sl -

(ii) Sei g : R — R? definiert durch g(t) := (cost, sint).
Behauptung: h := f o g : R — R ist differenzierbar und es gilt

h'(t) = ~5sin®t + 4sint cost + 5cos” £.
—sint

cost
damit auch h differenzierbar und fiir alle ¢ € R gilt

Beweis: g ist differenzierbar mit g'(t) = ) fiir alle t € R. Laut Kettenregel ist

K(t) = f'(g(t))g'(t) = Vf(cost,sint)" - ( —sint )

cost

= { 2cost + 5sint Scost + 6sint } ( —sint )
cost

= —2¢costsint — 5sin®t + 5cos’ ¢ + bsintcost
= —5sin’¢ + 4sintcost + 5cos2 ¢.

AT Ag
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Aufgabe 6:
Sei D= {(z,y) € R? : zy <0} und f : D — R gegeben durch

flz,y) = cos(z) + y(y +2).

(i) Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema von f : D — R.

(ii) Sei (xp,yo) einer der kritischen Punkte von f. Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten
Grades von f um den Entwicklungspunkt (xg, yo).

Losungsvorschlag: Sei D = {(z,y) € R? : zy <0} und f : D — R gegeben durch

f(z,y) = cos(z) + y(y + 2).

(i) a) Zur Bestimmung der lokalen Extrema suchen wir zuerst die kritischen Punkte, d.h.

b)

p € D mit
D,f = (;::’f?) 0.

Dies ergibt y = —1 und sin(z) = 0. Also ¢ = km, fiir k € Ny (da zy < 0). Die
Hesse-Matrix ist

2 = ("5 3)-

Somit erhalten wir fiir die kritischen Punkte

-1 0
Hew —1y(f) = ([] 2) , falls k gerade

1 0
Howe-1y() = (n 2) T E——

Im ersten Fall sind es somit Sattelpunkte, da detH(f) < 0. Im zweiten Fall lokale
Minima, da detH(f) > 0 und H(f){n 1) > 0.

flkm,-1)=-1-1=-2, fiir £ ungerade.
Nun zu den globalen Extrema. Da cos(z) > —1 kann f bzgl. = nicht kleiner werden
als im lokalen Minima. Weiterhin gilt y(y+2) =y’ + 2y = (y+1)? =1 > —1, somit
sind die liokalen Minima auch globale Minima.
Zur Bestimmung des globalen Maxima fiir (z,y) — =oo reicht es, das Verhalten fiir

¥ —* *00 zu betrachten, da cos(z) € [-1,1]. Fir y — +oo gilt f(z,y) — oo, somit
gibt es kein globales Maximum.

A9

Name: Matrikelnummer: Punkte:

(i) Damit erhilt man fiir das Taylorpolynom 2. Grades von f in einem der Minima, z.B.
p=(m—=1)

T,f(z) = £(p) + (VS ), (& — ) + 5 (& 2). Hy(f) (= — p))
--2+0+3(531) 0 2) (530)
S %({m — )2 + 22 + 1)?)
= -2+ %(x, —7)? + (z2 +1)*
Alternativ im Sattelpunkt p = (0, —1):
T,f(z) = F(o) + (Vi(p), (@ ~ p)) + 5((& — ). By()(z ~ p))

- l I 1 0 I
‘“*”*2{(r:+1)’(ﬂ 2) (HH)

= %{xf +2(z2 + 1)%)
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Aufgabe T:
Zeigen Sie, dass es offene Umgebungen U C R? von (2,5) und V € R? von (—1,0) und eine
stetig differenzierbare Funktion g : U — R? so gibt, dass alle Losungen des Gleichungssystems

° +uy+e’ =0,
2z +uf —uv=5

in U x V durch (z,y, g(z,y)) mit (z,y) € U gegeben sind. Berechnen Sie ¢'(2,5).

Lésungsvorschlag: Um den Satz iiber implizit definierte Funktionen anwenden zu kénnen,
definieren wir die Abbildung F : B* = R? durch

2 v
T +uy+e
F(z,y,u,v) = (Ezr-bui—uumﬁ)

Offenbar 16st ein Tupel (z,y,u,v) € R? genau dann das Gleichungssystem aus der Aufgaben-
stellung, wenn F(z,y, u,v) = (0, 0) gilt. Beachte, dass auch F(2,5,—1,0) = (4—5+1,44+1-5) =
(0,0). Weiter ist klar, dass F stetig partiell differenzierbar ist und wir berechnen

11

2r u e’
Peswi=(F § a2, 5)

Also gilt
oF

S %510 = (_52 D

Diese Matrix hat die Determinante 7 # 0 und ist somit invertierbar. Thre Inverse ist

(Faes-0) =36 3)

Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen gibt es offene Umgebungen U/ C E? von
(2,5) und V C R? von (—1,0), sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — V mit
9(2,5) = (-1,0) und F(z,y,g(x,y)) = O fir alle (z,y) € U. Die Eindeutigkeitsaussage ist
ebenfalls Teil des Satzes tiber implizit definierte Funktionen. Schlieilich gilt noch die Formel
fiir die Ableitung :

¢'(2,5) = - (E%[iﬁrl*“]r @030 3) 2 7)=-7(s 5

~1

).



