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@Karlsruher Institutﬁ\' Dauer: 120 min. Losung: offiziell

fiir Technologie (KIT)

Die Aufgaben 1 und 1’ sind alternativ gestellt.
Es wird nur die Bearbeitung einer dieser Aufgaben gewertet.

Aufgabe 1  (Empfohlen fiir Horer*innen von Prof. Dr. Schnaubelt)
a) Berechnen Sie die folgenden Integrale.

2-a

(i) /01x22“3d1: (i) /lem(x

x
/°° xIn(x)
0 1+$2

dzx

b) Untersuchen Sie, ob das Integral

dx

existiert.

(Empfohlen fiir Horer*innen von Prof. Dr. Lamm)

()

gegeben. Berechnen Sie die Matrizenexponentialfunktion et fiir ¢ > 0.

Aufgabe 1’

Es sei die Matrix
7

-1

16
-1

Die Aufgaben 2 und 2’ sind alternativ gestellt.
Es wird nur die Bearbeitung einer dieser Aufgaben gewertet.

Aufgabe 2 (Empfohlen fiir Horer*innen von Prof. Dr. Schnaubelt)

a) Untersuchen Sie, ob die Menge

M :={(z,y)T €R? |z >0, |sin(z?)| >y }
offen, abgeschlossen oder kompakt ist.

b) Bestimmen Sie den Abschluss der Menge

()

und begriinden Sie dies.

cos(t)
sin(t)

)-())

3t € [0,00): (1 —e7") (

Aufgabe 2° (Empfohlen fiir Hérer*innen von Prof. Dr. Lamm)

Sei
[R>S R; flz,y,2) =2°+6y — 2.

Bestimmen Sie min, , \c50.1) f(x,y,z) und mMax(, . eB(0,1) flx,y,2).
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Aufgabe 3  Sei die Funktion f: R? — R durch

2

Fag) = {+ (z,9) € R*\ {(0,0)},
0, (z,y) = (0,0),

gegeben.

a) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit in (0,0).

b) Berechnen Sie alle Richtungsableitungen 9, f(0,0) fiir v € R?\ {(0,0)}.

¢) Untersuchen Sie f auf Differenzierbarkeit in (0, 0).
Aufgabe 4 Sei f: R? = R;

fla,y) =2’ — 6wy + 3

gegeben. Bestimmen Sie alle Minimalstellen und alle Maximalstellen von f. Entscheiden
Sie, ob die Extrema lokal oder global sind.

Aufgabe 5  Gegeben sei das Gleichungssystem

ey —2yz=1,
Yz ey +y) = —1.

(1)

Zeigen Sie, dass es Umgebungen U, C R von zp = 1 und U, , C R? von (z9,y0) = (0, —1)
gibt und eine Funktion ¢ € C*(U,,U,,) so existiert, dass (z,y,2) € Uy, x U, genau

dann (1) 16st, wenn p(z) = (‘;) gilt. Berechnen Sie die Ableitung von ¢ bei zg = 1.

Aufgabe 6 Untersuchen Sie jeweils, ob die Vektorfelder F' Potentiale besitzen und
geben Sie diese gegebenenfalls an. Berechnen Sie weiter die Kurvenintegrale f7 F - dx.
Die Vektorfelder F' und die Kurven ~ seien gegeben durch

cos(t)

sin(t) )’

122

N

a) F: R x [0,00) = R% F(z1,23) = < > und : [0, 2] S R? e <

2120 + 2 t+1
b) F:R3 = R3; F(x1,20,23) = | 22 + 423e%2% | und v: [0,1] = R3; t+— | #2
4xqoe*2®s 12

Aufgabe 7  Es sei das System

W' (t) = —u(t)® +v(t)w(t), t>
t) = u(t)® — v(t)w(t), t>0,
t > )

mit Anfangswerten u(0) = ug, v(0) = v, w(0) = wy, ug, vy, wy > 0, gegeben. Zeigen Sie,
dass eine eindeutige, nicht-negative Losung (u, v, w) fiir alle Zeiten t € [0, 00) existiert.
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Musterlosung

Aufgabe 1  (Empfohlen fiir Horer*innen von Prof. Dr. Schnaubelt)

! 2(In(2) — 1)?
i) B : 220 dr = S
a) (i) Behauptung /0 x“2% dz In(2)?

Beweis. Die Funktionen f,g: R — R; f(z) = 22, g(z) = 2% = ®®7* sind offenbar
glatt. Mit zweifacher partieller Integration folgt

1 o 1
20 Pl 2 1 'In (2)xi| 2 In(2)z
/0 $¢2T dr = [:r m2)® o 1n(2)/0 :fe N dx

_ 1
PI In(2)x w=1 In(2)z
= ln%2) - ln%2) ([xln%2)e ® L: - 1n%2)/0 e dx)

- 1n%2) - 111(22)2 (2 - 1n%2) 2-1)
(

[e=]

2In(2)? —4In(2) +2  2(In(2) — 1)?
= = O
In(2)3 In(2)3
€] 2 _ 4
(ii) Behauptung. / @)~ dr=-—e
1 T 3
Beweis. Es gilt [ In( xx —dz = [} ln(xx)Q dz — (e — 1). Substituiert man nun “u =
In(z), du = 1 da”, so folgt weiter
€] 2 1 _
/ In(x)” dz = / u? du = [%u?’]z_(l) = %
1T 0 -
Insgesamt ist also [} %dx =1—-(e-1)=4%-e O
b) Behauptung. Das Integral f > xlli ”g) dz existiert nicht.

Beweis. Es handelt sich um ein uneigentliches Integral. Nach Vorlesung wissen wir,
dass [ 27 dz genau dann konvergiert, wenn v < —1. Weiter gilt [ mllimg =
N xllj:;;) da+ [7° mllj:;; dz. (Dalim, o zIn(z) = 0, ist der Integrand auf [0, ¢] stetig

fortsetzbar. Insbesondere existiert das vordere Integral.) Weiter schétzen wir ab

/ xln(m)dxz/ xdx:/ idx.
o 1+ a2 o 222 o 2T

Nach dem Minorantenkriterium divergiert damit das hintere Integral und die Be-
hauptung folgt. O

Aufgabe 1’ (Empfohlen fiir Hérer*innen von Prof. Dr. Lamm)

Losungsvorschlag: (Aufgabe 1°). Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte von A. Dazu
berechnen wir das charakteristische Polynom C' Py

A—7 —16

det()\I—A):'< Lo

)‘:)\2—6)\4—9:()\—3)2

Die Matrix A besitzt also den Eigenwert A = 3 mit algebraischer Vielfachheit p, = 2.
Nun bestimmen wir den zugehérigen Eigenraum. Fiir 2 = (1, 22)T € R? gilt

(31 — Az =0 — <_4 _16> <x1> =0 < 11 = 41,
1 4 xT9

Der Eigenraum hat also Dimension 1 (mit anderen Worten hat A = 3 die geometrische
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Musterlosung

Vielfachheit 11y, = 1) und wird aufgespannt durch Es = ({ <_14) }> Um die Jordan-

Normalform von A zu bestimmen benétigen wir fiir den Basiswechsel einen geeigneten
Hauptvektor. Es gilt

oot () o (4 ) (2) 2 () et

Whihlen wir beispielsweise 1 = —1, 22 = 0, so ist die Jordan-Normalform gegeben durch

C-GE D60 ) = ) -0 )

Die Matrizenexponentialfunktion ist folglich
A —4 =1\ (e te3\ [0 1 —4 =1\ [—te3t (1 — 4t)e’
e = =
1 0 0 e )\-1 —4 1 0 —e3t —4edt

o (At+1 16t
—t  1—4t) "

Aufgabe 2 (Empfohlen fiir Hérer*innen von Prof. Dr. Schnaubelt)
Lésungsvorschlag: (Aufgabe 2)

a) Behauptung. Die Menge M ist abgeschlossen und weder offen noch kompakt.

Beweis. Offenbar ist die Menge [0,00) x {0} in M enthalten, weshalb M nicht
beschrankt ist. Folglich kann M auch nicht kompakt sein.

Weiter ist (0,0) € M, aber es kann keine Umgebung U um (0, 0) existieren, welche
in M enthalten ist, da Rg x {0} N M = ). Die Menge M ist also nicht offen.

Seien (zn,yn) € M, n € N mit lim, o0 (2n, yn) = (20,%0) fiir ein (zg,70) € R2.
Dann folgt aus der Stetigkeit der Abbildungen (x,y) — x und (z,y) — ‘sin(:z:z)‘ —y
2)| = yo = 0 gilt. Also liegt (zo,y0) in M und die Menge
ist abgeschlossen. O

b) Behauptung. N = N U9B(0,1)

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass N das Bild der stetigen Funktion f: [0, 00) —

R2: f(t) = (1— ot <Cf’s(t)> ist.

sin(t)
Sei (z,y)T = (cos(yp),sin(p))T € 0B(0,1) fiir ein ¢ € [0,27). Definiere (x,,yn) =
(1 — e=?72™)(cos(¢p + 27n), sin(p + 2mn))T = (1 — e~ ¥72™)(cos(y), sin(p))T € N
fiir n € N. Es gilt limy, o0 |[(cos(¢), sin(p))T — (Zn, yn )|y = limy, o0 e7#72 = 0.
Also konvergiert (z,,,y,) gegen (z,%). Es folgt N UJB(0,1) C N.

Wir zeigen nun N U 9B(0,1) 2 N. Aus der Vorlesung wissen wir
N={x|3z, € N: 2, —» x,n — 0} .

Sei also x, € N so, dass x, — xo fiir ein g € R? und n — oo. Dies impliziert
aber auch die Konvergenz |z, |, — |zo|y, weshalb |zg|, < 1. Falls |zo|, = 1, so gilt
trivialerweise g € 0B(0,1). Sei also |zg|, < 1. Dann existiert ein Index N € N
mit |z,], < 1 — €' fiir ein ¢y > 0 und n > N. Somit liegen fast alle z,, im Bild
f£([0,%0]). Da f stetig und [0, o] kompakt ist, ist f([0, to]) wiederum abgeschlossen
und somit gilt g € f([0,t0]) € N. Daraus folgt wie behauptet N C N U dB(0,1).
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Musterlosung

Alternativ kann man auch zeigen, dass N U 9B(0,1) bereits abgeschlossen bzw.
das Komplement offen ist, woraus ebenfalls N UdB(0,1) 2 N folgt. Sei z € (N U
dB(0,1))°. Es ist entweder |z, > 1 oder 0 < |z|, < 1.

Sei zunéchst |z|, > 1. Da N UJB(0,1) C B(0,1) ist, ist wiederum B(z,1— |z|y) C
(N U8B(0,1))E. Sei nun = € (N UAB(0,1))t mit 0 < |z|y < 1. Dann existiert ein
to > 0 mit (1 — e') > |z|,. Da N N B(0,1 — e'°) das Bild der kompakten Menge
[0,%0] unter der Funktion f ist, ist N N B(0,1 — e') insbesondere abgeschlossen.
Somit existiert eine Umgebung U um z so, dass U in (N N B(0,1—¢e™))C enthalten
ist. Da

(NUOB(0,1))t = (NNB(0,1— ) N ((NUdB(0,1)) N B(0,1 — e0)t)E

ist UNB(0,1—ef) C (NUAB(0,1))C offen mit # € UNB(0, 1—e0). Wir finden also
fiir jedes = € (N UOB(0,1))C eine Umgebung, welche wiederum in (N U dB(0,1))C
enthalten ist. Das Komplement ist somit offen und es folgt die Behauptung. O

Aufgabe 2° (Empfohlen fiir Hérer*innen von Prof. Dr. Lamm)

Losungsvorschlag: (Aufgabe 2°). Behauptung. Es gilt min, ., yeBo,1) f(z,y,2) =
£(0, \;73%’ \/%) = — V37 und MaX ;. y,2)€B(0,1) f(x,y,2) = f(0, \/%7 \;73%) =/3T.

Beweis. Wir untersuchen die Funktion zunéchst auf kritische Punkte. Es gilt

2x T
Vi(x,y,z) =1 6 | #0 fir |y]| eR3.
—1 z

Somit hat die Funktion keine kritischen Punkte und muss, nach dem Satz vom Maximum,
die Extrema auf dem Rand von B(0,1) annehmen. Sei g: R? — R; g(z,y,2) = 2% +y* +
22 — 1. Die Ableitung der Funktion g hat auf B(0, 1) vollen Rang, da

2z T
Vy(z,y,z)= |2y | #0 fir |y | € 9B(0,1).
2z z

Sei (o, Y0, 20)T € 0B(0,1) ein Extremum von f. Nach dem Satz von Lagrange existiert
ein Lagrange-Multiplikator A € R mit

(2 4+ 2\ 0 (1)
V f(zo,y0, 20) + AVg(zo,40,20) =0 <= | 6+2 yo | = [0 (2)
~1 42Xz 0 (3)

Aus Gleichung (1) folgt entweder A = —1 oder xg = 0. Betrachten wir zunéchst den Fall
A = —1. Dann folgt aus Gleichung (2) yo = 3, was eine Widerspruch zu (zg, yo, 20)T €

0B(0,1) darstellt. Also muss g = 0 gelten. Aus Gleichung (3) folgt zg # 0 und durch

Einsetzen in Gleichung (2) erhalten wir

6+ 202028 =0 < —620 = 0.
20

Setzen wir dies wiederum in die Nebenbedingung ein, so gilt

1
x%—i—yg—I—Zg:?)ﬁzS—i—zg:l = p=t—.

V37
Weiter ist 6 6 ]
(0, —=) = V3T < f(0, =, =) = V3T
V3T \ﬁ V3T V3T
und es gilt ming, o) f(@,9,2) = f(0 ,_—367, %) = —/37 und
max ., )eB(0,1) f(z,y,2) = f(Oa ek \ﬁ) V3T O
Anmalysis 11 5 ©fsmi.uni-karlsruhe.de B fsmi.kit W fsmikit
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Musterlosung

Aufgabe 3
Losungsvorschlag:

a) Behauptung. Die Funktion f ist stetig in (0,0).

Beweis. Es gilt

PIES a® +y*
0< = < =yl — 0.
<|f(z,y)l 2l !y\x2+y4 [yl
fiir (x,y) — 0. Somit gilt lim, )0 f(z,y) = 0 = f(0,0) und die Funktion f ist
stetig in (0, 0). O

vy, v € R\ {v; #0}

b) Behauptung. Es gilt 0, f(0,0) = .
) prng Bilt 8.£(0,0) {0, v € R2\ {0} mit v; =0

Beweis. Sei v = <Zl) € R?\ {0}. Zunichst sei v; # 0, dann ist
2

0, f(0,0) = lim L (£(0 + tv) — f(0)) = li lM_l' ﬂ_
(] ; _tl_{%t v _tg%tt2?}%+t4vé_tl—rg(l)v%+t2v§_v2
Sei nun v; = 0, so gilt
9,(0,0) _%g% t(f(0+tv) £(0)) %1_1)1(1)0 0. O

¢) Behauptung. Die Funktion f ist nicht differenzierbar in (0, 0).

Beweis. Falls f in (0,0) differenzierbar ist, so ist nach Teil b) die Ableitung durch
Df(0,0) = (95f(0,0) 9yf(0,0)) = (0 0) gegeben. Es miisste also

[f(z,y) — f(0,0) = Df(0,0)(x, y)7|

lim =0
(z,y)—0 [(z,y) 11
gelten. Sei (zp,yn) = (#, 1), so gilt
1/n3
lim If(:cn,yn) — f(070) — Df(O, O)(xnvyn)T‘ — 1 1/nt+1/n4
n—00 ’(.Z'n, yn>|1 n—o00 # + %
2
= lim ln/ T
n—00 ) =+ o
_ n’/2 _
B n—oo % +1
Folglich kann f nicht in (0,0) differenzierbar sein. O
Aufgabe 4
Losungsvorschlag:

Behauptung. Die Funktion f besitzt in (6, 18) ein lokales Minimum.

Beweis. Als multivariates Polynom ist die Funktion f glatt und der Gradient ist gegeben

durch )
_ (Of _ (3x* =6y
viten = (5f) wn= (5~
Da R? offen ist, sind die Extremalstellen der Funktion kritische Punkte. Wir bestimmen
also zunéchst die kritischen Punkte von f. Es gilt
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Musterlosung

2

Vf(z,y) =0 < =2y AN 2y=6z.

Wir erhalten die Losungen {(0,0), (6,18)}. Die Hesse-Matrix von f ist

e = (% )

Im Punkt (6,18) ist det6 -6 > 0 und det <6' 66 _26> = 36 > 0. Die Matrix ist nach

Vorlesung also positiv definit und es liegt ein (zunéchst lokales) Minimum vor.

Im Punkt (0,0) liegt hingegen kein Extremum vor, da f(x,0) = z3 und in jeder
Umgebung U von (0,0) Punkte 27,2~ € R existieren mit f(z~,0) < f(0,0) = 0 <

f@@*,0).

Weiter gilt lim,,_,oo f(—n,0) = —oco. Das Minimum bei (6, 18) kann also nicht global
sein. O
Aufgabe 5

Lésungsvorschlag: Wir definieren die Abbildung F: R? — R?;
_ ey —2yz — 1,
Fle,y,2) = <y3z +er iy +y) + 1> '

So ist F' offenbar stetig differenzierbar und es gilt F(0,—1,1) = 0. Die Jacobimatrix ist
gegeben durch

T2y e’? — 2z refy — 2y
Pz +e* 12y +1) P +e (Y +y)

Die Matrix 9, ) F(0,—1,1) = <_01 _21> ist offenbar invertierbar und die Inverse ist

gegeben durch 9,y F'(0, -1, )"t = _71 (g _11> . Nach dem Satz iiber implizit definierte

Funktionen aus der Vorlesung existieren nun Umgebungen U, C R von zgp = 1 und U, , C
R? von (zg,y0) = (0,—1), sowie eine Funktion ¢ € C1(U,,U,,) so, dass fiir (z,y,2) €

Uy % U, die Funktion F'(z,y,2z) = 0 genau dann erfiillt, wenn ¢(z) = (g) gilt. Die

Gleichung F(x,y,z) = 0 ist dabei dquivalent dazu, dass (z,y,z) das Gleichungssystem
(1) 16st. Es verbleibt die Ableitung zu berechnen. Nach Vorlesung gilt

¢/ (1) = = [0y Fle(1),1)] " 0.F(p(1),1) = % <3 _11> <_21)
()

Aufgabe 6

Léosungsvorschlag: — a) Es gilt 0y, F1(x1,22) = x1 # 0 = Oy, Fo(x1, x2). Die Funktion
besitzt also kein Potential.

Fiir das Kurvenintegral erhélt man

/2
/qu=A (F(y() | 7/(1) dt

=) i) a
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w/2

Il
w‘“rﬁ%
>

LWl

w/2
\/sin(t) cos(t) dt — /0 cos(t) sin(t)? dt

1
dt—/ u? du
0

b) Betrachtet man die erste Komponente von F', so muss ein Potential ® von der

Form ®(x1,x9,23) = [ 27129 + 2dx1 + 1(22,73) = 23w9 + 221 + 01 (22, 23) filr
eine von z1 unabhingige Funktion ¢ sein. Betrachtet man analog die zweite und
dritte Komponente, so muss ¢ die Gleichungen

(1, x9, 13) = 3wy + 46273 4 o(z, 23)

D (21,9, 23) = 42" + p3(x1, 2)

fiir entsprechende Funktionen g, @3 erfiillen. Vergleicht man die drei Ansatzfunk-

tionen fiir ® so liegt es nahe ® (1, x2, x3) = x%x2+2x1 +4e*2%3 zu wahlen. Tatséch-
2x119 + 2

lich gilt V®(x1, 9, 23) = | 27 + 4x3e%2% | = F(z1,72,23) und jenes ® ist somit
4xoe®2?3

ein Potential von F.

Alternativ kann man ® auch iiber das Kurvenintegral f% F-dz, mit v,: [0,1],t —

tx fiir © = (21,72, 23) € R3, bestimmen. In diesem Falle erhilt man

1
/ Fode= /0 (Fra(t)) | 14() dt

x

1 223119 + 2 1
= / t2$% + 4tacget2”2z3 ‘ To dt
0 4tx2et2”2°’”’3 T3

1
= / 2t°xiwy + 231 + ajwy + 4tm2x36t2m2m3 + 4tx2:c3et2$2z3 dt
0

t=1

= [tfﬁi{’@ + 2ty + 2et’ T2 | Qet%zwg} .
t=

= iy + 271 + 4e™™ = O(2y, 23, 73) -

Durch bilden des Gradienten von ® sieht man nun wiederum ein, dass es sich um
ein Potential von F' handelt. (Natiirlich ist es auch legitim das ® zu raten und
einfach nur abzuleiten um zu zeigen, dass es sich um ein Potential von F' handelt.)

Fiir das Kurvenintegral erhédlt man nach Vorlesung
[ B de = 9(0) - 9(0) = #(2,1.1) - (10,0
~
=4+44+4e—2—-4=2+4e.
Alternativ kann man das Kurvenintegral auch direkt berechnen
1
[ Foan= [ (Fo@)1v@) a
¥ 0
) 2(t+ 1)t2 + 2 1
— / (t+1)2 + 4¢2et” 2t | | at
0 A2t 2%

1
= / 23+ 22 +2 4 263 + 412 4+ 2t + 836! + 83! dt
0
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1
— / 43 1 6% + 2t + 2 + 16830 dt
0

t=1
:[t4+2t3—|—t2+2t+4et4 =2+ de.
O]
Aufgabe 7
—u3 4+ vw
Lésungsvorschlag: Definiere f: R® — R3; f(u,v,w) = | u® —ovw |. Die Funktion f
—vw

ist stetig differenzierbar und somit lokal Lipschitz stetig. Somit existiert nach dem Satz
von Picard-Lindelof ein maximales Existenzintervall [0,7) C R und genau eine Losung
(u,v,w): [0,7) — R3 der Differentialgleichung. Es gelten f1(0,,2) > 0, fa(z,0,2) > 0
und f3(z,y,0) > 0 fiir alle z,y,z > 0 und ug, vg, wy > 0, d.h., die Funktion f erfiillt das
Positivitdtskriterium aus der Vorlesung und es folgt u(t) > 0, v(t) > 0 sowie w(t) > 0
fiir alle ¢ € [0,%). Es gilt folglich u/(t) 4+ ¢'(t) + w'(t) = —v(t)w(t) < 0 fiir alle ¢ € [0,?),
also ist u(t) + v(t) + w(t) monoton fallend. Dies impliziert

0 < |(u(t),v(t), w(t))|; < uo+vo~+wo.

Die Blow-Up Bedingung kann also nicht erfiillt sein und der Satz von Picard-Lindel6f
liefert somit ¢ = co. O
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