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Aufgabe 1
(a) Bestimmen Sie jeweils den Wert der folgenden Integrale.

W /xmdx i [ -

L I
0 1 + e 7

(b) Untersuchen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral existiert.
0o 2x—x?
e
dx.
)

: 2 ST 2.2 _ .2 -
= ) 2) T ) . - = 4 = :
(a) Essei M C (R? ]| - ||l2), wobei M = {(z,y) € R*: 2* —y* < 1, |y| < 1}. Untersuchen Sie M
auf

Aufgabe 2

(i) Abgeschlossenheit, (i) Kompaktheit, (iii) Offenheit.

Hinweis fiir die Horer*innen von Prof. Dr. Schnaubelt: Mit || - ||2 ist die euklidische 2-Norm
gemeint, die Prof. Dr. Schnaubelt mit | - |3 bezeichnet hat.

(b) Sei U C R? offen. Ferner existiere z € R und eine kompakte Menge Y C R mit
{z} xY CU.
Zeigen Sie, dass ein € > 0 existiert mit (r —e,x +¢) x Y CU.
Aufgabe 3

(a) Wir betrachten f: R? — R definiert durch

x sin(zy) ..

oy o | i () € BA(O.0),
0, fur (z,y) = (0,0).

i) Bestimmen Sie die Richtungsableitung D, f(0,0) fiir jedes v € R?\{(0,0)}.

(i) g g j

(ii) Untersuchen Sie f auf Differenzierbarkeit im Punkt (0, 0).

(b) Es seien g: R — R beschriankt und h: R — R in 0 differenzierbar mit h(0) = 2'(0) = 0. Zei-

gen Sie, dass dann die Funktion f: R? — R, f(z,y) = g(x)h(y) in (0,0) € R? differenzierbar
ist.
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Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Stellen lokaler Extrema der Funktion
FiRN\{(L,0)} = R, f(z,y)=2>— 32" +y'e ™

und geben Sie jeweils an, ob es sich um die Stelle eines lokalen Minimums oder Maximums handelt.
Aufgabe 5

Fiir (z,y, 2) € R3 sei das Gleichungssystem
3 - 2
z°y — sin(zz”) = 0,
(2)

z+e"W —xz=2

gegeben. Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U C R von z = 1 und eine stetig diffe-
renzierbare Funktion g = (g1,¢2): U — R? mit g(1) = (0,0) so gibt, dass (z, g1(z), g2(z)) das
Gleichungssystem (2) fiir alle z € U 16st. Bestimmen Sie auflerdem ¢'(1).

Aufgabe 6

(a) Bestimmen Sie die Bogenldnge der Kurve

v:[0,27] = R ~(t) = (et sin(t)) .

e cos(t)

(b) Berechnen Sie fiir s > 1 das Kurvenintegral f% F - dx, wobei

F:R2 3R F(z,y) = (_i) : Ye: [0,1] = R?, ~,(t) = <;> :

Folgern Sie, dass F' kein Potential besitzt.
Aufgabe 7

(a) Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems auf dem maximalen Existen-
zintervall [0,7,). Geben Sie auch ¢ explizit an.
u'(t) = cos(t)e™®),
u(0) = 0.

(b) Begriinden Sie, dass das Anfangswertproblem

(U;@)) _ ( —un(t) +v5<t>) (m(O)) _ (o)
vh(t) —v1 (v (t) —va(t) ]’ v2(0) 1

eine eindeutige maximale Losung v = (vi,ve) € C([0,¢),R?) besitzt. Zeigen Sie ferner,
dass [|v(t)|l2 < 1 fiir alle ¢ € [0,¢,) gilt.

Hinweis fiir die Horer*innen von Prof. Dr. Schnaubelt: Mit || - ||2 ist die euklidische 2-Norm

gemeint, die Prof. Dr. Schnaubelt mit | - |3 bezeichnet hat.
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Musterlosung

Aufgabe 1
(a) Behauptung: Es gelten

1 4 log(3) 2
/ V1 —xde = T (ii) / [ dz = 2log(2).
0 0

+e®

Beweis. (i) Mit der Substitution © = 1 — x, du = —dz erhalten wir
1 1 1
/ x\/l—xdx:/ (—(1—x)+1)\/1—xdx:/ —(1—2)
0 0 0

! 1 2 2 4
:/ _u%+u%du: [_gug+§u%] = ——4 - = —,
0 0

N

+(1 —ZE)%dZL’

5 3 15
Alternative Losung: Mit der Substitution u = 1 — z, du = —dx erhalten wir zunéchst, dass
S —2)*de = =57 (1 — )" fiir jedes o > 0 gilt. Daher erhalten wir mit partieller
Integration

1 4

e Lt

(ii) Mit den Substitutionen v = 2%, du = 2xdr und v = 1 + e*, dv = ¢ du erhalten wir

log(3) 2 log(3) 1 log(3) el 4 1
——dr = du = du= [ —dv=1] 5 = log(2).
/(; 1 + e—w2 X /0‘ 1 + e~ u u /0 1 _|_ el U /2 v v [ Og(v)]2 Og( )

]

[Ny

/Olgf_\/lT——;gdx = [—%x(l —x)

(b) Behauptung: Das uneigentliche Integral fo dcc existiert.

Beweis. Wir zeigen, dass die uneigentlichen Integrale

2 2
362:5:6 OOeQx:C

dr und
0o VT 5 VT

existieren. Hieraus folgt dann, dass das uneigentliche Integral

2 2

[e§) eszx 3 e2x7:p2 [e§) 621‘7&7
dr = / dr + / dx
/o VT 0o VT 5 VT

e Firz e (0,3]ist 2z — 2> =1— (1 -2z +2%) =1— (x — 1)> <1 und daher

existiert.

eﬁ S% fur alle z € (0, 3].

Da nach Vorlesung das uneigentliche Integral fo —= dx existiert, folgt die Existenz von

3 2z z2
fo 77 aus dem Majorantenkriterium.

e Fiir z € [3,00) ist 22 — 22 = (2 — z)x < (2 — 3)z = —z und daher
2r—x —x

<

p— ﬁ
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Musterlosung

Da nach Vorlesung das uneigentliche Integral f;o e~ " dx existiert, folgt die Existenz von

o0 2])—.1‘2 . . .
f3 = 7 dx aus dem Majorantenkriterium.

Aufgabe 2

(a) (i) Behauptung: Die Menge M ist abgeschlossen in (R?, || - ||2).

Beweis. Wir definieren
[iRP =R, floy) =2y

Dann ist f als Polynomfunktion stetig und wir bemerken anhand der Definition von M, dass
M = (=00, 1]) N (R x [-1,1])

gilt. Da f stetig ist, sind Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen und damit f~*((—oo, 1])

abgeschlossen in (R?, || - ||2). Die Menge R x [—1,1] ist nach Vorlesung abgeschlossen in
(R% || - |l2)- Also ist M als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen ebenfalls abgeschlossen in
(R - 1l2)- O

Alternativer Beweis: Sei (2, Yn)nen C M konvergent mit Grenzwert (x,y) € R?. Da (z,,, y,) C
M gilt, haben wir
w2 —y2 <1 und |y,| <1 fiirallen € N.

n

Die Konvergenz von (., yn)nen gegen (x,y) impliziert x, — = und y, — y fir n — oo,

sodass wir aus obigen Ungleichungen auch
72—y <1 und |yl <1

erhalten. Damit gilt aber auch (z,y) € M. Somit ist M abgeschlossen in (R? || - [2).
(ii) Behauptung: Die Menge M ist kompakt.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass M beschrinkt ist: Genauer zeigen wir M C B(0,/3). Sei
hierfiir (x,y) € M. Nach Voraussetzung gilt dann schon einmal |y| < 1 und z? —y* < 1. Aus
diesen Ungleichungen folgt 22 < 1 +y? < 1+ 1 = 2. Wir folgern ||(z,y)|ls = /22 + ¢2 <
V2+1=1+/3, dh, (z,y) € B(0,V3).

Damit ist M beschrénkt und nach Aufgabenteil (i) abgeschlossen. Nach dem Satz von Heine-
Borel ist damit M als beschrankte und abgeschlossene Menge auch kompakt. O]

(iii) Behauptung: Die Menge M ist nicht offen.

Beweis. Durch Einsetzen sehen wir, dass z.B. der Punkt (0, 1) in M liegt, allerdings haben
wir (0,1 +r) ¢ M fur jedes r > 0, da |1 +7| =147 > 1 fiir 7 > 0 gilt. Somit kann kein
r > 0 existieren mit B((0,1),r) C M. Also ist M nicht offen. O
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Musterlosung

(b) Behauptung: Sei U C R? offen. Ferner existiere € R und eine kompakte Menge ¥ C R mit
{z} xY CU.

Dann existiert ein ¢ > 0 mit (r —e,x +¢) x Y CU.

Beweis. Sei y € Y. Dann ist nach Voraussetzung (z,y) € © x Y C U, und da U offen ist,
existiert ein r, > 0 mit U, = (v —ry,x + 1) X (y — 1y, y +1,) C U (hierbei haben wir
die Aquivalenz der Normen auf R? ausgenutzt; es gilt namlich U, = B ((z,y),7,)). Das
Mengensystem U = {U,: y € Y’} bildet dann eine offene Uberdeckung von {z} x Y. Da mit

Y auch {z} x Y kompakt ist (vgl. Ubungen), folgt, dass eine endliche Teilitberdeckung von
{x} x Y existiert, d.h., es existiecren n € N und y1,ys,...y, € Y mit {a} x Y C |,_, U,,.

Wir setzen nun ¢ = min; <<, 1y, > 0. Dann erhalten wir wie gewiinscht

(I—<€7LL’—|—€) XYQ U(ZL’—&T,I—F&T) X (yk—rykvyk—i_ryk) - UUyk QU
k=1 k=1

[]

Alternativer Losungsvorschlag 1: Wir beweisen die Behauptung per Widerspruch: Angenom-
men, es existierte kein € > 0 mit (r —e,2 4+ ¢) x Y C U. Dann gébe es fiir jedes n € N ein
(T, Yn) € (x— 2,24 1) XY mit (2,,,y,) € R*\U = A, wobei A als Komplement der offenen
Menge U abgeschlossen ist. Da Y nach Voraussetzung kompakt ist, existiert eine konvergente
Teilfolge (Y, )x von (y,), mit Grenzwert y € Y. Da ferner nach Definition |z — z,, | < n—lk fiir
alle k € N gilt, ist auch (z,, ) konvergent mit Grenzwert x. Also konvergiert (z,, , Yn, )r ge-
gen (z,y) fiir k — oo. Da die Folge (xy, , yn, )r nach Defintion in A liegt und A abgeschlossen
ist, folgern wir (z,y) € A, im Widerspruch zu (z,y) € {z} x Y C U = R?\ A.

Alternativer Losungsvorschlag 2: Da 'Y C R kompakt ist, ist K = {z} X Y eine kompakte
Teilmenge von R? (vgl. Ubungen). Ferner ist A := R?\U abgeschlossen, da U C R? nach
Voraussetzung offen ist. Nach den Ubungen ist daher der Abstand zwischen K und A strikt
positiv, d.h.; es gilt

e=d(K,A) = inf |k—al2>0.

keK,acA

Dies impliziert (z —e,2 +¢) x Y C U, denn fiir festes (aber beliebig gewéhltes) (2/,y) €
(x — e,z +¢) x Y und beliebiges a € A gilt

la = (@ 9)ll2 2 la = (@ 9)ll2 = [(z, ) — (&', y)ll2 = € — [z — 2"| > 0.

Also gilt (2/,y) # a fiir alle a € A, mit anderen Worten: (z/,y) € R?\A = U. Da (2/,y) €
(x — e, +¢) x Y beliebig gewahlt war, folgt (z —e,x4+¢) x Y CU.
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Musterlosung

Aufgabe 3

(a) (i) Behauptung: Es gilt
/U%U2

2 2
v + 05

D, f(0,0) = fiir alle v = (vy,v2) € R*\{(0,0)}.

Beweis. Sei v = (vy,v2) € R*\{(0,0)}. Fiir £ — 0 haben wir dann

tvy, tvy) — (0,0 tvy sin(t?vyv9 U1 sin(t?v vy U1 v2uy
_ 1

= = — VU = 55—,
t B3 +03) (Vi) P vy v+l

sin(
t

wobei wir ausgenutzt haben, dass lim;_,q ) — ¢ fiira € R gilt (was wiederum z.B. aus

der Regel von de I’Hospital folgt). Es folgt

vivy

D, f(0,0) = fiir alle v = (v1,v,) € R*\{(0,0)}.

v} + v

(ii) Behauptung: Die Funktion f ist im Punkt (0,0) nicht differenzierbar.

Beweis. Angenommen, es wire f differenzierbar im Punkt (0,0). Dann wére v — D, f(0,0)

linear: Genauer gélte dann
D,f(0,0) = (0,0)v fiir alle v = (vy,v2) € R*\{(0,0)}. (1)

Aus Aufgabenteil (i) lesen wir 9y f(0,0) = D, f(0,0) = 0 und d>f(0,0) = D., f(0,0) = 0 ab.
Damit wire

£1(0,0) = (61f(0, 0) 9, (0, 0)) - (0 0) e RV?,
und somit nach Aufgabenteil (i) und (1)

2
2 DLF(0,0) = £/(0,0)0 =0 fiir alle v = (vy,v2) € R2\{(0,0)}.
vi + 03
Dies ist offensichtlich ein Widerspruch (man setze z.B. v = (1, 1)). O

Alternativer Losungsvorschlag: Angenommen, es wire f differenzierbar im Punkt (0, 0).
Da nach Aufgabenteil (i) die Beziehungen 0, f(0,0) = D, f(0,0) = 0 und 02f(0,0) =
D.,f(0,0) = 0 gelten, folgern wir

£1(0,0) = (61f(0, 0) 9,/ (0, 0)) - (0 0) € RI%2.

Wir setzen nun (z,, y,) = (%, L) en. Fiir n — oo gilt dann (2,,,y,) — (0,0), aber

n

n?[sin(-5)|

|f<xnayn) B f(0,0) B f,<070>(xn7yn)| _ ’f(l.n’yn” — Tn — 1 Sln(#) 1
(@, yn) |2 (@0, Yn) |2 V22 2V2  » 2v2

im Widerspruch zur Definition der Differenzierbarkeit.
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Musterlosung

(b) Behauptung: Es seien g: R — R beschrinkt und h: R — R in 0 differenzierbar mit h(0) =
1'(0) = 0. Dann ist die Funktion f: R? = R, f(z,y) = g(z)h(y) in (0,0) € R? differenzier-

bar.

Beweis. Zunichst einmal bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0):
Da nach Voraussetzung h(0) = 0 ist, gilt f(z,0) = 0 fiir alle z € R. Hieraus folgt

f(z,0) — £(0,0)

2£(0,0) = lim - — 0.
Genauso erhalten wir wegen hA/(0) = 0, dass
— h(y) —h
9,/(0,0) = lim 2OV = SO0 )W =8O o0y 0.
y—0 Yy y—0 Yy

Also ist
A= (0.£0.0) 9,£0.0) = (0 0) R
unser Kandidat fiir die Ableitung von f in (0,0). Fiir (z,y) # (0,0) betrachten wir nun
|f(z,y) = £(0,0) = Alz, )| _ |f(z.y)] _ lg@)h(y)]
1z, 9)ll2 19l (I, 9)l2

Ist y = 0, so ist wegen h(0) = 0 auch Q(z,y) = 0. Fiir y # 0 folgt aus der Beschréanktheit
von g (d.h., ||g|lcc < o0) und h(0) =0, dass

Q(r,y) =

h h(y) — h(0
Qle.) = loa) 2L < g [0 2RO
Hieraus folgern wir
o< Jim Q) < lim ol M HOL < gl )] =0,
d.h., limg )00 Q(z,y) = 0. Also ist f in (0,0) € R? differenzierbar mit Ableitung
1'(0,0) = (0 0). O
Aufgabe 4

Behauptung: Die Funktion f hat nur in den Stellen (0,0) und (1, 1) lokale Extrema. Der Punkt
(0,0) ist hierbei die Stelle eines lokalen Minimums und der Punkt (1,1) die Stelle eines lokalen
Maximums.

Beweis. Wir bestimmen zunéchst die kritischen Stellen von f:

Ouf(z,y) = 220 — 22 = 22(1 — x) 20 und

Oyf(w,y) = (4y° — dyh)e™ = 4P (1 — yle ™ = 0.
Dies ergibt x € {0,1} und y € {0, 1}. Da (1,0) nicht im Definitionsbereich von f liegt, erhalten
wir (0,0), (0,1) und (1, 1) als kritische Stellen von f.

Zur Klassifizierung der kritischen Stellen berechnen wir die Hessematrix von f. Es gilt

Ouuf(,y) =2 —da, Opyf(2,y) =0, Oy f(x,y) =4y’e ¥ (4y* — 8y + 3)
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Musterlosung

fiir alle (z,y) € R*\{(1,0)}, womit wir

2 —4x 0
Hi(r,y) =
(@9) ( 0 dyle (4’ — 8y + 3))

erhalten. Wir folgern

Hy(1,1) = (‘()2 _4(;_4>, Hy(0,1) = (§ _4(;_4>, H;(0,0) = (3 8)

An den Vorzeichen der Eigenwerte lesen wir sofort ab, dass Hy(1,1) negativ definit, H(0,1)
indefinit und H((0,0) positiv semidefinit ist. Somit liegt in (1,1) ein lokales Maximum und in
(0,1) ein Sattelpunkt, also kein Extremum vor. Die Stelle (0,0) bedarf gesonderter Betrachtung,
da sich aus der Semidefnitheit der Hessematrix im Allgemeinen keine Aussage iiber das Vorliegen
eines Extremums folgern ldsst. Fiir || < 1 und y € R haben wir

flz,y)=(1— ga:):vQ +yte ™ > %xQ +yte™™ >0 und £(0,0) =0.

Also ist (0,0) die Stelle eines lokalen Minimums. O

Aufgabe 5
Wir definieren die Funktion

3 : 2
‘R SR f(n,y,2) = vy —sin(@z") )
f f(z,y,2) <x+exy_m_2

Fiir (x,y,2) € R? gilt dann

(2,y,2) 16st (2) <= [f(z,y,2) =0.
Durch Einsetzen sehen wir, dass (1,0,0) das Gleichungssystem (2) 16st, also f(1,0,0) = 0 ist. Als

Komposition stetig differenzierbarer Funktionen ist f selbst stetig differenzierbar und es gilt

3z?y — 2% cos(xz?)  x®  —2xzcos(xz?)
14 ye™ — 2z xe™ —

f/(x7 y7 Z) = <
also

3x2y — 2% cos(x2? 3 —2xzcos(xz?
8:c.f<x7yv Z) = ( Y ( )> ) a(y,z)f(xaya Z) = ( ( )>

1+ ye™ — 2 xe™ —T

fiir alle (z,y, z) € R3. Wegen

det O(y,-y f(1,0,0) = det (1 Ol) —1.(=1) =140

ist O(y,-)f(1,0,0) invertierbar. Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen existiert daher
eine Umgebung U C R von z = 1 und eine stetig differenzierbare Funktion g = (g1, ¢92): U — R?
so, dass f(z,g1(x),g2(x)) = 0 fir alle x € U gilt. Damit 16st aber auch (z,g;(x), g2(x)) das
Gleichungssystem (2). Ferner gilt

o= msiaoaman—( 5) " ()-(3 1) ()= ()
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Musterlosung

Aufgabe 6

(a) Behauptung: Die Bogenlinge von v ist gegeben durch L(7y) = v/2(1 — e~27).

Beweis. Fiir t € [0, 27] haben wir

V() = (—e_t sin(t) + e cos(t)) _ ot (_(cos(t) — sin(t))>

—e~tcos(t) — e tsin(t)

und daher

N[

1Y @)z = e [(cos(t) — sin(t))? + (cos(t) + sin(t))2]

N|=

= e " [cos®(t) — 2sin(t) cos(t) + sin®(t) + cos*(¢) + 2sin(t) cos(t) + sin®(¢)]
= e " [2(cos(t) + sinz(t))]% =2t

Somit erhalten wir fiir die Bogenlédnge

1) = [ Oldi= [ VA= Vil = va - o)

(b) Behauptung: Es gilt

/F~dx:1_8 fir alle s > 1.
e 14+ s

Beweis. Sei s > 1. Wir berechnen

/%F- dx:/01<F(%(t)),7;(t)>dt:/ol<(i),<8t51_1)> dt:/ol(l—s)tsdt: .

O

Nun bemerken wir, dass die Kurven ~;, alle denselben Start- und Endpunkt besitzen, denn
es gilt v5(0) = (0,0), 75(1) = (1,1) fur alle s > 1. Daher zeigt obige Behauptung, dass F’
nicht wegunabhéngig ist und folglich kein Potential besitzen kann.

Aufgabe 7
(a) Wir setzen h(t) = cos(t), t € R, und g(z) = e*, x € R. Wegen ¢(0) = 1 # 0 kénnen wir

Trennung der Variablen anwenden und wir erhalten

u(t) u(t) 1 t t
1 —eu® = / e dy = / ——dx = / h(s)ds = / cos(s)ds = sin(t).
0 o 9() 0 0

Umstellen nach u(t) liefert
u(t) = —log(1 — sin(t)).
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Das maximale Existenzintervall [0,¢,) ergibt sich aus der Bedingung, dass das Argument

des Logarithmus positiv sein muss. Es ist
ty =sup{t* >0|1—sin(t) >0 firallete[0,t")} = g

Also ist
u: [0,7/2) = R, u(t) = —log(l —sin(t))

die maximale Losung des Anfangswertproblems.

Wir definieren

f:R* =R f(z,y) = (—:E—i—gf) .
g )

Dann hat das gegebene Anfangswertproblem die Form

V(t) = fu(t), v(0)=(0,1).

Als stetig differenzierbare Funktion ist f lokal Lipschitzstetig bzgl. (z,y). Nach dem Satz
von Picard-Lindelof existiert daher eine eindeutige maximale Losung v € C1([0, ¢, ), R?) des
obigen Anfangswertproblems. Wir betrachten nun die Funktion ¢(t) := |[v(#)]|3 fiir t € [0, ;).
Dann gilt

#'(1) = 2(0(0),v'(1)) = 2u(0), f(0(1))) :2<<Ul<t>) ( —u1(t) + va(t)? >>

—Uq (t)?]g (t) — V2 (t)

Also ist ¢ monoton fallend, d.h.,

lo(®)ll2 = ¢ (t) < @(0) = ()2 =[I(0, D)z =1 fiir alle t € [0,2,).

Analysis 11 10 ©fsmi.uni-karlsruhe.de B fsmikit W fsmikit

Frey

SS 2022 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



