Stand 2. Februar 2023

HM1 Formelsammlung 1/4

1 Eigenschaften von Funktionen
Gegeben sei f: X = Y.

Bild: f(A) = {f(z): = € A}

Urbild: f~Y(B) :={x € X : f(z) € B}
Surjektiv: f(X)=Y

Injektiv:
Vom0 € X ta1 #20 = f(21) # f(22)

Bijektiv: f ist injektiv und surjektiv

2 Die reellen Zahlen

Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b]

n!

Binomialkoeffizient: (}) = oo

Binomialsatz: (a+b)" = >1_g (1) a"o"F,
a — b = (a — b) Yp_g an IRk

Bernoullische Ungleichung: (1+x)" > 14+nx

Mittelungleichungen: fir alle a,b > 0 gilt

v/ atb a?4b?
ab < 4 <V

3 Komplexe Zahlen
Gegeben seien z,w € C, z:=a +1b, a,b € R

Polardarstellung: z = re'?, wobei
r = |z| = vVa® + b und
arctan g, a >0,

p =arg(z) = arctang—i—ﬂ, a<0,b>0,

arctang—w, a<0,b<0.

Eulersche Formel: ¢'¥ = cos p +isin g

Wurzeln: Losungen von 2" = re'? sind
1 i27rk’+ap
zr=rne" » , k=0,1,...,n—1

Sonstiges: z+w=Z4+wund z-w =% -W
|z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)
2 w] = |2l - o

2+ 7% =2Re(2)

z+tw?=(+w) Z+w) =

= |22 + |w|? + 2 Re(w?)

4 Folgen und Konvergenz
Gegeben: Folge (ay)ken

Nullfolge: ar — 0 (k — o0)

Beschranktheit: M > 0 existiert so, dass
lag| < M fiir alle k € N

Monotonie: reelle Folge (ax) monoton wach-
send/fallend falls Vk € N:ap < / > apq1.
Streng monoton wenn < / > statt < / >.

Bolzano—Weierstraff: Wenn — (ax)ken  be-
schrénkt ist, dann hat (ay)ken eine konver-
gente Teilfolge.

Grenzwerte

UnkF 251, keR | ya 221, g e R

Vnl!

n—oo

(145 222 e
5 Reihen

Geometrische Reihe: Y 32 gxF = L falls
|z| < 1, sonst divergent

AuBerdem: Y7 z% = 1_1{";1 fir |z| # 1

Harmonische Reihe: Y 3oy k% konvergent fiir
a > 1, divergent fir a <1

Ezxponentialreihe: Y o> oL =e

Konvergenzkriterien

Nullfolgenkriterium: (ax) keine Nullfolge
= > po ak divergent. Auflerdem: >"72 ag
konvergent —> (ay) ist Nullfolge

Leibnizkriterium: (ax) monoton fallende Null-
folge = 3°32,(—1)* - a; konvergiert

Wurzelkriterium: Sei (ay) eine Folge und o ==

limsup {/|ax| € [0, c0]. Gilt
k—ro0

o « < 1, konvergiert > 72 ; aj absolut.
o a > 1, divergiert > 72 ak.
e «a =1, ist keine allgemeine Aussage mog-

lich.

Quotientenkriterium: Sei (ay) eine Folge mit

ap # 0 fir fast alle k € N. Gilt

e liminf || > 1, divergiert Y272 ay.
k—o0 @k

o limsup || < 1, konvergiert Y.3% ax
k—o0 k
absolut.

ak
a

o liminf|“+| < 1 < limsup|
k—oo = 9k k—oo

keine Aussage moglich.

Zl |, ist
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Majorantenkriterium: Seien (ay), (by) Folgen
mit |ag| < by fur fast alle £ € N und ist
> re; by konvergent, so ist Y 7o ap absolut
konvergent.

Minorantenkriterium: Seien (ag), (by) Folgen
mit a; > b > 0 fiir fast alle £ € N und ist
> pe; by divergent, so ist Y po; ax divergent.

Potenzreihen

Ezponentialfunktion: e* =372 %, xeC

Sinus: sin(z) = Zﬁo(—l)k%, reC

22k

Kosinus: cos(z) = Zzo:()(_l)k(gk)!v zeC

Natirlicher Logarithmus:

log(1+x) =>%2, (_I;HI:):’“, xz e (—1,1]

Bestimmung Konvergenzbereich
Gegeben sei Potenzreihe Y222 a(z — 20)*

1. Konvergenzradius

" R— 1
Cauchy-Hadamard: R = TS
k— o0
Uber Quotienten: Sei ay, # 0 fiir fast alle
kund a = lim |%+| — R:=1
k—oo @k @

2. Absolute Konvergenz fiir alle z € C mit
|z — 20| < R

3. Divergenz fiir alle z € C mit |z — z9| > R

4. Der Fall |z — 29| = R muss gesondert
untersucht werden

6 Trigonometrische Funktionen
cos?(x) + sin?(x) = 1

Arkusfunktionen:
arcsin: [—1,1] = [-F, F]
arccos: [—1,1] — [0, 7]
arctan: R — (=%, %)

Additionstheoreme:

cos(z £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)
sin(z £ y) = sin(x) cos(y) =+ cos(x) sin(y)
tan(w + y) — tan zttany

lFtanx tany
Produkte:
2sinz - siny = cos(z — y) — cos(z + y)
2cosx - cosy = cos(x — y) + cos(z + y)
2sinx - cosy = sin(x — y) + sin(z + y)

Symmetrie:
cosx = cos(—x)
sinz = —sin(—x)
cos(x +m) = —cosx
sin(x + 7) = —sinz
z 0§ 1T 5 3
; 1 V2 V3
Sin xr 0 5 5 5 1
V3 V2ol
cosx |1 5 %= 35 0
tanz | O ? 1 V3 +oo
; V3 V2 1
S T 5 5 5 0
1 V2 V3
COS T -3 —73 —3 —1
tanz | —v3 -1 —@ 0

7 Stetigkeit

Definition: f: D — R heifit stetig in z¢ € D,
wenn fiir jede Folge (z,) mit lim, o0 , = 2o
auch lim,,_,o f(zn) = f(zo) gilt.

Eigenschaften: Summen, Produkte und Ver-
kettungen von stetigen Funktionen sind stetig.

Zwischenwertsatz: Sei f: [a,b] — R stetig.
Fir jedes yo zwischen f(a) und f(b) gibt es
o € [a,b] mit f(zo) = yo.

Ezxtremwerte: D C R heifit kompakt, wenn
D beschrankt und abgeschlossen ist. Eine ste-
tige Funktion f: D — R mit kompaktem D
nimmt Minimum und Maximum an.

8 Funktionenfolgen

Gegeben: fn: D — R fiir jedes n € N.

Pktw. Konvergenz: Die Folge ( f,,) konvergiert
punktweise gegen f: D — R, wenn Vz €
DVYe>03nyg e NVn>ng: |fn(z)—f(x)] <
€.

Glm. Konvergenz: Die Folge (f,) konvergiert
gleichméafig gegen f: D — R, wenn Ve >
03dng e NVn>nogVe e D:|f(z)—f(x)] <
€.
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9 Differentialrechnung

Ableitungsregeln: Seien f,g differenzierbare
Funktionen und o, 5 € R

e af +Bg=oaf + 8¢
e (f9) = f'g+ fg (Produktregel)
e (fog) =f(g9) g (Kettenregel)
Satz dber Umkehrfunktion: Sei f: D — R

stetig und streng monoton auf D. Ist f in

zg € D differenzierbar, f’(z¢) # 0, so ist

f~t: f(D) — Rin yo := f(z0) differenzierbar
1y _ 1 1

und (75 (%0) = ) = 700y

Mittelwertsatz: Sei f: [a,b] — R stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es £ €

(a,b) mit f'(¢) = L&),

Satz von Taylor: Sei n € Ng, f: D — R n-

mal stetig differenzierbar, f(™ differenzierbar

und x,xg € D. Dann gibt es ¢ zwischen x
k

und xo mit f(z) = >F_, w(az — .CE(])k +

(n+1)
f(n+1)(!£) (z — o

)n+1'

Regel von de I’Héspital: Seien f,g auf (a,b)
differenzierbar mit lin}) flx) = lin% g(z) = L,
T—r T—r

L € {0,£o00}, ¢'(x) # 0 auf (a,b). Dann
lim £&) — (i L@
z—b 9(x) z—b 9'(z)
tiert oder +oo.

sofern rechte Seite exis-

!
f(z) f'(z)
" nax™ 1
e e
1
log = =
sin x CcCoS T
CcCoST —sinx
tanx 12
COos“ T
arcsin x 1
V1—x2
-1
arccos x
1—22
arctanx L
1422
sinh x cosh x
cosh x sinh z
tanh z L
cosh® x

10 Integralrechnung

Hauptsatz:
(1) Sei f: [a,b] — R stetig. Ist G: [a,b] —
R differenzierbar mit G' = [ gilt

J2 f(x) dz = G(b) — G(a).

(2) F:a,b] - R,z — F(z) = [ f(§)d¢
= F ist differenzierbar mit F’ = f.

Part. Integration: [ f'gdx = fg— [ f¢'dx

Substitution: [ f(x)dz = [ f(g(t))g'(¢)dt,
wobel x = ¢g(t), dz = ¢/(¢) dt.

f(x) J f(z)dz
" %H:rnﬂ, n#—1
QaT %eax
3 log| x|
log zlogxr —x
tan — log|cos x|
sin?(ax) $2 — 4 sin(2ax)
cos?(ax) 12 + L sin(2ax)

sin(az) cos(az) 5 sin?(ax)

Konvergenzsatz: Seien  f, € Rla,b],
(fn)  konvergiert  gleichméaflig  gegen
f:la,b] — R. Dann gilt f € Rla,b]
und lim (f; fn(zx) dx) = f: f(z)dz.
Vertauschung von Grenzwert und Ableitung:
Seien f,, € C'([a,b]), (f) konvergiert punkt-
weise gegen f und (f]) konvergiert gleichmé-
Big gegen g. Dann: f'(z) = g(z) = lim f; (z)
fir alle = € [a, b].

11 Uneigentliche Integrale

Typ 1: faﬁ f(z)dz = li%l [ f(z)dz, falls
r—B—

der Grenzwert existiert.

Typ 2: fabf(x) de = Em+ fff(:v) dz, falls

der Grenzwert existiert.

Beispiele: fol x®dz konvergent & o > —1
und [7° 2 dz konvergent < o < —1.
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Majorantenkriterium: Seien f,g: (a,b) — R,
|f| < gund ffg(x) dz konvergiere. Dann kon-
vergiert f; f(z) dz absolut.

Minoratenkriterium: Seien f,g: (a,b) — R,
0<g<fund f(fg(x) dx divergiere. Dann
divergiert ff f(x)de.

Cauchykriterium: Das Integral ff f(x)dz
konvergiert, wenn: Ve > 0 3¢ € (a,f) :
[ f(z)dz| < e Yu,v € (¢, 5).

Vergleichsprinzip: Seien m € N und
f:[m,00) = (0,00) monoton fallend. Dann
konvergiert Y 72 f(k) genau dann wenn
[ f(x) dz konvergiert.

12 Differentialgleichungen

Lineare DGL 1. Ordnung: y' = a(z)y + b(x).
Losung der homogenen Gleichung:
Prom () = yo - €A mit A(z) = oy alt) dt.
Losung der gesamten Gleichung;:
d(x) = 4@ (yo+C(x)) mit
Clx) = [ e~ AMp(t) dt

DGL mit getrennten Verinderlichen: 3y’ =

f(@)g(y)
Umstellen fiihrt zu [ ﬁdt = [ f()dt,

dann Auflésen nach y(x).

Lineare DGL 2. Ordnung: y' + a1y’ + agy =
b(x), y(zo0) = yo, ¥'(x0) = y1.

Charakteristisches Polynom: p(\) = A\? +

a1 + ap = 0 mit Nullstellen )\ = —% +
1

Drei Falle:

e A, € Rund M\ 75 Ay = (191(33) = M7
und ®o(x) = 2

e M, ERund \{ = Xy = fl)l(a:) = M7
und ®y(z) ==z eM?

e A, A9 G(C\R = A :)\71
A2 = atif = ®(t) = e** cos(fx) und
Dy (t) = e sin(fx)
Allgemeine Losung der homogenen Gleichung:
(I)hom(l') = Clq)l(l') + CQ(I)Q(I') mit c1,co € R.
Bei Inhomogenitat
b(x) — qm(x)e;m: {COS(px)
sin(px)
Ansatz fur partikuldre Losung: ®p(z) =
[rm(z) cos(pzx) + sm(x) sin(pz)] e!*az¥, wobei

, lautet der

v die Vielfachheit der Nullstelle p 4 ip von
p(A) ist; falls p(p +1ip) # 0, dann v = 0.

13 Lineare Algebra

Gegeben: Lineare Abbildung ¢: V — W, Ma-
trix A € K"*™_ Vektor b € K™.

Untervektorraum-Kriterium: U ist Untervek-
torraum von V' genau dann wenn 0 € U und
aus u,v € U, a € K stets u +v € U und
av € U folgt.

Lineare Unabhdngigkeit vy, ...,v, € V sind
linear unabhingig genau dann wenn aus
al,...,on € Kund Y7 a;v; = 0 stets ag =
... = ay = 0 folgt.

Kern: Kern¢ = {v € V: ¢(v) = 0},
KernA ={v e K™: Av =0} CK™
Bild: Bild¢ = {¢ (v) : v € V'},
BildA = {Av: v e K™} C K"
Dimensionsformel:
m = dim(Bild A) + dim(Kern A)
Rang: Maximalzahl lin. unabhéngiger Zei-
len/Spalten, Rang A = dim(Bild A)
Elementare Umformungen:

1. Zeilen vertauschen

2. Multiplikation von Zeile mit A € K\ {0}

3. Addition M-fache von Zeile auf andere
Zeile
Skalarprodukt: (-|-):V xV =K

o (vlu) = (ulv) Yu,v e V

o (avtulw) = a(v|w)+(ulw) Yu,v,w € V
und o € K

o (ulu)>0VueV\{0}

Cauchy-Schwarzsche Ungleiclhung:lfﬁr alle
u,v € V ogilt: |(ulv)| < (ulu)2 (v|v)2



	Eigenschaften von Funktionen
	Die reellen Zahlen
	Komplexe Zahlen
	Folgen und Konvergenz
	Reihen
	Trigonometrische Funktionen
	Stetigkeit
	Funktionenfolgen
	Differentialrechnung
	Integralrechnung
	Uneigentliche Integrale
	Differentialgleichungen
	Lineare Algebra

