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1 Eigenschaften von Funktionen

Gegeben sei f: X = Y.

Bild: f(A) ={f(z): z € A}

Urbild: f~Y(B) :={x € X : f(z) € B}
Surjektiv: f(X)=Y

Injektiv:
ViBl,I‘Q ceX :n 75 To — f(xl) 7'5 f(.%’g)

Bijektiv: f ist injektiv und surjektiv

2 Die reellen Zahlen

Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b]

Binomialkoeffizient: (}) = ﬁlk),

Binomialsatz: (a+b)" = Y1 (1) a"b"F,
a®—b"=(a—-0) Zz;é a1-kpk

Bernoullische Ungleichung: fir alle x > —1
gilt (14+2)" >1+nx

Mittelungleichungen: fir alle a,b > 0 gilt

a+b a?+b?
Vab < 557 <[5

3 Komplexe Zahlen

Gegeben seien z,w € C, z :=a +ib, a,b € R

Polardarstellung: z = re'?, wobei
r=|z| =va*+ b =2z und ¢ = arg(z) €

(_777 ﬂ-]
Eulersche Formel: ¢ = cos p +isin ¢

Wurzeln: Losungen von 2" = re'¥ sind

1 .27mk+4e
zk:T‘nel n ’]620,1,...,771—1

Sonstiges: z+w=Z+wund Z-w =2 - W
|z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)
|2 w| = |2] - |w]

z+7Z =2Re(z)

z—7Z =2ilm(z)

2 +w = (2 +w) - (z+w) =

= 2% + |w|? + 2 Re(wZ)

4 Folgen und Konvergenz

Gegeben: Folge (ay)ken
Nullfolge: ai, — 0 (kK — o0)

Beschranktheit: M > 0 existiert so, dass
lag| < M fiir alle k € N

Monotonie: reelle Folge (ax) monoton wach-
send/fallend falls Vk € N:ap < / > agi1.
Streng monoton wenn < / > statt < / >.

Bolzano—Weierstrafl: Wenn  (ag)ren  be-
schrénkt ist, dann hat (ay)ken eine konver-
gente Teilfolge.

Grenzwerte
Yna "7 1 g eR | Va1, 0> 0
n n—oo
n! 272%% oo ’(75 —e

n—oo
1+ 3)" re® n% " %% 0,ae R
5 Reihen

. . A o0 k: _ 1
Geometrische Reihe: 3 ;2 gx" = 1= falls

|z| < 1, sonst divergent

AuBerdem: Y7, 2F = 1_1’2:1 fir x # 1

Harmonische Reihe: Y p-4 k% konvergent fiir
a > 1, divergent fir a <1
Konvergenzkriterien

Nullfolgenkriterium: Y 5o ax
= (ag) ist Nullfolge

konvergent

Leibnizkriterium: (aj) monoton fallende Null-
folge = 3°3°,(—1)* - ai konvergiert

Wurzelkriterium: Sei (ay) eine Folge und o0 :=
limsup /|ag| € [0, 00]. Gilt

k—o0

o «a < 1, so konvergiert Y ;2 ai absolut.
o a > 1, so divergiert Y 52 a.
e « = 1, so ist keine allgemeine Aussage

moglich.

Quotientenkriterium: Sei (ay) eine Folge mit
ap, # 0 fir fast alle k € N. Gilt

o lim ™| > 1, so divergiert > 72, ay.
k—oo Ok

o lim |™£] < 1, so konvergiert > 32, ax
k—oo Ok
absolut.

o lim |a’;—:1| = 1, so ist keine allgemeine

k—o00
Aussage moglich.

Magjorantenkriterium: Seien (ay), (by) Folgen
mit |ag| < by fiir fast alle & € N und ist
> ore br konvergent, so ist Y 7o ax absolut
konvergent.
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Minorantenkriterium: Seien (ag), (by) Folgen
mit a; > b > 0 fir fast alle £ € N und ist
> pe; by divergent, so ist Y po; aj divergent.

Potenzreihen
Ezxponentialfunktion: .
exp(z) =e* =3 205, 2€C

Sinus: sin(z) = Zﬁo(—l)k%7 zeC

Kosinus: cos(z) = Ziozo(_l)kék)!’ zeC

Natiirlicher Logarithmus:
k+1
log(1+2) = Y30, E gk 4e (—1,1]

Bestimmung Konvergenzbereich

Gegeben sei Potenzreihe Y32 ay(z — 20)*

o Konvergenzradius R:
. P 1

Cauchy-Hadamard: R = T

k— o0
Uber Quotienten: Sei ay, # 0 fiir fast alle
kund o == lim |%+| — R=1

k—oco @k a

¢ Absolute Konvergenz fiir alle z € C mit
|z — 20| < R

o Divergenz fiir alle z € C mit |z — z9| > R

o Der Fall |z — 29| = R muss gesondert
untersucht werden

6 Trigonometrische Funktionen
cos?(z) + sin?(x) = 1

Arkusfunktionen:
arcsin: [—1,1] =[5, 5]
arccos: [—1,1] — [0, 7]
arctan: R — (=3, )

Additionstheoreme:
cos(x + y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)
sin(z £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y)

tan(x +y) = %
Symmetrie:

cosx = cos(—x)

sinx = —sin(—x)
cos(r+m) = —cosx
sin(z +7) = —sinx

x 0 5 T 35 3
; 1 V2 V3
sinz | 0 5 55 1
V3 V21
cosx | 1 5 5 5 0
tanxz | O @ 1 V3
sin x @ @ % 0
CoS T —% —@ —? -1
tanz | —v/3 —1 —? 0

7 Stetigkeit

Definition: f: D — R heifit stetig in ¢ €
D, wenn fir jede Folge (z,) in D mit
limy, 00 n, = xo auch lim, o f(x,) = f(20)
gilt.

FEigenschaften: Summen, Produkte und Ver-
kettungen von stetigen Funktionen sind stetig.

Zwischenwertsatz: Sei f: [a,b] — R stetig.
Fiir jedes yo zwischen f(a) und f(b) gibt es
xo € [a,b] mit f(z9) = yo.

Ezxtremwerte: D C R heifit kompakt, wenn D
beschrankt und abgeschlossen ist. Eine stetige

Funktion f: D — R mit kompaktem D # ()
nimmt Minimum und Maximum an.

8 Funktionenfolgen

Gegeben: f,: D — R fiir jedes n € N.

Pktw. Konvergenz: Die Folge ( f,,) konvergiert
punktweise gegen f: D — R, wenn Vz €
DVe>03nyg e NVn>ng: |fn(z)—f(z)] <
€.

Gim. Konvergenz: Die Folge (f,) konvergiert
gleichméfig gegen f: D — R, wenn Ve >
03ng e NVn>noVa e D:|fp(x)—f(z)] <
€.

9 Differentialrechnung

Ableitungsregeln: Seien f,g differenzierbare
Funktionen und «, 5 € R

. af +8g=af + ¢
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s (f9)' = f'g+ fg' (Produktregel)

o (fog) =f(g9) ¢ (Kettenregel)
Satz dber Umkehrfunktion: Sei f: I — R ste-
tig und streng monoton. Ist f in xzg € I diffe-
renzierbar, f'(zg) # 0, so ist f=1: f(I) —
R in yo = f(xg) differenzierbar und

—1y _ 1 1
(F=) o) = 76y = 7oy
Mittelwertsatz: Sei f: [a,b] — R stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es £ €
(a,b) mit f'(€) = LG=0a),

b—a

Satz von Taylor: Seien n € Ng, f: I — R
n + 1-mal differenzierbar und x, x¢ € I. Dann
gibt es ¢ zwischen x und zp mit f(x) =

(k) (n+1)
S, f k(!xo) (x — a:o)k + f(n+1)(!E) (x — a:o)”'H.

Regel von de I’Hospital: Seien f,g auf (a,b)
differenzierbar mit lin}) g(z) = =oo oder
xT—

glclg%)f(z:) = glclg%)g(x) = 0. Dann 91613}) o]

lin}) }gc,lg)) sofern ¢'(x) # 0 auf (a,b) und rech-
z—

ter Grenzwert in R U {+o0} existiert.

!
f(x) f(z)
fd ax®1
e” e”
1
log =
sin x CcCoS T
CoS T —sinx
tanx 12
COos“ &
arcsin x 1
1—22
arccos x —1
1—22
arctanx L
1422
sinh x coshx
cosh x sinh x
tanh z L
cosh® z

10 Integralrechnung

Hauptsdtze: Sei f: [a,b] — R stetig.

(1) Ist G: [a,b] — R differenzierbar mit
G' = f,s0 gilt [ f(x)dz = G(b) — G(a).

(2) F:la,b] = Row = F(x) = [; f(§)d¢
ist differenzierbar mit F’ = f.

Part. Integration: [ f'gdx = fg— [ f¢'dx

Substitution: [ f(z)dz = [ f(g(t))g'(t)dt,
wobel z = g(t), dz = ¢/(t) dt.

f(@) J f(x)dz
z® a—}_lxaﬂ, a#—1
e %em, a#0
% log|z|
log x zlogx —x
tan x — log|cos x|
sin?(x) 5% — 4 sin(2x)

cos?(x) T2+ 1sin(22)

sin(z) cos(x)

Konvergenzsatz: Seien f, €  R([a,b]),
und (f,) konvergiere gleichméfBig gegen
f:la,b] — R. Dann gilt f € R([a,b]) und
. b b

Tim ([ falz)dz) = [7 f(2) da.
Vertauschung von Grenzwert und Ableitung:
Seien f, € C%[a,b]), (fn) konvergiere
punktweise gegen f und (f/) konvergiere
gleichméBig gegen g. Dann: f'(z) = g(z) fir
alle z € [a, b].

11 Uneigentliche Integrale

Definition ff f(z)dz = h%l [7 f(z)de,
r—B8—
falls der Grenzwert existiert.

Majorantenkriterium: Seien f,g: [a, ) — R,
|f| < gund faﬁ g(x) dx konvergiere. Dann kon-

vergiert [ f f(z) dz absolut.

Minoratenkriterium: Seien f,g: [a,8) — R,
0<g¢g< fund ff g(z) dx divergiere. Dann
divergiert ff f(z)dz.

Cauchykriterium: Das Integral |[ f f(z)dx
konvergiert, wenn: Ve > 0 ¢ € (a, B)Vu,v €

(c.8): |fy flz)da| <e.

Analog fiir uneigentliche Integrale | ab f(z)dx.
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Beispiele: fol z®dx konvergent & s > —1
und [7° 2® dz konvergent < s < —1.

12 Differentialgleichungen

Lineare DGL 1. Ordnung: y' = a(z)y + b(x).
Losung der homogenen Gleichung: y,(x) =
ce®) mit A Stammfunktion von a.

Ansatz fiir spezielle Losung: y,(z) =

c(x)e®),

DGL mit getrennten Verinderlichen: y' =

f(@)g(y)
Umstellen fithrt zu [ s dt = [ f(¢) dt,
dann Auflésen nach y(z).

Lineare DGL 2. Ordnung: y' + a1y’ + agy =
b(x).

Charakteristisches Polynom: p(\) = A\? +
al)\ + apg = (/\ — )\1)()\ — )\2).

Drei Falle:

. )\1,)\2 € R und )\ 75 Ay = U(l‘) = M7
und v(z) = e*2®

. )\1,)\2 ERund \{ = Ay = u(x) = eAlz
und v(z) =z eM?

. )\1,)\2 EC\R = A :)\71
M2 =axif = u(z) = e cos(fz) und
v(x) = e** sin(fx)

Allgemeine Losung der homogenen Gleichung:
yn(x) = cqu(z) + cov(x) mit c1,c0 € R.
Bei Inhomogenitiat der Form

b(x) = gqm(z)et” {c.os(px) , lautet der
sin(pz)

Ansatz fur partikulire Losung: y,(x) =

[rm () cos(pz) + spm(x) sin(pzx)] eF*x¥, wobei

v die Vielfachheit der Nullstelle p 4 ip von

p(A) ist; falls p(p + ip) # 0, dann v = 0.

13 Lineare Algebra

Gegeben: Lineare Abbildung ¢: V — W, Ma-
trix A € Kmxm,

Untervektorraum-Kriterium: U ist Untervek-
torraum von V genau dann wenn 0 € U und
aus u,v € U, a € K stets u +v € U und
av € U folgt.

Lineare Unabhdngigkeit vy, ...,v, € V sind
linear unabhingig genau dann wenn aus

al,...,on € Kund > a;v; = 0 stets ag =
... = ay = 0 folgt.

Kern: Kern¢ = {v € V: ¢(v) = 0},
Kern A = {7 € K™: A7 =0} CK™

Bild: Bild¢ = {¢ (v): v eV},
Bild A = {A%: ¥ € K™} C K"

Dimensionsformel:

m = dim(Bild A) + dim(Kern A)

Rang: Maximalzahl lin. unabhéngiger Zei-
len/Spalten, Rang A = dim(Bild A)

Elementare Umformungen:
o Zeilen vertauschen
o Multiplikation von Zeile mit A € K\ {0}

e M-faches von Zeile zu anderer Zeile ad-
dieren

14 Eigene Formeln
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