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Aufgabe 1  ((44+3+43) Punkte)

a) Sei (an)nen eine reelle Zahlenfolgen mit a,, # 0 fiir alle n € N. Die Reihe ) 7, a, sei
konvergent. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche nicht? Geben Sie fiir wahre
Aussagen eine kurze Begriindung, fiir falsche ein Gegenbeispiel.

Die Folge ( o )neN ist divergent.
Die Reihe > 7, a7

Die Reihe Y7 | y/|an| ist konvergent.
Die Reihe > > | (—1)"a, ist konvergent.

2 ist konvergent.

b) Sei P(x) = > }_,bra" ein reelles Polynom, wobei b, = 1 und n ungerade ist. Entscheiden Sie
wieder, welche der folgenden Aussagen wahr und welche nicht wahr sind, und geben Sie fiir
wahre Aussagen eine kurze Begriindung, fiir falsche ein Gegenbeispiel.

i) P hat mindestens eine Nullstelle auf R.
ii) Esgibteiny e R mit P(y) =y.
iii) Das Integral f P(x) dg: ist konvergent.
c¢) Bestimmen Sie simtliche komplexe Losungen der Gleichung 2% = 41/2(8 — 84).
Losung:

a) 1) Die Aussage ist wahr: Da ) 7, a, konvergent ist, ist (an)nen eine Nullfolge. Damit ist
(a%)nGN unbeschrinkt und damit divergent

ii) Die Aussage ist falsch: Sei a,, = (—1)" f Da f eine monoton fallende Nullfolge ist, kon-

vergiert 7 | a, nach dem Lelbmz—Krlterlum Jedoch ist Zn pa2 =32 1 divergent.
iii) Die Aussage ist falsch: Sei an = —=5. Die Reihe ) > 157 L konvergiert nach Vorlesung.

Jedoch ist Y 0% \/lan| =302 dlvergent

iv) Die Aussage ist falsch: Sei a,, = (—1)"1. Die alternierende harmonische Reihe }_°° | ap
konvergiert. Jedoch ist Y07 | (—1)"a, = >.o0; + divergent.

b) i) Die Aussage ist wahr: Wegen P(x) = z" (1 + Ez;é bkxk*") gilt limg 00 P(x) = o0,
lim,_, o P(x) = —oc. Da P stetig ist, hat P nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle.

ii) Die Aussage ist falsch: Fiir das Polynom P(x) = 2 + 1 gibt es kein solches y, da sonst
y + 1 = y gelten wiirde.

iii) Die Aussage ist Wahr: Wegen Zz;é bpxF~™ — 0 fiir 2 — oo, gibt es nach b)i) ein g > 1,
so dass P( ) > sa" > 21: fiir x > xg. Mit einer Konstanten C' < oo folgt [;° e P dz <

fjee P d:c—i—f e 2de=C—2e ] = C + 272 < o0,
c) Wir setzen z = e’ mit r > 0, p € R. Es folgt
068 = 20 = 4/2(8 — 84)
= 32V2(1 —4)
— 64eiim,



Es folgt % = 64, also r = 2, und 6p = £ﬂ+2/€7r mit k € Z, also ¢ = %74— %” fiir k € Z. Dies

fithrt auf die sechs verschiedenen Losungen zp = 2 (G 5) fiir k= 0,1,...,5.

Lo . ad ;15 ;23 ;31 ;39 ;47
Die Losungen sind also 2e'2a™, 2e'247™ 2e'24™ 2¢e'24™ 2e'24™ 2e'247 .

Aufgabe 2 ((545) Punkte)

a) Untersuchen Sie die Reihen in i) und ii

i

ii)

i)

~—

auf Konvergenz und auf absolute Konvergenz:

k
(k+1)(k+2)

WE

i

0

()
= k+1

Zeigen Sie fiir alle n € N mit n > 4 die Ungleichung 3" < 4n!

[e=]

Fiir jedes k € N sei ar, € R mit 0 < ap < 1. Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichung

(a1 +as+...+ap)—(a1-az-...-ay) <n—1.

Fiir k # 0 gilt

k k 1
(k+1)(k+2) k2+3k+2 k+3+2

Wegen 3 + % < k fir k > 4, folgt Wk(lﬁ-?) > ﬁ fir k > 4. Da die harmonische Reihe

Py % divergiert, ist also auch die gegebene Reihe divergent; damit ist sie weder kon-
vergent, noch absolut konvergent.

Wir benutzen das Wurzelkriterium. Fiir £ > 1 gilt

B\
G

Da % < 1 gilt, ist die gegebene Reihe nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent und
damit auch konvergent.

k

Eo\F 1 1
:( ) = ;. — — firk—oo.

Wir zeigen die Ungleichung per Induktion iiber n. Fiir n = 4 gilt
3" =81<96=4-4!.

Sei nun die Aussage fiir ein n € N mit n > 4 bereits bewiesen. Dann gilt

3t = 3.3"
< 3-4n! (nach Ind.vor.)
< (n+1)-4n! (dan>42>2)
= 4(n+ 1)L

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen und die Ungleichung gezeigt.



ii) Wir zeigen die Aussage wieder mittels Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt:
al—alezl—l.
Sei die Aussage nun fiir ein n € N bereits gezeigt. Fiir £ = 1,...,n + 1 seien ap mit
0 < ag <1 gegeben. Wegen 0 < apan41 < 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung
a1+ ...+ ap—1+ anapy1 —ar ... ap_1 - (@pap+1) <n— 1L (%)
Es gilt an + any1 — 1 = apanys — (1 — an)(1 — apt1), mit 0 < ap,ap41 < 1 also
ap, + ant1 — 1 < apap41. Zusammen mit (%) erhalten wir
ar+...+apt1—ar- ... app1 < (n+1)—1,

womit der Induktionsschritt vollbracht ist.

Aufgabe 3  ((5+5) Punkte)
a) Firz e R\ {kr:k € Z} ist der Kotangens definiert durch cot x := 3£, Sei

f:(0,7) >R, f(x)=cota.

i) Berechnen Sie die Ableitung von f. Folgern Sie, dass f bijektiv ist.

ii) Die Umkehrfunktion von f ist der Arkuskotangens: f~! = arccot : R — (0, ). Be-
griinden Sie, dass arccot differenzierbar ist und zeigen Sie arccot’ z = —ﬁ.

b) i) Sei 2 <a < b. Berechnen Sie

b log (cot( ))
/a x2sin2( ) d

X.

] |—|8 =

Hinweis: Substituieren Sie y = cot (i)

4 1
ii) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral [ ﬁgz(:izz((ﬁ))) dz auf Konvergenz und berech-

nen Sie gegebenenfalls den Wert des Integrals.
Losung:
a) 1) Wir berechnen mit der Quotientenregel

—sin?z — cos?x 1

f’(l’) = D) = P

sin“ x sin

x

Es gilt sinz > 0 fiir alle € (0, ), also —ﬁ < 0 fiir alle z € (0, 7). Also ist f streng

monoton fallend und damit injektiv. Ferner gilt lim, ~r cot x = lim, », 5~ = —oo und

limg\gcotr = limg\o Gy = oo. Da cotz = 7 stetig ist, gibt es also nach dem
Zwischenwertsatz fiir jedes y € R ein z¢ € (0, 7) mit cot zgp = y. Also ist f surjektiv. Da
f injektiv und surjektiv ist, ist f bijektiv.

ii) Die Funktion f ist auf (0,7) differenzierbar und es gilt f/'(y) # 0 fiir jedes y € (0, ).
Nach dem Satz iiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion ist damit f~! = arccot
differenzierbar. Fiir die Ableitung gilt

I =1yt o 1
arccot’' x = (f ) (x) = @)
= —sin®(arccot ).
. 12
1 1

arccot’ x = — = — .
1 + cot?(arccot z) 1+ 22

Aus sin?z + cos? x = 1 folgt 1+ cot’z = fir z € (0,7), also




b) i) Wir substituieren y = cot (1). Mit Teil a)i) gilt £ &= m(l) Mit dieser Substitution

und anschlieBender partieller Integration folgt

b log (cot cot(3)
/a xgz(sinzg ;) dr = /cot(l) log y dy

K8 [~

1 1 1 1 1 1
= |cot— |log|cot— | — [cot— )log|cot— | —cot—+cot—.
b b a a b a

i) Gilt a N\ %, so gilt é /4 5 und weiterhin cot( ) N\, 0. Nach Vorlesung (oder mit der
Regel von de L’Hospital) gilt lims\ o(tlogt) = 0, also (cot é) log (cot %) — 0 fiir a Y\ %
. log( t(3))

Damit ist das uneigentliche Integral f T (””1)) dx konvergent und der Wert berechnet
sich zu ’
4
= log (Cot (l)) T
J ary e = e (@)oot (7)) oot (3)
= log(l)—1
= —1.

Aufgabe 4  ((3+4+3) Punkte)

a) Untersuchen Sie die Folge

1 _L
an = V/nwvi —+/ne Vn
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

b) Sei I = (-1,1) C Rund f : I — R, f(x) = |z|. Finden Sie eine Folge von Funktionen
fr. € CY(I), so dass (fr)ren gleichmiiflig gegen f konvergiert. Weisen Sie nach, dass (fx)ken
tatséchlich die geforderten Eigenschaften erfiillt.

c) SeiJ=(0,1) C R. Bestimmen Sie alle a € R, so dass die Funktion g : J — R, g(x) = y/x 2°
Lipschitzstetig ist.

Loésung;:

a) Es gilt a, = M Fiir z > 0 setzen wir h(z) := % und untersuchen limg~\ o h(x).

ﬁ
Es gilt lim,\ (7% — e™*) = 0, lim,n o2 = 0, sowie (z)) = 1 # 0 auf (0,00). Damit sind die
Voraussetzungen zur Regel von de L’Hospital erfiillt und es gilt

—T T

. Tt —e . mflogm+e”
llm —=1lim ————

=1 1.
z\,0 x 2\,0 1 g+

Wegen ﬁ N\ 0 fiir n — oo ist also a,, konvergent und es gilt a,, = 1 + log 7 fiir n — oo.

ka? 4+ & fiir 2| <

@ i o] > 1 Die Funktion fj, ist offensichtlich fiir [z < £

| = =

b) Setze bspw. fi(z) = {
1

und |z| > 1 stetig differenzierbar. Fiir = 1 gilt |2| = ¢ und gl'Q + 5 = %k% + 5 =t
: . . fr(@)—fu (g . Fr(@)— fr (X
Mit g(z) = 52% + £ gilt also hmm/% 7'“(:2 e) J(3) =kt =1, lim 1 Fe@)= i)

1 L
—-% % r—

3



I (%) = 1. Damit ist fj, an der Stelle % differenzierbar. Dasselbe Argument liefert die Differen-
-1 firx < — f%
zierbarkeit an der Stelle —%. Damit ist fj, differenzierbar und es gilt f;(z) = ¢ ka fiir [z| < ¢

1 fﬁrm}%

Es gilt kz = —1 fiir z = —% und kx =1 fir z = %; insbesondere ist f; stetig und damit fj,
stetig differenzierbar. Fiir die Konvergenz berechnen wir

k 1
VR ]

suplfie) = f(@) = swp |fulw) = @) = swp |zat+ o

wEI IE(*%,%) 16(7%7%

< k2+1+|| Lol otk
< su —T — + x| ==+ =+ = ir 0.
?1) 2 2% 2% 2%k k&

v€(= 5%
Also konvergiert fi gleichméBig gegen f.

Die Abbildung g € C(J) ist genau dann Lipschitzstetig, wenn |¢’| auf J beschriinkt ist. Es
gilt g(x) = x‘”%, also ¢'(z) = (a+ %) 2973 = (a + %) exp ((a — %) log:c). Ist a > %, S0 ist
—00 < (a—1)logz <0 fiir z € (0,1), also exp ((a — 5) logz) < 1 und damit |¢/(z)| < a+ 3.
Damit ist g Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante a + % Ist a = —5, so ist ¢ = 1, also Lip-
schitzstetig mit Lipschitzkonstante 0.

1
29

Ist —% <a < %, so gilt (a— %)logl‘ — oo fiir x N\, 0, also ¢'(z) — oo fiir x N\, 0. Ist

schliefflich a < —%, so gilt auch (a — %) log 2 — oo fiir & N\ 0, hier also ¢'(z) — —oo fiir  \ 0.

Also ist g genau dann Lipschitzstetig, wenn a € {—3} U [3, 00).



