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Aufgabe 1:
(a) Beweis durch vollsténdige Induktion:

o [A: Fiir n =1 gilt:
1

CRHIR2 — = (— 11111 +1)
S = 1=

e IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die I'V:

Z 1)FH2 = (—1)nt! n(n+1)

2
k=1

Dann gilt fiir n + 1 in der Tat:

n+1 n
Z(_l)k+1k2 _ ( 1)n+2 n + 1 2 + Z k-‘rle
k=1 k=1

= ()" 1)+ (—1)”+1n(n2+ 2
= (1)"*2n+1) (0 +1) - 3)
n 4+ 2

= U+

O

(b) Fiir jedes n € N gilt:

Nach dem Einschniirungssatz ist (a,)nen konvergent mit lim, o a,, = %
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(c) Seiy:= (477“)3. Dann gilt

(4 —x)3" B 1 4—x 3”_ y
> v w () ST

n>0 n>0 n>0
Sei by, 1= n%ﬂ fir alle n € N. Es gilt:
bn+1 n? +1 n? +1 1+ # n—00

1

bn, _(n+1)2+1:n2—|—2n—1—2: 1+%+%

Nach dem Quotientenkriterium fiir Potenzreihen, ist der Konvergenzradius p von ano bny™
gleich 1. Damit ist »_, -, byy" fiir alle y € (—1,1) (absolut) konvergent und fiir alle y mit
ly| > 1 divergent.

Fiir alle n € N gilt:
1

b (—=1)" = b,1" =
ou(=1)") —

<1

Da > <, # konvergent ist (Resultat der Vorlesung), ist ano bp,y™ nach dem Majoran-
tenkriterium auch in den Randpunkten y € {—1,1} (absolut) konvergent.

Wegen = =4 — 2y, ist M = [2,6].

Aufgabe 2:
(a) Sei fiir diese Teilaufgabe h := f — g. Klar: f(x) = g(x) < h(z) = 0 fiir alle z € R.
(i) Klar: h ist stetig. Es ist
h(0) = f(0)—g(0) =1-2=—-1<0und A(1) = f(1)—g(l) =e—2+1—-1=e—2> 0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein z* € (0, 1) mit h(z*) = 0.

(ii) Klar: h ist differenzierbar. Fiir alle > 0 gilt

W (x) = e +32z% —1>1+32° —1=32" > 0.
>1

Damit ist h streng monoton wachsend auf [0, 00) (Korollar des Mittelwertsatzes) und
insbesondere dort injektiv. Damit kann es kein [0, 00) 3 y* # =* mit h(y*) = 0 geben.

(iii) Fir alle z < —1 gilt

Ferner ist g(0) = g(—1) = 2. Damit gilt

m = inf {g(z) : x € (—00,0]} = min{g(z) : z € [-1,0]}.
Da [—1,0] kompakt und g stetig ist, existiert nach dem Satz von Maximum ein x,, €
[—1,0] mit m = g(xy,). Ist 2, € (—1,0), so muss ¢'(z,,) = 0 gelten. Es ist

J(z) =1 — 322
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(i)

(iii)

fir alle x € R. Insbesondere ist

J@)=0&uzxc¢c {—\}3,\}5}

Also ist zg := —% die einzige Nullstelle von ¢’ in [—1,0]. Es ist
1 1\° V3 V3 2v/3
w) =2-—(=+ || =2- 4 =2-——<2=¢(0) =g(-1).

Damit ist x,,, ¢ {—1,0}, also z,, = zo.

Schliefflich ist

2v3 9—-2v3 9-2.3 4
g(zo) = —i=1+7\[>1+ =

=->1
9 9 9 3>

Da f streng monoton wachsend ist, gilt f(x) < f(0) = 1. Alsoist g(z) > m > 1> f(x)
fiir alle € (—o0,0]. Insbesondere ist f(x) # g(z) fur alle x € (—o0,0].

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

lim a =
n—o0

1 , fallsa >0,
0 ,fallsa=0.

Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt damit fiir alle x € R

eV =1 , falls z =0,
e ! :é , falls z # 0.

n—0o0

h(z) = lim hy,(z) = e mn—eo Va? {

Fiir jedes n € N ist h,, stetig. Ware die Konvergenz gleichméflig, so miisste h stetig
sein (Satz der Vorlesung). Aber die Grenzfunktion h ist unstetig bei 0. Also kann die
Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméBig erfolgen.

Da die n-te-Wurzel und die Exponentialfunktion streng monoton wachsend sind, ist
h,, streng monoton fallend fiir alle n € N. Damit gilt

1
hn(z) < hn(1) = .
fir alle z € [1,2]. Deshalb ist
1 1 1
Ih(z) = ()| = ] (@) = = h(@) < L~ ha(2) = a,
(& (& (&

fiir alle z € [1,2]. Nach Teilaufgabe (i) ist lim,, o0 hp(2) = %, also lim,,_, o a, = 0. Da-
mit ist die Konvergenz auf [1, 2], nach einem Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz,
gleichméfig.



Aufgabe 3:

(a) (i) Es gilt

cos (5 — sin(x)) I'Hospital

lim lim =1.
z—0 T z—0 1
~—
#0

Folglich ist

) ; i 2cos (Z —sin(z)) sin (Z — sin(z)) cos(z
lim 5 PHospital o (3 (x)) sin (5 (z)) cos(x)
x—0 T z—0 2z
~ —~
—0 #0, fiir #0
cos (L —sin(x
= [lim cos(z) sin (E - sin(x))} . [lim (3 ( ))] =1.
x—0 2 z—0 T
=1
=1
(ii) Nach der Definition der allgemeinen Potenz gilt fiir alle x € R*:
1 log(1+22)
(1+ ;,;2)1og(z> — ¢ log(@
Es gilt:
—00
2 2z 2
. log(l +x ) I’Hospital . 1+z22 . 2x
lim ——————= = lim = lim =
T—00 ]0g(x> T—00 1 z=00 1 + 22
N T
—00 ~—~
#0 fiir z#£0

Folglich ist, wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion,

1 . log(l+12)
lm (1 + 2%) @@ = ™M= "o = ¢2.
T—00

(iii) Sei # > 0. Nach dem Mittelwertsatz, existiert ein &, € (v/z,vx + 1) mit
cos (V&) —cos (Vo +1) = —sin(&) (Vo — Vo +1).

Folglich gilt

IN

0 < Jeos (V&) —cos (Vi 1) NESrEa]

x—(x+1) < 1 2500
VIVl T 2y

‘(\f—\/w—kl) (Vo + vz +1)

0.

Nach dem Einschniirungssatz folgt

lim [cos (\/E) — cos (\/ﬁ)] =0.

T—00



(b) (i) Es gilt
f'(x) = —e " tan(z) + e (1 + tan?(z)),

sowie

f"(z) = e “tan(z) — e %(1 4+ tan®(z)) — e *(1 + tan®(z)) + 2e~ tan(z)(1 + tan?(z))
= ¢ " (3tan(z) — 2 — 2tan?(x) + 2tan3(x))

fiir alle x € (—g, %)
(ii) Das Taylor-Polynom T3 f von f um g ist gegeben durch
(T3 1)) = F(0) + f'(0) - =
fir alle x € (—g, g)
Nach dem Satz von Taylor existiert fiir jedes z € (=%, %) ein € € [min {0, 2}, max {0, z}]
mit

£(@) = (@) = 35(€) 2.

Mit der Monotonie des Tangens und der Exponentialfunktion folgt

1
F@) = (TNH@)] = 5 e (Btan(E) -2 = 2tan’(€) + 2tan’(©)) | ol
1 = 9 «
< ieZQtan (%) x> < §€Z x2
=:C
fiir alle x € [—%, ﬂ
Aufgabe 4:
(a) (i) Es gilt:
/ * (t)dt / * 1 () de TN [ (mé + / < X
arccos = - arccos = - arccos
0 o T T ‘ o V1I-1t?
v
2
_ V2T W_tz}z_ﬁm _ V2 _ T2 2-V2
2 4 0 2 4 2 8 2
(ii) Es gilt:
0 Part. Int 0 0 Part. Int 0 0
/ e tdt =T e, +/ 2t e Ldt =" e — 2] +2/ e”'dt
N~ - S~ -1 1
u v’ m V!
= €—2€—2[€_t]21:—6—2+2e:€—2

(iii) Es gilt

©* cos(log(t)) sin(log(t)) . a=log(t) [3 . _ [sin’(@)]® 1
/1 at /0 cos(x) sin(z)d [ ] =

t dt=tdx



(b) (i) Fiir alle t > 1 gilt
’cos(Qt)e*tg‘ <e ¥ <
Wegen

o . T _ 1 : r_ 1
/ e 'dt = lim [—6 :|1 = — — lim e = - < 00,
1 T—o0 e T—o0 e

konvergiert das uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium.
(ii) Fiir alle ¢t € (0,1] gilt
0<t*<t

Folglich ist
A—t2=t+t—1t2>0
——
>0
und deshalb

fir alle ¢ € (0, 1]. Wegen

1 1
1 1 )
“dt= 1 “dt = 1l 1 = lim —1 =
/Otdt A . tdt T11101+[0g(t)]T Jim og(T) = oo,

ist das uneigentliche Integral divergent nach dem Minorantenkriterium.
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