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HOHERE MATHEMATIK | FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AurcaBe 1 (3+3+4=10 PuNKTE)
a) Zeigen Sie per Induktion, dass fiir alle n > 6

n\"
n! < (—) .
2
(n+1)"

Hinweis: Benutzen Sie die aus der Vorlesung bekannte Abschatzung n" < —— VneN.

b) Untersuchen Sie, ob der folgende Grenzwert existiert und berechnen Sie ihn wenn méglich.

lim (\/nﬂ/z_\/n_\/z).

n—-oo

c) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe
i n(x+1)"
n=1 W

Fur welche x € R folgt daraus die Konvergenz der Reihe?
Hinweis: Schatzen Sie die Koeffizienten nach oben und unten ab. Sie mussen die Rand-
punkte nicht betrachten.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir beweisen die Aussage mit Hilfe einer Induktion.
Induktionsanfang (IA): Es gilt (n = 6)

6! =720<729 = 3°,

Induktionsschrit (IS): Die Behauptung gelte fir ein n € N mit n > 6 (Induktionsvoraussetzung
(IV)). Es folgt (n > n+1)

m+D)=mn+1)-n! < n+1- < n+l- =

(IvV) n \" Hinweis (n+ 1)” (n+ 1)”*1
( ) on+l on+l



b) Fir alle n € N gilt

(\/”+‘/E_\/”_\/ﬁ)(\/”+\/ﬁ+\/”_\/ﬁ) _ n+\n—(n—+n
Ve Vi N Vv N

_ 2V _ 2
Vit i+ n—+n \/1+\/Lﬁ+\/1—#

= fn - Vi =

n—00

Somit existiert der gesuchte Grenzwert und lautet 1.

c) Es handelt sich um eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt —1 und Koeffizienten

anzi VneN.

nt

n—o0 n n n n—o00
1%1: o < J < o = A —)1,
\/; /W\\/|an|\ I n

Nach dem Sandwichprinzip gilt somit auch +/|a,| — 1 fiir n — oo, womit der Konvergenzradius
der Potenzreihe durch den Kehrwert davon, also 1, gegeben ist. Dies bedeutet, dass die Reihe
auf (-2,0) auf jeden Fall konvergiert.

Es gilt

AUFGABE 2 (4+2+4=10 PUNKTE)
a) Die Funktion f : R — IR sei gegeben durch

2 1
x“arctan(-) ,x=0,
flx)= (%
0 ,x=0.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar auf R ist und berechnen Sie f’.

b) Zeigen Sie, dass
[log(x) —log(y)| < 2|x — | Vx,p € [1/2,00)

c) Geben Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems an.
v/(x) = sin(x)(y(x) + cos(x)),  p(0)=1L.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Auflerhalb der Null ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar und es
gilt mit Produkt- und Kettenregel

1 1 x?
'(x) = 2xarctan(x +x2-—-(——):2xarctanx - .
f) () 1+(Yx)? \ x? ) 1+x2
Fur die Differenzierbarkeit in 0 betrachten wir den Differenzenquotienten und sehen, dass fur
x=0 0
M = xarctan(x)
x-0



gilt. Wegen

e 0
|xarctan(x)| < 5 |x| 50

ist f in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.

Die Funktion g, definiert durch g(x) = log(x) fiir alle x € (0, o), ist differenzierbar mit g’(x) = )1—(

Nach dem Mittelwertsatz gilt fur x,p € [%,oo), dass
, 1
llog(x) ~log(y)l = Ig(x) —g @)l = Ig (SNl ~yl = 7 k-]
fur ein £ im Intervall zwischen x und y. Inbesondere liegt also auch ¢ in [%,oo), womit

<—=2

| =

W= | =

und somit die Behauptung folgt.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung. In der Notation von Satz 12.1 sei a : R — R mit x  sin(x) und b : R — R mit
x > sin(x)cos(x). Es gilt

A(x):= fx a(s)ds = Lx sin(s) ds = 1 — cos(x)

sowie

X
J e 4p(s) ds
Xo

x x
f Sin(s)ecos(s)—l - cos(s) PL [—COS(S)GCOS(S)_1]§:0 _ J sin(s)ecos(s)—l ds
0 0

= [(1 _COS(S))GCOS(S)_I];C:O =(1- Cos(x))ecos(x)—l

fur alle x € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist y : R — R mit
pd

Y(x) = ypet® 1 A J e A)p(s) ds = ! 75 4 (1 — cos(x))

X

fur alle x € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.

AUFGABE 3 (5+(3+2)=10 PuNKTE)

a) Sei die Funktion f : R — R gegeben durch
X
f(x)= J cos(t)e’ dt.
0

Berechnen Sie das Taylorpolynom T,(f,0) und zeigen Sie, dass
f ()= (To£,0)(x) < 202> Vx € (~o0,log(6)].

b) Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.



1 sin(x)

(i) lim (—) .
x—=0+\ X

(ii) lim X + cos(x)

X—00 X )

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar und nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung gilt
f’(x) = cos(x)e*

sowie
f”(x) = (cos(x) —sin(x))e”,

f"”(x) = —2sin(x)e*,

Per Definition ist das gesuchte Taylorpolynom gegeben durch
(Ta,0)(x) = F(0)+ /(0 + 5 f (1) =+ 342
Fur die Fehlerabschatzgung gilt nach Vorlesung
£00 = (Ta( £, 0001 = 5 1f (€]

fur & zwischen 0 und x. ist x € (—oo,l0g(6)], so gilt dies demnach insbesondere auch fur &.
Wir maximieren |f””’| tiber das Intervall (—oo,log(6)]. Der Sinus ist im Betrag durch Eins
beschrankt, die Exponentialfunktion ist monoton wachsend und deshalb durch elog(6) — ¢
beschrankt. Insgesamt folgt also

F7(E)l<2-1-6=12

und somit
£ () = (To(f, 0)(x)| = = - Ix®> = 2]
fur x € (—o0,log(6)].

b) (i) Fur x> 0 gilt per Definition

(l)sin(x) — esin(x)log(x‘l) — e—sin(x)log(x)
X

Da die Exponentialfunktion stetig ist, betrachten wir zunachst den Exponenten. Es gilt
mit der Regel von de L’'Hospital

1

) ) L log(x) vH . 3
xlg(rJl+ sin(x)log(x) = xllg)h (sin(x))"! o0 (sin(x))~2 cos(x)
sin?(x) vu . 2sin(x)cos(x)

= lim i =
x—0+ XCcos(x)  x—0+ cos(x)— xsin(x)



Somit folgt

Alternativ schreibe wir )
sin(x)

—sin(x)log(x) = — -xlog(x)

und mit dem bekannten Grenzwert des ersten Ausdrucks (-1) und

1 ’ X
lim xlog(x) = lim #(x) I im —5 =-limx=0
x—0 x—0 3 x—0 - x—0

und somit schlieflich dasselbe Ergebnis wie oben.

(ii) Es gilt

lim X + cos(x) ~ lim 14 cos(x).
X—00 X X—00
Wegen (x > 0)
‘cos(x)' < 1 x>0 0
X X
folgt lim,_,, %(X) = 0 und somit
i X + cos(x) _1
X—00 X

AUFrGABE 4 ((3+2)+5=10 PUNKTE)
a) (i) Berechnen Sie das Integral f4 (x + 1)(5e¢* —sin(2x)) dx.
0

1 x

(ii) Uberpriifen Sie, ob das uneigentliche Integral dx existiert.

2
x
Hinweis: Nutzen Sie die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion.

b) Die Matrizen A, € R¥3 (a € R) sowie die Vektoren b,c € R3 seien gegeben durch

-2 4 -1 1 1
0 1 17, b=|2], c=| 2 |.
1 -5

2 -6 «a
(i) Fur welche Werte von a ist A,x = b 16sbar? Geben Sie, wenn moglich, ein ay € R an,
sodass die Gleichung A, x = b eine Losung der Form x = (x, xo, Xo) besitzt.

(ii) Berechnen Sie die Losungsmenge der Gleichung A_;x =c.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Mit partieller Integration folgt

J4(x +1)(5e* —sin(2x)) dx = [(x+1)(5e* + L cos(2x))]§:0 - J4 5e* + L cos(2x) dx
0 2 0 2

1 n
= [x(5e* + 5 cos(2x)) + = cos(2x) — —sin(2x))];_,
_57’(6%_1_1 _57'(6%_3
4 4 2 4 4

Fur x > 0 gilt

da alle Summanden positiv sind. Somit gilt wegen der Monotonie des Integrals

1 x 1
-1 1 N
j ¢ dx J — dx = —log(¢) 2
& & x

Vv

X2
Somit existiert das uneigentliche Integral aus der Aufgabenstellung nicht.

b) Wir beginnen damit, die erweiterte Matrix (A,|b|c) so weit wie mdglich umzuformen, ohne
spezielle Werte fur a einzusetzen oder auszuschlieflen. Es gilt

-2 4 -1|1]1 -2 4 -1 ]1]1
1 1 (2| 2 ] -1 0 1 1 2| 2 2
1 + 0 -2 a-1]2|-4 ]+
-2 4 -1 |1

1
-1 0 1 1 2|2
0 0 a+11]6]|0

(i) Da ein Gleichungssystem genau dann losbar ist, wenn die Matrix und die erweiterte
Matrix denselben Rang haben, ist dies hier fur A,x = b genau fur @ # —1 der Fall. In



diesem Falle formen wir weiter um.

—2 4 -1 |1 . -2 4 0 |l+25 j |- (=)
0 1 1 |2 iT —[0 1 0]2-25 (-4)
0 0 a+l|6)] (-1) 0 0 1] &
7 15
1 0 02 @0
6
-0 1 0 2- -5
00 1] _6
a+l1

Der Vektor rechts ist nun die eindeutige Losung des Gleichungssystems. Soll dieser
drei gleiche Eintrage haben, muss insbesondere der zweite mit dem dritten Eintrag
tibereinstimmen, also

12
2- = s2=—9oa=>5.
a+l a+1 a+1

Setzen wir ay = 5 in den Vektor ein, sehen wir, dass sich tatsachlich der Vektor (1,1,1)
ergibt.

Mit der Umformung vom Beginn und a = —1 formen wir A_;x = c weiter um.

-2 4 -1]1 iT |- (-%) 10 3|2
0 1 1 |2 (~4) -0 1 1|2
0 0 0 |0 00 010

Mit dem (—1)-Trick bzw. dem Aufstellen der sich ergebenden Gleichungen erhalten wir
schlielich den Losungsraum von A_;x = ¢ mit

{

N NI

5
2
+t| 11, teIR}.
-1

o



