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LOSUNGSVORSCHLAG ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AurcaBe 1 (3+3+4=10 PuNKTE)
a) Zeigen Sie fur alle n € N mit n > 2

s L2 \_1ln+2
k(k+1)] 3 n °
k=2

b) Sei fur alle n e N

1
a, = cos(nn + —).
n
Bestimmen Sie liminf,_,. 4, und limsup,,_, . a,.

c) Bestimmen Sie alle diejenigen x € R, fiir welche

= QMM
Z n+1

n=0

konvergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt

ﬁl_L_l_i_E_l.ﬂ
» k(k+1)] 2.3 3 3 27

d.h., die Aussage ist erfullt.
Induktionsschluss: Die Aussage gelte fur beliebiges, aber festes n € IN. Dann gilt

s
1 k(k+1)

2 - 2 (v) (n+1)(n+2)-2 1n+2
(1_UHJﬂn+@)le_kM+1» T (m+1)(n+2) 3 n
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(n+1)(n+2) 3n  3n+1’

wie zu zeigen war.
Alternativ kann man zunachst die Faktoren wie folgt umformen:
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Damit erhalten wir
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wie zu zeigen war.

Nach dem Additionstheorem fiir den Cosinus gilt

a, = cos(nn+%) = COS(TlTC)COS(%) = (—l)ﬂcos(%)

1
n
beiden Haufungswerte von (a,),cn 1 und -1, wie man z.B. durch Betrachten gerader/ungerader
Folgeglieder einsehen kann. Nach der Charakterisierung des limsup bzw. liminf als grofiten
bzw. kleinsten Haufungswert ist folglich

tur alle n € IN. Da der Cosinus stetig in 0 ist, gilt COS( ) — 1, wenn n — co. Damit sind die

limsupa, =1,
n—-oo

liminfa, = -1.
n—-oo

Alternativ kann man direkt in gerade und ungerade Folgenindizes unterscheiden und die

2m-Periodizitat sowie die Stetigkeit des Cosinus (in 0 und 7t) verwenden.
Definiere zunachst a,, := 2—:1 fur alle n € IN. Es gilt

Vo)

1
limsup+/la,| = 2 - 2,
n—>oop " 2Q’n+1

wenn 1 — oo. Dabei haben wir verwendet, dass +/|p(n)] — 1, wenn n — oo, fiir ein Polynom p
gilt, welches nicht das Nullpolynom ist (siehe AurGaBe 15a)). Damit betrdgt der Konvergen-
zradius der Reihe ) 7 a,x" gerade % Das heifdt, dass ) ;> ,a,x" (absolut) konvergiert, wenn
|x| < %, und ) ;7 a,x" divergiert, wenn |x| > % Fir x = % gilt

Da (ﬁ)neﬂ\}, wie man leicht nachrechnen kann, eine monoton fallende Nullfolge ist, kon-

vergiert die letzte Reihe nach dem LemBNizkrITERIUM. Insgesamt konvergiert also ) ;> a,x"

genau dann, wenn x € [—%, %).



AUFGABE 2 ((3+2)+(4+1)=10 PUNKTE)

a) (i) Zeigen Sie fur alle x > 1
2x < ef < eF.

Hinweis: Betrachten Sie d(x):=e* — 2x.
(ii) Zeigen Sie, dass fiir alle x,y > 1

—x2

2
|e —e’ ' < |x -y

gilt.

b) (i) Sei
1 1

2—-x 1—-x

f R\ {2} >R x+—

gegeben. Zeigen Sie, dass die Potenzreihenentwicklung von f um 0 gegeben ist durch

f(x) = i[l—(%)nﬂ]x” Vx| < 1.
n=0

Hinweis: Schreiben Sie f als f(x) = 5% + % mit a,b € R oder verwenden Sie das
Cauchyprodukt.

(ii) Bestimmen Sie f(2910)(0), wobei f(")(x) die n-te Ableitung von f an der Stelle x
bezeichne.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Zunichst einmal sehen wir die hintere Ungleichung wie folgt ein: Fiir x > 1 ist x* > x.
Dann gilt wegen der Monotonie der Exponentialfunktion

e < eV
Wir betrachten nun d(x) := e* — 2x wie im Hinweis vorgegeben. Es gilt

0=4d(xg) =e"-2 o x5 = log(2).

Es gilt weiter d”’(x() = e* > 0. Damit ist d(xg) zundchst lokales und wegen der Offenheit
von R und Differenzierbarkeit von d auf IR gleichzeitig globales Minimum von ds ist

d(xg) = 2-(1-log(2)) = 2-(log(e) —log(2)) > 0
wegen der Monotonie des Logarithmus. Insbesondere gilt dann fiir alle x € R
e¥ = d(x)+2x > d(xp)+2x > 2x,

wie zu zeigen war.

Alternativ kann man auch verwenden, dass d(1) =e—2> 0 und d’(x) =e* -2 > 0 fur alle
x > 1 gelten. Daraus folgt ndamlich, dass d bei 1 positiv und danach streng wachsend ist,
das heifit, positiv bleibt. Daraus folgt wie oben e* > 2x fur alle x > 1.

lWiirde d kleinere Werte annehmen, miisste d’ noch weitere Nullstellen haben.



(ii)

Fur x = p ist die Aussage klar. Seien x >y > 1 und definiere f(t) := e*’ fiir alle t € R.
Nach dem MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG gibt es dann ein & € (p, x) mit

e e = f(0-() = SEOx-Y) = e x-p)

Wegen (i) gilt dann wegen £(>p) > 1

Damit erhalten wir schliefSlich

|e_x —-e™? | < |lx—y
Alternative 1: Wir schreiben
1 I () a N b a(l-x)+b(2-x) a+2b-x(a+b)
2-x 1-x  2-x 1-x  (2-x)(1-x)  (2-x)(1-x)

mit reellen Koeffizienten 4,b € R. Koeffizientenvergleich im Zahler liefert dan a+2b =1
und a+ b = 0. Dies ist gerade fiir b = 1 = —a erfullt. Wir erhalten also

—_

1
-X

—_
|

=

N

Die Potenzreihenentwicklung von 117 ist gerade die geometrische Reihe, wenn |x| < 1 ist.
Die PRE von zlfx erhalten wir wie folgt:

Fir |x| < 2 1asst sich dies wieder mithilfe der geometrischen Reihe in eine Potenzreihe
umschreiben:

Alternative 2: Die Potenzreihenentwicklungen fir |x| < 1 von ﬁ bzw. ﬁ haben wir oben
gesehen. Sei |x| < 1 und definiere a,, := 27""1x" und b, := x" fiir alle n € N. Dann erhalten

wir mithilfe des Cauchyprodukts aufgrund der absoluten Konvergenz von } ; ,a, bzw.

Y o by, gerade
g £
n=0 n=0

n=0



mit

wobei wir im vorletzten Schritt die geometrische Summenformel verwendet haben. Damit
ist die Aussage gezeigt.

(ii) Mithilfe von (i) erhalten wir wegen der Eigenschaft von Potenzreihen, dass diese gle-
ichzeitig die Taylorreihenentwicklung sind,

- (1 )n+1 f(n)(o)

2

fir alle n € N. Insbesondere gilt dann

£120190) = [1_(%)2017]-2016!.

AurGABE 3 ((2+3)+(3+2)=10 PuNkTE)

a) (i) Bestimmen Sie a € R derart, dass

fIR>R, x> —Sin(smz(\/zx)) ,falls x # 0
' a Jallsx =0

stetig ist.

(ii) Sei a die in (i) bestimmte Konstante. Bestimmen Sie alle diejenigen Stellen x € R, in
denen f differenzierbar ist.

b) Seien fiir alle xe Rund n € N

gu(x) = sin(%),
hu(x) := g(x).

(i) Zeigen Sie, dass (g,),en auf R nicht gleichmaf3ig konvergiert.
(ii) Zeigen Sie, dass (h,),en auf R gleichmafiig konvergiert.
& g 8 8

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Zundchst einmal ist f auflerhalb von 0 als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig.
Auflerdem gilt

sin(sinh(v2x)) B \/E_sin(sinh(\/fx)).sinh(\/zx) 2

X sinh(V2x) V2x

wenn x — 0, da



Damit ist f genau dann stetig, wenn a = V2 gewahlt wird.

(ii) Auflerhalb von 0 ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Des
Weiteren gilt fiir x = 0

flr)=fo) nEnbO29) (5 sin (sinh(V2x)) - V2x

x-0 X x?
~ sin (sinh(\/ix)) —sinh(V2x) N sinh(V2x) — V2x
B x2 x2
sin (sinh(\/zx)) —sinh(V2x) [sinh V2x 2 .
i (sinh(v2x))? '( Vax ) 2einh(v2)

sinh(x/zx)—\/zx. .
+ (\/53()3 2-V2x.

Nun gelten
g 2@ -y 1 sinh@)-y

y—0  p3 6 30 3
wie man z.B. durch die jeweiligen Potenzreihenentwicklungen einsehen kann. Zusatzlich
mit ih
sin
lim @)
y—0 Y

=1

wie oben gilt schlieSlich
Lo FX)-£(0)

x—0 x-0

= 0.

Das heifit gerade, dass f in 0 differenzierbar ist.
Alternativ kann man in (i) und (i7) mit der Regel von de I’"Hospital rechnen.

b) (i) Zunichst einmal konvergiert (g,,),en offensichtlich punktweise auf R gegen die Nullfunk-
tion. Wahlt man nun x,, := &, so gilt

80(x) =01 = Isin(3 )1 = 1 4 0,

wenn n — oco. Das bedeutet aber gerade, dass (g,),en nicht gleichmifig gegen die
Nullfunktion konvergiert.

(ii) Esist

) = () = +cos*)

fir alle x € R und n € IN. Offensichtlich konvergiert auch (h,,),cn punktweise gegen die
Nullfunktion. Auflerdem gilt fur alle x € R

lcos(f)

wenn n — co, unabhidngig von x. Das heifdt gerade, dass (h,,),cn gleichmafiig gegen die
Nullfunktion konvergiert.

<ion,
n




AUFGABE 4 (2+3+5=10 PUNKTE)
a) Untersuchen Sie

1
J tanh (log(x)) dx
0

auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

) -

Bestimmen Sie alle Tupel (a,b) € R?, fiir welche die Gleichung Ax = v eine Lésung besitzt
und geben Sie diese in Abhédngigkeit der Parameter 2 und b an.

b) Seien fiir a,b € R

¢) Bestimmen Sie die (maximale) Losung des Anfangswertproblems

y’(x) - 2y(x) = sin(x), (0) = 1.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Zunichst einmal gilt
[tanh(y)] < 1 VypelR

Da die konstante Einsfunktion auf [0,1] (Riemann-)integrierbar ist, konvergiert nach dem

1
MAJORANTENKRITERIUM FUR INTEGRALE fo tanh(log(x)) dx absolut.
Alternativ lasst sich das Integral uber den Betrag des Integranden auch explizit berechnen,
indem man

2
x“ -1
tanh(l = <0 Vxe(0,1
anh(log(x)) = *5— xe(01]
verwendet. Insbesondere gilt
2 2
x“-1 1-x
= Vx e 0,1 .
x2+1 2+l (0.1]

Alternativ genugt es jedoch

1 x2-1

x2+1

x2-1

x2+1

1
X__J
0

' auf [0, 1] stetig und damit (Riemann-

1 1
J |tanh(log(x))| dx = lin(q)J |tanh(log(x))| dx = lim
0 4=V g

a—0 a

-1
+1

2
zu berechnen und dann zu verwenden, dass x — ;

)Jintegrierbar ist.

b) Wir bringen die erweiterte Matrix (Alv) auf Zeilennormalform:

1 a |3 -(=b) 1 a 3
— .
b 2 |4 :l+ 0 2-ab |4-3b

Flir ab # 2 lautet der Losungsvektor




Im Falle ab = 2 ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn 4 — 3b = 0 gilt. Das ist genau

dann der Fall, wenn b = % und a = % = 3 gelten. In diesem Fall ist das Gleichungssystem nicht

eindeutig losbar. Alle Losungen sind dann durch
3
‘- (3 - 7t)
t

Mit der Notation aus der Vorlesung bestimmen wir zunachst

A(x) := an(s) ds = sz ds = 2x,

wobei a(s) := 2 und x( := 0 in unserem Fall sind. AuSerdem gilt

mit ¢ € R gegeben.

X X *
j e 40)p(s) ds = J- e >Ssin(s) ds P —e_25cos(s)|g—2j e > cos(s) ds
Xo

0 0

I x
Fo 2 cos(x)+1—2e7% sin(s)r(; - 4J- e > sin(s) ds
0

X
=1-e "> cos(x) — 2e ¥ sin(x) — 4J e >Ssin(s) ds
0

mit b(s) := sin(s). Damit erhalten wir

L: e p(s) ds = J: e 2sin(s) ds = %[1 —e 2 (cos(x) + 2sin(x))]

Mit der Formel der Variation der Konstanten erhalten wir daher als (maximale) Losung des
gegebenen Anfangswertproblems

X
D(x) := eA(x)y(O) +eA(x)j e AB)p(s) ds = ¥ + l(ezx —cos(x) — 2sin(x)) YxeRR.
X0

)]

Alternativ kann man zunichst als homogene Losung yy,(x) := ce?* bestimmen und als inhomo-
gene Losung
Yp(x) := acos(x) + bsin(x)

ansetzen. Durch Einsetzen von y, in die Differentialgleichung und mithilfe von Koeffizienten-
vergleich von sin und cos, erhélt man soa = —% und b = —%. Durch Einsetzen des Anfangswertes
in @ := y;, +y, erhalten wir ebenso die obige Losung.



