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Aufgabe 1:

(a) (i) Kurze Rechnung liefert

z2 = −i, z3 = −1, z4 = i, = 1, z5 = −i.

Folglich gilt

z = (z2 + z3)
−1 = − 1

i + 1
= − 1− i

(1 + i)(1− i)
=

i− 1

2

und somit Re(z) = −1
2 , Im(z) = 1

2 und |z| = 1√
2
.

(ii) Die Rechnung im letzten Aufgabenteil lässt die Vermutung

zn = (−i)n−1 ∀n ∈ N0

zu. Diese wird durch vollständige Induktion wie folgt bewiesen.

• IA (n = 0 und n = 1): Es gilt z0 = i = 1
(−i) , sowie z1 = 1 = (−i)0.

• IS (0, . . . , n + 1  n + 2): Sei n ∈ N0. Für alle k ∈ {0, . . . , n+ 1} gelte die IV
zk = (−i)k−1. Dann gilt für n+ 2

zn+2 = −zn + izn+1

2

(IV)
= −(−i)n−1 + i · (−i)n

2
= −(−i)n−1 = (−i)n+1.

�

(b) Setzte y =
(
x−1
2

)2
. Dann gilt

∞∑
n=1

1

n4n
(x− 1)2n =

∞∑
n=1

1

n

[(
x− 1

2

)2
]n

=

∞∑
n=1

1

n
yn.

Die Formel von Cauchy-Hadamard liefert

1

R
= lim sup

n→∞
n

√∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ =

1

limn→∞ n
√
n

= 1

für den Konvergenzradius R der Potenzreihe in y. Folglich ist die Potenzreihe (absolut)

konvergent für alle y =
(
x−1
2

)2 ∈ (−1, 1) und divergent für alle y ∈ R \ [−1, 1].

Im rechten Randpunkt y = 1 ist die Potenzreihe als harmonische Reihe divergent.

Wegen y ≥ 0 ist die Potenzreihe also genau für

y =

(
x− 1

2

)2

∈ [0, 1)⇔ x ∈ (−1, 3)

konvergent.
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Aufgabe 2:

(a) Für jedes x ∈ R ist wegen der Stetigkeit des Cosinuses

lim
n→∞

cos

(
x+

1

n

)
= cos

(
x+ lim

n→∞

1

n

)
= cos(x) =: f(x).

Also gilt fn → f punktweise auf R. Ferner gilt für jedes n ∈ N und jedes x ∈ R

|fn(x)− f(x)| =

∣∣∣∣cos

(
x+

1

n

)
− cos(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos(x) cos

(
1

n

)
− sin(x) sin

(
1

n

)
− cos(x)

∣∣∣∣
≤ |cos(x)| ·

∣∣∣∣cos

(
1

n

)
− 1

∣∣∣∣+ |sin(x)| ·
∣∣∣∣sin( 1

n

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣cos

(
1

n

)
− 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin( 1

n

)∣∣∣∣ =: αn.

Wegen der Stetigkeit des Cosinuses und des Sinuses gilt limn→∞ αn = 0. Folglich konvergiert
(fn) sogar gleichmäßig gegen f .

(b) Setzte vorbereitend h(x) = sin(x)− x für jedes x ∈ R. Gesucht ist offenbar die Nullstellen-
menge N von h. Da

sin(x) = x⇒ |x| = |sin(x)| ≤ 1

für jedes x ∈ R, gilt N ⊆ [−1, 1].

Offensichtlich ist 0 ∈ N . Angenommen, es gäbe ein weiteres x1 ∈ N \ {0}. Nach dem
Mittelwertsatz existierte dann ein ξ echt zwischen 0 und x1 (insbesondere 0 < |ξ| < 1) mit

0 = h(x1)− h(0) = h′(ξ)(x1 − 0) = (cos(ξ)− 1)x1.

Da x1 6= 0, müsste cos(ξ) = 1 bzw. ξ ∈ 2πZ gelten. Dies ist ein Widerspruch, da

2πZ ∩ (−1, 1) = {0}

und ξ 6= 0. Also ist tatsächlich N = {0}.

(c) Nach der letzten Teilaufgabe ist 0 die einzige Nullstelle von sin(x) − x. Folglich ist ga für
jedes a ∈ R als Komposition stetiger Funktionen auf R \ {0} stetig.

In 0 gilt nach der Regel von l’Hospital

lim
x→0

ga(x) = lim
x→0

x4

sin(x)− x
l’Hospital

= lim
x→0

4x3

cos(x)− 1

l’Hospital
= − lim

x→0

12x2

sin(x)

l’Hospital
= − lim

x→0

24x

cos(x)
= 0.

Also ist ga genau für a = 0 stetig (in 0).

Nach der Quotientenregel ist ga auf R \{0} differenzierbar, da dort sin(x)−x 6= 0. In 0 gilt
nach der Regel von l’Hospital

lim
h→0

g0(h)− g0(0)

h
= lim

h→0

h3

sin(h)− h
l’Hospital

= lim
h→0

3h2

cos(h)− 1

l’Hospital
= − lim

h→0

6h

sin(h)

l’Hospital
= − lim

h→0

6

cos(h)
= −6.

Also ist g0 (in 0) sogar differenzierbar.
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Aufgabe 3:

(a) (i) Substitution s =
√
t, ds = 1

2
√
t

dt liefert∫ 16

4

1√
t
(
1−
√
t
) dt = 2

∫ 4

2

1

1− s
ds = −2 [ln(s− 1)]4s=2 = −2 ln(3).

(ii) Es gilt (Phönix-aus-der-Asche-TrickTM)∫
e−t︸︷︷︸
f ′

cos(2t)︸ ︷︷ ︸
g

dt
Part. Int.

= −e−t cos(2t)− 2

∫
e−t︸︷︷︸
f ′

sin(2t)︸ ︷︷ ︸
g

dt

Part. Int.
= −e−t cos(2t) + 2e−t sin(2t)− 4

∫
e−t cos(2t) dt.

⇒
∫
e−t cos(2t) dt =

1

5
e−t (2 sin(2t)− cos(2t)) .

und folglich ∫ π

0
e−t cos(2t) dt =

1− e−π

5
.

(b) Sei α > 0. Es gilt

lim
t→∞

ln(t)

tα
l’Hospital

= lim
t→∞

1
t

αt(α−1)
= lim

t→∞

1

αtα
= 0.

Deshalb gibt es ein C > 1 derart, dass
∣∣∣ ln(t)tα

∣∣∣ ≤ 1 für alle t > C ausfällt. Da das Intervall

[1, C] kompakt ist, gibt es ein C̃ > 0 derart, dass
∣∣∣ ln(t)tα

∣∣∣ ≤ C̃ für alle t ∈ [1, C] ausfällt.

Damit folgt, dass ∣∣∣∣ ln(t)

tα

∣∣∣∣ ≤ C̃ + 1

für alle t ∈ [1,∞) gilt, also die Gültigkeit der Aussage im Hinweis.

Insbesondere (α = 1
2) existiert ein C > 0 so, dass für jedes t ≥ 1∣∣∣∣sin(t) ln(t)

t2

∣∣∣∣ ≤ ln(t)

t2
≤ ln(t)

t
1
2

1

t
3
2

≤ C 1

t
3
2

gilt. Ferner gilt ∫ ∞
1

1

t
3
2

dt = −2 lim
b→∞

[
1

t
1
2

]b
t=1

= 2 <∞.

Folglich konvergiert das uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium (absolut).

(c) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veränderlichen. Folglich

dy

dx
= e−y(x) sin(x)

 ey dy = sin(x) dx

 
∫ y(x)

y(0)
eξ dξ =

∫ x

0
sin(η) dη

⇒
[
eξ
]y(x)
ξ=y(0)

= − [cos(η)]xη=0

⇒ ey(x) − 1 = 1− cos(x)

⇒ y(x) = ln (2− cos(x)) .
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Aufgabe 4:

(a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung. Das charakteristische Polynom lautet

p(λ) = λ2 + λ− 2

und hat die Nullstellen λ1 = −1
2 −

√
1
4 + 2 = −2, λ2 = 1. Damit hat die allgemeine Lösung

der homogenen Differentialgleichung die Gestalt

yh(x) = C1e
−2x + C2e

x ∀x ∈ R,

wobei C1, C2 ∈ R freie Konstanten sind.

Da −1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet der Ansatz von der Form
der rechten Seite für eine partikuläre Lösung yp der inhomogenen Differentialgleichung

yp(x) = Ce−x ∀x ∈ R,

mit der zu bestimmenden Konstanten C ∈ R. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

Ce−x − Ce−x − 2Ce−x = e−x ∀x ∈ R

⇒ C = −1

2
.

Damit ist

y(x) = yp(x) + yh(x) = −1

2
e−x + C1e

−2x + C2e
x ∀x ∈ R

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung mit der Ableitung

y′(x) =
1

2
e−x − 2C1e

−2x + C2e
x ∀x ∈ R

und freien Konstanten C1, C2 ∈ R. Einsetzen der Anfangsbedingungen führt auf

y(0) = −1

2
+ C1 + C2 = 0, y′(0) =

1

2
− 2C1 + C2 = 0⇒ C1 =

1

3
, C2 =

1

6
.

Also ist

y(x) = yp(x) + yh(x) = −1

2
e−x +

1

3
e−2x +

1

6
ex ∀x ∈ R

die Lösung des gegebenen Anfangswertproblems.

(b) Bringe zunächst die erweiterte Matrix (A|~b) durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform2 1 2 5
3 1 4 2
2 1 α2 + 1 α+ 4

 ←−
·(−1)
+

←−−−−−−

·(−1)

+

←−
←− ∼

1 0 2 −3
2 1 2 5
0 0 α2 − 1 α− 1

 ←−
·(−2)
+

∼

1 0 2 −3
0 1 −2 11
0 0 α2 − 1 α− 1

 .

• |α| 6= 1: In diesem Fall ist die Zeilennormalform durch1 0 2 −3
0 1 −2 11
0 0 α2 − 1 α− 1


| 1
α2−1

←−−−−−
·2

+

←−−−−−−−−

·(−2)

+

∼

1 0 0 −3− 2
α+1

0 1 0 11 + 2
α+1

0 0 1 1
α+1


gegeben. Man liest ab, dass das Gleichungssystem A~x = ~b eindeutig lösbar ist mit

~x =

−3− 2
α+1

11 + 2
α+1

1
α+1

 .
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• α = 1: In diesem Fall ist die Zeilennormalform durch1 0 2 −3
0 1 −2 11
0 0 0 0


gegeben. Mit dem (−1)-Ergänzungstrick liest man

Kern(A) = span


 2
−2
−1


ab. Weiteres Ablesen liefert eine partikuläre Lösung

~x0 =

−3
11
0


des Gleichungssystems A~x = ~b. Allgemeine Lösung lautet demnach

~x =

−3
11
0

+ λ

 2
−2
−1


mit freiem Parameter λ ∈ R.

• α = −1: In diesem Fall ist die Zeilennormalform durch1 0 2 −3
0 1 −2 11
0 0 0 −2


gegeben. Man liest ab, dass das Gleichungssystem A~x = ~b keine Lösungen hat.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm1phys2016w/
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