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Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlag zur Modulpriifung

Aufgabe 1 ((7 + 7) + 6 = 20 Punkte).

(a) (i) Die Folge (a,),en sei fiir alle n € N definiert durch
n
2
a, = g(l + E)
=1
Zeigen Sie, dass a,, = (n + 1)(n + 2)/2 fiir alle n € N.
(ii) Die Glieder der Folge (b,,),en seien fiir alle n € N definiert als

b, = 2(-D"(n+D) _ (=D

Zeigen Sie, dass b,, - oo und b,,,_; —» —oo fiirn — .

(b) Fiir welche z € C konvergiert die Reihe

o

1
Z n+ nzzn?

n=1

Lasungsvorschlag.

(a) (i) Wir zeigen die Gleichheit mit vollstindiger Induktion. Fiir den Induktionsanfang
sehen wir durch Einsetzen, dass

! 2 (1+1)(1+2)
=TT(1+2)=1+2=3=-""2-"2
%1 g( k) 2

Es gelte nun also die Induktionsvoraussetzung

_(n+1D)(n+2)
" 2
fiir ein beliebiges, aber festes n € N. Dann gilt nach Definition und mithilfe der
Induktionsvoraussetzung

n+1

2
pyr = H(1 + E)
k=1
n

(e 2 I0+2)
N
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_n+1+4+2(n+1)(n+2)
T on+1 2
_(n+2)(n+3)
=—"

Damit ist die Gleichheit bewiesen.

(i) Da (—1)" =1 fiir gerade n € N und (—1)" = —1 fiir ungerade n € N, folgt

b, = (D) _ 5(-1)"n _ 2+l 2" fiir n € N gerade und
" 2-(n+1) _ o1 fiir n € N ungerade.

Da 2",2"*1 — oo und 2-("+D, 27" _ 0 fiir n — o0, geht die obere Teilfolge fiir
n — oo gegen oo und die untere Teilfolge gegen —oo.

(b) Wir zeigen, dass die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z| < 1 konvergiert und sonst
divergiert.

Es sei ¢, == (n + n?)~! fiir n € N. Wir berechnen mit dem Quotientenkriterium

Cny1 _ n+n?
¢, n+1+(m+1)2
n+ n?
n+l+n2+2n+1
n+ n?

n’+3n+2
1/n+1

1+3/n+2/n?

-1

fiir n — oo. Somit ist der Konvergenzradius der Potenzreihe 1, also konvergiert die
Potenzreihe fiir alle z € C mit |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.

Fiir |z| = 1 berechnen wir

’ ! z" = 1 _1
n+n2” | n+n? = n?
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Potenzreihe also fiir |z| = 1. O

Aufgabe 2 ((5+ 5) + (5 + 5) = 20 Punkte).
(a) Esseienfiirallen € N

1
1+ nx

i (0,1) >R, x+— und

g,:(0,1) >R, x+— Tr e
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(i) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,),en flir n — oo auf (0,1) punktweise
gegen eine Funktion f : (0,1) — (0, 1) konvergiert. Bestimmen Sie f.

(ii) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,,),en fiir n — oo auf (0, 1) nicht gleichmd-
JBig gegen f aus Teil (i) konvergiert.

(iii) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (g,,),en flir n — oo auf (0, 1) punktweise
gegen eine Funktion g : (0,1) — (0, 1) konvergiert. Bestimmen Sie g.

(iv) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (g,),en flir n —» oo auf (0, 1) gleichmdfSig
gegen g aus Teil (iii) konvergiert.

(b) Essei x € R. Bestimmen Sie, sofern existent, die folgenden Grenzwerte.

< ..oe*-1
O
1 13
o B |
(@) fﬁ( -3 (-3t 4))

Lésungsvorschlag.
(a) (i) Wirsetzen f: (0,1) - (0,1), x — 0. Sei x, € (0,1). Dann gilt

1
1+ nxg

Ju(xo) =

fiir n — 0. Das zeigt punktweise Konvergenz der Funktionenfolge gegen f.

(ii) Wir setzen x,, := 1/n. Dann gilt fiir allen € N

1 |_1
1+n/n

i) = Fea)] = | ==

Somit konvergiert die Funktionenfolge nicht gleichmifiig gegen f.
(iii) Wirsetzeng: (0,1) — (0,1), x — 0. Sei xy € (0,1). Dann gilt

Xo
1+ nxg

gn(xo) =

fiir n — 0. Das zeigt punktweise Konvergenz der Funktionenfolge gegen g.

(iv) Seie > 0. Dann gilt fiir alle n > 1/e — 1 und alle x € (0, 1)

X X 1
Ign(x)—g(x)|—|1+nx{ﬁ Xtnx 1+n %

Somit konvergiert die Funktionenfolge gleichmifig gegen g.
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(b) (i) Zunichst gilt
ef—1  e*—1
2Xx —1  exlog2 —1°
Es seien f(x) = e* — 1 und g(x) = e*'°8? — 1, Dann gilt f'(x) = e* und g'(x) =

log(2)e*18), Zudem gilt g'(x) # 0 fiir alle x € R. Weiter gilt f(x) — 0 und
g(x) — 0 fiir x — 0. Es gilt

' x
lim ;') = lim ¢ = 1
x—0 g’(x) x—0 ]og(Z)eXIOg(Z) lOg(Z)

und somit nach der Regel von I’'Hospital

0 1
D AR o)

(ii) Wir berechnen

( 1 13 )_ 1 (1_ 13)
x2—-3 (x2=-3)(x*+4) x2 -3 x4+ 4
1 x*+4-13
x2—3 x4+4

1 x*-9
xX2—-3x4+4

1 (x*=3)(x*+3)
x2-3 x4 +4
x> +3

x4+ 4

_)\/§2+3
V3 +4
6

T 13

fiir x > /3, da (x? + 3)(x* + 4)~! in /3 stetig ist. O
Aufgabe 3 ((6 + 6) + 8 = 20 Punkte).

(a) Berechnen Sie, sofern existent, die folgenden uneigentlichen Integrale.

(i) f oo(sin(x))3 cos(x) dx.

0
(ii) f xe *dx.
0
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(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

fiRR x sinh(x?) — x? cosh(x), x>0,
TR-oR, x—
0, x<0

differenzierbar mit stetiger Ableitung ist, das heifit, dass f € C'(R).
Losungsvorschlag.

(a) (i) Seia > 0. Wir setzen y(x) = sin(x). Dann gilt y'(x) = cos(x) und somit mit der
Substitutionsregel

a sin(a)
/ (sin(x))? cos(x) dx = f y3dy
0 0

_ I:ly4:|51n(a)
47 ly-o

1. 4

= Z(sm(a)) .

Da sin(a) fiir a — oo nicht konvergiert, existiert das uneigentliche Integral nicht.

(ii) Sei a > 0. Wir berechnen mit partieller Integration

Nach Ubungsaufgabe 3 (a) von Ubungsblatt 9 konvergiert der erste Summand fiir
a — oo gegen 0. Ebenso konvergiert der zweite Summand fiir a — oo gegen 0,
sodass das uneigentliche Integral existiert und gleich 1 ist.

(b) Zunichst ist klar, dass die Einschrinkung von f auf R, und auf R_ jeweils als Kom-
position von C!-Funktionen in C1(R,) und C}(R_) liegt mit

f(x) = sinh(x?) 4 2x? cosh(x?) — 2x cosh(x) — x* sinh(x)

fiir x > Ound f'(x) = 0 fiir x < 0.

Wir zeigen nun die Differenzierbarkeit von f in 0. Hierzu betrachten wir den Differen-
zenquotienten von f in 0 und erhalten zum einen

f) = £(0) _0-0

X X

-0
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fiir x - 0~ und zum anderen

f(x)— f(0) _ xsinh(x?) — x%cosh(x) — 0
X N X

= sinh(x?) — x cosh(x) - 0

fiir x —» 0%. Somit ist f in 0 differenzierbar mit f'(0) = 0.
Um die Stetigkeit der Ableitung zu sehen, bemerken wir, dass
f'(x) = sinh(x?) + 2x? cosh(x?) — 2x cosh(x) — x* sinh(x) - 0
fiir x — 0% und f'(x) — O fiirx - 0~.
Somit ist

sinh(x?) + 2x? cosh(x?) — 2x cosh(x) — x?sinh(x), x> 0,
R->R, x—
0, x<0
die stetige Ableitung von f und f somit stetig differenzierbar. O
Aufgabe 4 (10 + 10 = 20 Punkte).

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem

Y"(x) —4y'(x) + 4y(x) = cos(x)
y(0)=1
y'(©0)=0

fiir alle x € R.

(b) Bestimmen Sie durch Matrixumformungen die Losung x € R> des Gleichungssystems

Ax = b fiir
1 2 1 2
A=|0 1 —-1] und b= 2
1 -2 9 -2
Lésungsvorschlag.

(a) Eshandelt sich bei der Differentialgleichung um eine inhomogene lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung.

Wir berechnen zundchst die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung.
Das zugehorige charakteristische Polynom lautet

pA) =2 —41+4=1-2)>"
Dessen Nullstellen sind 4; = 4, = 2. Somit setzen wir

@,(x):=e?* und @,(x) = xe>*.
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet also
Dp(x) = ;D1(x) + ¢, P,(X) = ;6% + ¢ xe®*

fiir noch zu bestimmende ¢, ¢, € R.

Es gilt in der Notation der Vorlesung, dassa = 0und § = 1. Daa +if = iund p(i) # 0,
gilt v = 0. Um eine partikulidre Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu
finden, wihlen wir also den Ansatz

@ (x) = x%9%(d; cos(x) + d, sin(x)) = d; cos(x) + d, sin(x).
Es gilt

@p(x) = —d,; sin(x) + d, cos(x)
und
Dp(x) = —d; cos(x) — d, sin(x).

Somit muss fiir alle x € R

Dp(x) — 2@p(x) + 2@,(x) = cos(x)
< (—d; —4d, + 4d;) cos(x) + (—d, + 4d; + 4d,) sin(x) = cos(x)
gelten. Dies ist genau dann der Fall, wenn
_dl _4d2 +4d1 = 1

und
—d2 + 4d1 + 4d2 = 0,

alsod; = 3/25und d, = —4/25.

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet also

3 4
D(x) = Dp(x) + Pp(x) = c1** + cxe®™ + 5 cos(x) — 7 sin(x).

Um die Konstanten ¢; und c, zu bestimmen, differenzieren wir @, erhalten

3 4
D' (x) = 2¢c1€** + ¥ + 2c,xe?* — 7 sin(x) — 35 cos(x)

und berechnen

3
1= = + —
(0) < 25
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= ¢ = 22
1725
und
4 8
= ¢/ =2 —_— = —
0 (0) =2c; + ¢, >3 02+5
= = 38
2 = 5 *
Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben als
22, 8 .. 3 4
D(x) = 55¢ Sxe + >3 cos(x) 75 sin(x).

(b) Wir formen die erweiterte Matrix (A|b) durch die folgenden Schritte in Zeilenstufen-

form um:
1 2 1 2 (-1 1 2 1 2
0o 1 -1 2 j ~10 1 =1} 2
1 -2 9 | -2 + 0 —4 8 |—4] |-1/4
1 2 1 2 1 2 1 |2 +
~10 1 -=-1| 2 ~10 1 -1|2 +
0 -1 2 |-1 ]+ 0 0 1 |1 j (-1
1 2 0|1 j+ 1 0 0|-5
~10 1 0|3 (-2 ~10 1 0| 3
0 0 1|1 0 0 1|1
Somit ist die Losung des Gleichungssystems gegeben durch x = (-5, 3, 1). O



