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Aufgabe 1

a)

b)

Fiir jedes n € N gilt
n'/? 41 1+n~1/2

n (2n1/4 4 4nl/8)2 (24 4n—1/8)2"

Wegen limy,_oon /2 = 0 und lim, oo n /8 = 0 ist (an)nen fir n — oo konvergent mit
140 1

Grenzwert limy, o0 ap = o = 1

Wegen

341 1 V1
£ 2 L VD
10 100 ~ 100 10

ist die geometrische Reihe > 0% (2t)™ absolut konvergent. Folglich ist auch Y o7 | (2E)m

absolut konvergent und der Reihenwert betragt

L /3+i\" = [/3+i\" 1 10 70 + 10i 20+10i 2 i
= —1=———-1= —-1= —-1= = FTE-
;(10> %(10) 1— 3t 7T—i 72412 50 575

Also ist Re(zOO (31—%’)”) = % und Im(Zle(?’l—Jgi)”) = %

n=1
Fiir x > 0 gilt
f(x) =22 sin(e% —In(z)) .
Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f auf (0,00) differenzierbar und fiir die
Ableitung ergibt sich
f(z) =2z sin(e% - ln(x4)) + 22 cos(e% - ln(x4)) : (e% (=) — & 42t
=2z sin(e% —In(z*)) — (ei + 4z) - cos(e% —In(zh)), x>0.
Fiir x < 0 gilt
1
f(z) =2? sin(e” = — 1n(x4)) .

Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f auf (—oo,0) differenzierbar und fiir die
Ableitung ergibt sich

f'(z) =2z sin(e_% - 1n(m4)) + 22 cos(e_% —In(z%)) - (e_% . %4 . 4:63)
v , xz<0.

=2z sin(e*% —In(z")) + (67% —47) - cos(e” = — In(z?))

AuBlerdem gilt
f(l‘) — f(O) o] — 11’1(564)) 0

lim = lim z Sin(e\* =
z—0 X x—0

1

weil [sin(el=l — In(x*))| < 1 fiir alle z # 0 ist. Damit ist f in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.



Aufgabe 2

a)

b)

Wegen
5 <4+ 5" <5+ 5" =2-5"

gilt fiir alle n € N

5= < YA FEn < V250 = V2.5,
Aufgrund von lim,, s V2=1 folgt lim,_, o, /4™ 4+ 5™ = 5. Hiermit ergibt sich

3n ) V/3n 3

n

nh—>nolo An £ 51 nh—{go oan F5n 5

Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y ° 4n3+5n x™ betrégt somit 5/3. Deshalb ist diese
Potenzreihe fiir alle x € R mit |z| < 5/3 konvergent und fiir alle z € R mit |z| > 5/3
divergent. Zu untersuchen verbleibt der Fall |z| = 5/3, also x = 5/3 oder z = —5/3:

Fiir z = 5/3 gilt

e}

3"
Diese Reihe divergiert wegen 4n5+5n = (4/5§n+1 i EH% =1#0.

Fiir x = —5/3 ist die Reihe

S = (5"

=B (—m
= anysr — ([d/5)n+1

divergent, weil (b,,)pen mit by, keine Nullfolge ist.

Fazit: Die Potenzreihe Y 47&571 x" konvergiert genau fiir x € R mit |z| < 5/3.

Da fiir jedes n € N und jedes z € R

a"t? — ‘ ’2 . ’x‘n ’ ‘2 . ’x|n
(n+2)n! (n+2)n! = n!
gilt, ist |z]?- 3000, ‘fl# = |z|?(el*l 1) eine konvergente Majorante von Y00 % Folglich

ist > 07, (;:7;)2”, fiir jedes = € R (absolut) konvergent.

Setzt man f: R — R, f(z) => ", m’j:i;;m, dann ist f auf R differenzierbar und fiir jedes
x € R gilt
o et

Z —fﬂzn. (e —1).

n=
Definiert man g: R — R durch g(z) = (z — 1)e® — 222 + 1, so ist g auf R differenzierbar mit
gdx)=e"+(z—1)e" —x =2e" — 1, zeR.

Also gilt f'(z) = ¢'(x) fiir alle z € R. Demzufolge existiert ein ¢ € R mit f(z) = g(z) + ¢ fiir
alle z € R. Wegen f(0) = 0 und g(0) = 0 ergibt sich ¢ = 0. Damit ist die behauptete Identitéit

o0 TL

L s N,
Z CEE = (z—1)e" — 5% +1 fiir alle x € R

n 1

bewiesen.



Aufgabe 3

a) Die Substitution u = €*, dx = %“ fithrt auf

J

In2 2¢% + 1

2 2 2
2u+1 du 2u +1 2u 1
= dr = = du = ( )d
@ e /lu—l—ulu /1u2—|—1 " /1 u2—|—1+u2—|—1 “

= [ln(u2 + 1) + arctan(u) ]j = In(5) + arctan(2) — (In(2) + arctan(1))
= In(5/2) + arctan(2) — 7 /4.

b) Fiir jedes x > €? gilt wegen Inz > 2

Hiermit ergibt sich fiir jedes x > e

l1—-Inzx < -1.

2

—xem| — e—;tln;t T _ ez(l—lnx) <e ®,

| e

2 2

Da das uneigentliche Integral feof e Tdr = limrﬂoo[—e*x}zz =lim, (- " +e ) =¢e"°
konvergiert, ist

oo
z %" dx
62

nach dem Majorantenkriterium konvergent.

c) i)

iii)

Fiir alle n € N gilt f,,(0) = 0, also ist lim,,—, frn(0) = 0.
Sei nun z € (0, 2]. Fiir jedes n € N gilt

n’x n’x n’x 2 1
= o = S S T T 5w
k=0 k! 2
Demzufolge ist
lim f,(x)=0.
n—oo

Also konvergiert (fy)nen auf [0,2] punktweise gegen die Nullfunktion.

Fiir jedes n € N liefert die Substitution u = n?z?, du = 2nz dx

2 2 4n? —u 2 —4n?
1 4 1—
/0 fn(x)dx:/o n2x6_”2x2dw:2/0 e‘“du:[—%]on :%.

Die Funktionenfolge ( f,,)nen konvergiert auf [0, 2] nicht gleichméfig gegen die Nullfunk-
tion, denn es gilt

2 ii) e | 2 2
lim fa(z)de = lim ——— = - #0= / Odx = / lim f,(x)dz.
=00 2 0 0

n—oo Jq 2 n—0o0

Wire namlich die Funktionenfolge (f,)nen auf [0, 2] gleichméfig konvergent, so miisste
lim,, o0 f02 fo(z)dz = f02 limy, oo fn(z) dz gelten.

Alternative Begriindung: Fiir n € N definiere x,, = % Dann ist z,, € [0,2] und es gilt
2 1 1 n n—oo
falzn) =n"—e" = = —— 00 #0.
n e



Aufgabe 4

a) Mittels Zeilenumformungen bringt man A € C3** auf Zeilennormalform (die Zeilen werden
dabei jeweils mit Z;, Z und Z3 bezeichnet):

i 1 2 0 1 i -2 0
A=|-2 —2i 5 14| 222201 20 —2i 5 1+
i =1 2 4 S 0 0 242 4i

1 -2 0

L2 Ly g 1 144

ZsZ— (2420)Z 1 ¢ 0 242
T o o001 14
amavzo \g 0 0 0
Man kann nun den (—1)-Ergénzungstrick verwenden, um eine Basis von Kern A abzulesen:
i 2+ 2
-1 0
{ 0|’ 144 b
0 -1
Aus der Dimensionsformel dim Bild A + dim Kern A = 4 folgt dim Bild A = 2. Da die zwei
Vektoren
—i 0
Aer=|-2), Aexs=[1+14
1 49

linear unabhéngig sind und beide in Bild A liegen, ist {Ae;, Aes} eine Basis von Bild A.
b) Seib € R und

11 0
My=| 0 b bb+1)]| e R3S,
b—1 b b

i) Fiir b = 0 ist My nicht regulér, weil in diesem Fall die zweite Zeile von M eine Nullzeile
ist. Fiir b # 0 ergibt sich:

11 0 [too\ . /11 0] 1 0 0
0 b obb+1) 0 10 | BEEHEDER A G gy 0 16 0
b—1 b b 001 Z2=y 22 01 b |[1-b 0 1

11 0 1 0 0
L2 g 1 b4+1| 0 1/b 0
00 1

1 |1-b —1/b
e, (11O 100
LBt g 01— —1 b+
Fom s 00 1[b-1 1/b -1

Fazit: Genau fiir b # 0 ist die Matrix M} reguldr. In diesem Fall gilt
b? 1 —(b+1)
Myt=| 1-b® -1 b+1
b—1 1/b -1



Sei V = R3, W = R3. Die lineare Abbildung ¢: V — W besitze beziiglich der Standard-
basen in V und W die Darstellungsmatrix

1 1 0
Mq,i=10 -1 0
-2 -1 -1
1 1 0
Da die drei Vektoren wy := | 0 |,we:= | —1|,w3:= | 0 | linear unabhéngig sind,
-2 -1 -1
bilden diese eine Basis von W = R3. Bezeichnen e1, es, e3 die Einheitsvektoren im R3,
dann gilt
1
pler) =M _1e1=| 0 | =wr=1-w; +0-w2+0-ws,
-2
1
plea) =M _1ea= | -1 =we=0-wy +1-wo+0-ws,
-1
0
ples) =M_1e3=| 0 | =w3=0-w +0-wa+1-ws.
-1

Wihlt man in V' die Standardbasis e, ea, e3 des R? und in W die Basis w1, wa, w3, S0
ist die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser Basen die Einheitsmatrix I3.



