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Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 1  ((4+3+3) Punkte)

a) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche nicht? Geben Sie entweder eine kurze
Begriindung oder ein Gegenbeispiel.

i) Ist f:R — R stetig, soist F: R - R, F(z fo t) dt stetig differenzierbar.
) Ist f:(0,1) — R stetig, so ist f beschrankt.

iii) me-R—uRf(y:$@—4x—nagmsqﬁﬂ):meR}>o

iv) Ist f:R — (0,00) stetig, so ist F: R — R, F(z) = [y f(t) dt streng monoton wachsend.

b) Seig:[—1,1] — R zweimal differenzierbar und g (O) = 0. Entscheiden Sie wieder, welche der
folgenden Aussagen wahr und welche nicht wahr sind, und geben Sie eine kurze Begriindung
oder ein Gegenbeispiel.

i) ¢”(0) <0 = g hat im Nullpunkt ein lokales Maximum.

i) ¢"(0)>0= g(0)= ?hﬂ)
iii)  g(0) = &ng()ig(®>0-

c) Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in der Form re’? mit r,p € R, 7 > 0, 0< o < 27
i) 22 i) (3v3+3i ) o (Hinweis: Es gilt cos (%) = 3/3.)
Losung:

a) 1) Die Aussage ist wahr: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist F'
differenzierbar und es gilt F' = f. Da f stetig ist, ist F also stetig differenzierbar.

ii) Die Aussage ist falsch: Die Abbildung f(x) = % ist stetig, jedoch nicht beschrinkt.

iii) Die Aussage ist wahr: Es gilt f(0) = 1, also sup{f(z): x € R} > 1> 0.

iv) Die Aussage ist wahr: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
F'(z) = f(z) > 0 fiir alle x € R. Damit ist F' streng monoton wachsend.

b) i) Die Aussage ist falsch: Fiir g(x) = 22 gilt ¢/(0) = 0, ¢”(0) = 0, jedoch hat g im Nullpunkt

kein lokales Extremum.

ii) Die Aussage ist falsch: Fiir g(z) = 223 + 22 gilt ¢'(z) = 622 + 2z, ¢"(z) = 122 + 2, also
g’ (0) =0, ¢"(0) =2 > 0. Jedoch gilt g(0) =0, g(—1) =—-1> I?l?l]g( x).

iii) Die Aussage ist wahr: Aus ¢g(0) = I(nin )g(x) folgt, dass ¢ in 0 ein lokales Minimum

ze(—1,1

hat. Nach Vorlesung sind ¢’(0) = 0 und ¢”(0) > 0 notwendige Voraussetzungen fiir das
Vorliegen eines lokalen Minimums.

2+2i 2 (1+1)?
3—-3i 3(1—4)(1+1)
202
=33
_ 2z
3



ii
| ory) = ()i (E)™
- =1 = COS | — 181 | —

2 2 6 6
ei%-2013
—  i(1672m+37)

i3
= e/LQﬂ-

Aufgabe 2 ((24345) Punkte)

a) Bestimmen Sie die Menge aller x € (—m, 7), fiir die die Reihe

[e o]

Z(sin x)"

n=0

konvergiert.

b) Untersuchen Sie die Reihe

> (55

auf Konvergenz und auf absolute Konvergenz.

c) i) Seien z,y > 0. Zeigen Sie die Ungleichung s 4>2.
ii) Fiir alle k € N sei ag, > 0. Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichung

() (350>

a) Fiir x € (—m, ) setze ¢ := sinz. Damit ist

Loésung;:

o0 oo
Z(sin x)" = Z q"
n=0 n=0

eine geometrische Reihe, die genau fiir |g| < 1, also fiir —1 < sinz < 1 konvergiert. Mit der
letzten Ungleichung ist die Reihe also genau fiir # € (—m,7) \ {—7, 5} konvergent.

b) Es gilt

) _ 1 fiir k gerade,
cos(km) = { —1 fiir k ungerade,

also cos(km) = (—1)*. Damit erhalten wir

(—1)F  cos(km) _ 1) <1 1 )

k+3  k+2 k+3 k+2
Caph 2 (t3)
(k+3)(k+2)
-1
= OV Gy
und damit
1 1

(—1)k _ cos(km)
k+3 k+2

(k+3)(k+2) SE

Die Reihe ) 22, k% ist nach Vorlesung konvergent. Nach dem Majorantenkriterium ist da-

E+3 k2
gewohnliche Konvergenz folgt, ist die Reihe also auch konvergent.

mit die Reihe )7, ((_1)k - COS(W)) absolut konvergent. Da aus absoluter Konvergenz die



c) i) EBEsgilt 22 —2zy+ 9% = (x —y)? > 0, also 22 + y? > 2xy. Wir teilen diese Ungleichung
durch zy > 0 und erhalten £ + £ > 2.
ii) Wir zeigen die Ungleichung mittels Induktion iiber n. Fir n = 1 gilt

1 2
al-—:1>1.
ai

Sei die Ungleichung fiir ein n € N bereits gezeigt. Dann gilt
n+1 n+1 1 n 1
ag | - — = Ap+1 —l— ak . + —
n
(41 a 1
= 1+ + ag | - —
e zw ( ) ()
v
> 1+ ( >+n2
Z tan

i)
> 1+ 2n + n?
= (n+1)

womit der Induktionsbeweis beendet ist.

Aufgabe 3  ((4+6) Punkte)
a) Berechnen Sie in i) und ii) jeweils die Ableitung von f fiir z € (0, 00):

) J@) =i
i) flz)=2%logl (a€R fest)

b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

i) [{cos(logz)dz (a>1)
ii) fol o A

Losung:
a) i) / _ sinyx 1
fl@)=e Cos(ﬁ)'m
Y fla) = "o +at - (-)
-1

1
= az® llog= —z®
x

— 2*(alog (;) _1)

b) i) Die Substitution y = logz fiithrt auf % =1 =1 und damit auf

a loga
/ cos(logz)dr = / e¥ cosy dy.
1 0

Zweimalige partielle Integration liefert
loga | loga
/ eYcosydy = [eYcosyl,®" + / e¥siny dy
0 0

_ Yy lo oga Yy log a log @ Yy
= [eYcosyly"" + [e¥Ysiny]y " — e¥ cosy dy,
0



also

loga
/ eYcosydy = <[ey cos Y| 8% + [e¥ siny] 2 a)
0

= —(acos(loga) — 1+ asin(loga)).

N~ N~

Insgesamt erhalten wir

a 1 1
/ cos(logz) dr = ia(cos(log a) + sin(loga)) — 5
1

ii) Die Gleichung x? — x — 2 = 0 fithrt auf die Losungen x1 = —1, o = 2. Wir fiithren eine
Partialbruchzerlegung durch mit dem Ansatz
3x B A B
2—x—-2 x—|—1+x—2
B (A+ B)x + (B — 24)
N 2 —x—2 '

Das lineare Gleichungssystem A + B = 3, B — 2A = 0 liefert A = 1, B = 2. Damit

erhalten wir
1 1 1
3 1 1
/2xdx = / d:n—i—Z/ dx
0 T-—x—2 0o z+1 0o T—2

= [log(z + 1)]o + 2[log(|z — 2[)];
= log2—0+2(0—log2)
= —log2.

Aufgabe 4  ((3+4+3) Punkte)
a) Seien a,b € R mit 0 < a < b. Untersuchen Sie die Folge
e = VT T
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

b) Fiir n € N sei
fn  R=R,  fo(z) = nwe ",

i) Fiir a < b sei [a,b] ein Intervall, das den Nullpunkt nicht enthélt. Zeigen Sie, dass die
Folge (fn)nen auf [a,b] gleichméBig konvergiert.

ii) Fiir ¢ < d sei [c,d] ein Intervall mit 0 € [c,d]. Zeigen Sie, dass (fn)nen auf [c, d] nicht
gleichméaflig konvergiert.

c) Essei f:[-1,1] = R, f(x) = %x2 + icos x. Zeigen Sie: Es gibt genau ein x € [—1,1] mit

f@) =,
Losung:
a) Wegen 0 < a <bgilt b" < a™ 4+ b" < 2b", also
b< z, < V20

Nach Vorlesung gilt /2 — 1 fiir n — oo. Damit liegt x,, zwischen zwei konvergenten Folgen
mit demselben Grenzwert b. Es folgt, dass auch (zy,),en konvergiert mit x,, — b fiir n — oo.



)

i) Wir zeigen, dass (f)nen auf [a, b] gleichméfig gegen die Nullfunktion konvergiert. Gelte
zundchst 0 < ¢ < b. Dann gilt

sup |fo(z) —0] = sup |nm6_"m2|
z€[a,b] z€[a,b]
< nbe="e’
b
= —2(71(12)6_”“2 — 0 fir n — oo.
a

Dabei wurde limy_, ye™¥ = 0 verwendet. Gilt a < b < 0, schiitzt man analog ab

sup |nac67m:2| < n]a|67”b2 = %‘(an)e*"b2
z€[a,b] b

und folgert wie oben die gleichméflige Konvergenz gegen die Nullfunktion.

ii) Wegen f,(0) = 0 und dem Ergebnis aus i) konvergiert (f,)nen punktweise gegen die
Nullfunktion. Es gilt d > 0 oder ¢ < 0. Gelte zunéchst d > 0. Sei € := % Dann gilt % <d

fiir n hinreichend grofl und
1 1
n

fiir n hinreichend grofl (wihle beispielsweise n > 1012). Folglich gibt es fiir e = % fiir

jedes N € Nein n > N und ein z € [¢,d] mit |f,(z) — 0] > ¢ und (fy)nen konvergiert
nicht gleichméBig auf [c, d]. Gilt ¢ < 0, so betrachte f,(—2) und argumentiere analog.

n

\)

Es gilt f(z) = x genau dann, wenn g(z) := x — 12% — 1 cosz = 0. Weiterhin ist g(—1) =

—1-2%—1cos(-1)<0,9(1)=1-1—-Lcos1>1-1-1=1>0. Dag als Summe stetiger
Funktionen stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein x € (—1,1) mit g(x) = 0, also

mit f(z) = .

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, beachten wir, dass g auf (—1,1) differenzierbar und auf
[—1,1] stetig ist. Es gilt ¢/(z) =1 — o+ Isinz > 1— 5 — 1 = 1 > 0. Also ist g auf [-1,1]
streng monoton wachsend und es gibt damit hochstens ein x mit g(x) = 0, also mit f(z) = .



