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Aufgabe 1:
(a) Beweis durch Vollsténdige Induktion:
e JA: Fiir n = 0 gilt:
0
_l_1 Yy
=172 \2) T2

Dann gilt fiir n + 1:

Voraus. 2‘%21 I;/' 9. |2.(2 .
2 2
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(b) Zwei Losungvorschlige:
1

o Es gilt:
n+1 " 1 " 1 1 Cauchy-Prod. 1
PR D DD DEED DD DL =2k DOE - KN D OF:
n>0 n>0 k=0 n>0 k=0 n>0 >
Die geometrische Reihe ano 3% konvergiert absolut. Fiir den Reihenwert gilt

<1 1 3

n 1
=3 1—-3
Als Cauchy-Produkt-Quadrat, konvergiert deshalb auch _, ”3—? (absolut) und fiir

den Reihenwert gilt
n+1_(32_9

Z 3\ 9 4
n>0
e Die Potenzreihe ano 2™ hat Konvergenzradius 1 und definiert durch
1

o0
w—)Zw":
1—z
n=0

fiir alle |z| < 1 die Funktion f: (—1,1) — R.
Esist f € C'((—1,1)) mit (Quotientenregel)
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fiir alle |x| < 1. Nach dem Satz iiber Ableitung von Potenzreihen (,,gliedweises Diffe-
renzieren“) gilt aber, dass die Potenzreihe

—1 Index-Shift
Z na Tl e Z(n +1)z"

n>1 n>0

Konvergenzradius 1 hat und

[e.o]

fl@) = (n+1)a"
n=0
fir alle |z| < 1 gilt.
Einsetzten von —1 < z = % < 1 liefert, dass die Reihe >, - ”3—J£L1 konvergent ist und
der Reihenwert

0o 2
n+l /1N [ 1\ 9
()= () -

n=0

betrégt.
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mit y = (%)2 Ferner fiir alle n € N:

(c) Esist

< — < n —{ n 5
’ k—l\\/%/ k=1
= =
<1

Damit ist >, -, (22:1 ﬁ) y™ fiir |y| < p =1 konvergent und fir |y| > 1 divergent.
Wegen

"1
an::Z—kZl

fiir alle n € N, ist (ap)nen keine Nullfolge. Damit divergiert die Potenzreihe in y = 1:

" 1 nfijr_y:l " 1
ZZE?J = ZZE

n>1k=1 n>1k=1

SchlieBlich ist
<l &lz|<2

= (5) = {1 el =2

>1 < |z)>2
fiir alle z € R. Also ist die Potenzreihe

Z1<” 1>$2n
n
n214 = VE

genau fiir —2 < z < 2 konvergent.



Aufgabe 2:

(a) (i) Klar: f ist stetig auf dem kompakten Intervall [—2,2]. Damit nimmt f dort sein
Maximum und Minimum an.

(ii) Klar: f ist differenzierbar auf [—2,2] und es gilt

(z) = 20 — 928
fir alle z € [—2,2]. Es gilt ferner:
. 1 ' 4
Py =20 Lo peman- @By Wy,

Da f’ stetig, ja sogar differenzierbar, auf [—2, 2] ist, existiert nach dem Zwischenwert-
satz ein zo € [0,2] C [—2,2] mit f'(z9) = 0.
Schlielich gilt

f"(z) =2+sin(2z) > 1 >0

~—
>—1

fiir alle x € [—2,2]. Also ist f’ (Korollar des Mittelwertsatzes) streng monoton wach-
send auf [—2,2] und damit injektiv. Deshalb ist xg die einzige Nullstelle von f’ auf
[—2,2].

O

(iii) Seiz* € [—2,2] eine Minimalstelle von f auf [—2,2], also f(z*) = min{f(z) : = € [-2,2]}
(eine solche existiert nach Teilaufgabe (i)). Es gilt:

£(0) = 02—1—isin(2~0):—12min{f(x):xe[—2,2]}

1 1
f(=2) = (=22 —1--sin(-2-2)>3—-->2> -1
N Wi/ 4
>—1
) 1, 1
f2) = 22-1—-=sin(2-2)>3—-->2> -1
42 4
>—1

Also ist z* ¢ {—2,2}, bzw. 2* € (—2,2). Damit muss f’(z*) = 0 gelten. Nach Tei-
laufgabe (ii) hat f’ aber genau eine Nullstelle zy auf [—2,2]. Damit ist z* = xo die
einzige Minimalstelle von f auf [—2,2].

O
(b) (i) Es gilt fiir alle z € [0, 00):

) _ . _ . _ . \"
lime* ™ =lime* e "=¢e" lime "=¢e"-lim (-] =0
n—oo n—oo n—oo n—oo (&4

Also konvergiert (fy,)nen gegen f:[0,00) — R mit f(z) = 0 fiir alle = € [0, 00).
(i) Wegen der Monotonie der e-Funktion, gilt fiir alle z € [0, 1] und alle n € N:

ful@) = f(@)| = " =" e < el e = (1) an

Wegen a,, — 0 fiir n — oo, ist die Konvergenz gleichméfig auf [0, 1].

(iii) Setze z, :=n € [3,00) fiir jedes n € N. Es gilt fiir alle n € N:
‘fn(.fcn) — f(q:n)| — T ()= N — =1

Also ist die Konvergenz auf [%, oo) nicht gleichméBig.
3



Aufgabe 3:

(a)

(i)

(i)

(i)

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Differentialgleichung mit ge-
trennten Verédnderlichen:
e “du = cos(t)dt

Bestimmte Integration liefert die Losungsformel fiir alle ¢t € R:

u(t) t
/ e 'dv = / cos(s)ds
u(0) 0

= [—e Ty = )]s
= e (TN el = sin(t)
=e—sin(t) = e *®

e — b

e — sin(t)

e—sin(t)> 1og( “0) = log (e—slm(t))
=u(t) = log (e—:m(t)>

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differential-
gleichung erster Ordnung. Die Losungsformel (Variation der Konstanten) liefert

t t
u(t) = 1-e3t4e3t. / e 3%e?ds = 3 4 €3 . / e °ds
0 0

_ 3t 3t [ —s]5=t _ o 3t 2t
= e +e [e }320—26 e

fiir alle t € R.

Es gilt

—i —i — V31 )
11\/512 1ir¢§i 1—\f1 i[(1—\/§)_1(1+\/§)}

. . o 1_\/5 . 1+vV3
und folglich ist x = , Y = _+T'
Weiterhin ist nach dem Hinweis cos ( ) und folglich ist

sm 1/1—0082 \/1—7 3—

Wegen sin(z) > 0 fiir alle z € (0,5] 3 % ist sin () = @ Deshalb folgt

. 7 . 7
(35 - cr (1) -0 ) o)

. 7 . .7 L7 .10 Periodizitit -
us T T 10 Periodizitét 4
( 1) . (el 3 ) el . el 617r+17r3 73 i3

: _ _ .4
Alsoist r =1und p =7 - 3.

Klar: fiir jedes o € R ist f differenzierbar. Also ist f genau dann Lipschitz-stetig,
wenn die Ableitung f’ beschrinkt ist. Fiir die Ableitung gilt

sin(x)

F(x) = az @ Vsin(z) 4+ 2 cos(z) = z° <a + Cos(x))



fir alle z € (0,1). Wegen

. sin(x I’Hospital .. COS(T
lim # 2R Jim (z) =1
z—0 €T z—0 1
~~
#0 fiir x#£0

lasst sich f’ fiir @ > 0 zu der stetigen Funktion h; : [0,1] — R mit

0 firx =0
hi(z) = ¢ f'(x) fir z € (0,1)
asin(l) 4+ cos(1l) firz =1

fortsetzen. Da stetige Funktionen auf kompakten Intervallen beschrinkt sind, ist f’
in diesem Fall beschrinkt. Fiir o = 0 ist f’ = cos und damit ebenfalls beschrinkt.
Sei nun @ < 0 und f = —a > 0. Es ist lim,_,o+ cos(z) + asmmﬂ =1-p8# 0. Fir
B # 1 ist also
in(z)
o cos(z) — BEEE

= o0

und f’ damit unbeschrinkt. Fiir 5 = 1 ist hingegen

—0
cos(x) — sin(x) o
lim f'(z) = lim M = lim z cos(z) 5 sin(z)
z—04 z—04 xT z—04 €T
—0
PHospital . cos(z) — zsin(x) — cos(x) — lim _ sin(z) 0
z—0+ 2x z—0+ 2
<~
#0 fir z#0
und f’ ldsst sich wieder zur stetigen Funktion hsg : [0,1] — R
0 firz =0
ha(z) = < f'(z) fur € (0,1)

acos(l) —sin(l) firz=1
fortsetzen. Wie im Fall o > 0, ist auch hier f’ beschriinkt.
Zusammenfassend: f ist genau fiir « € {—1} UR{ Lipschitz-stetig.

Es gilt:

lim (1 + tan(m))% Definition 1, [exp (2 -log(1 + tan(x)))]

z—0 z—0 T
iokei log(1+t
Stet;gkelt exp (2 1im |: Og( + an(x))})
z—0 X
Sowie:
—0
—N— 1+tan?(z)
lim log(l + tan(a:)) I’Hoi)ital lim 1+tan(z) — lim M —1
z—0 x z—0 1 z—0 1+ tan(x)
~~ ~~~
—0 #0

Insgesamt folgt damit:



(ii) Es gilt:

—0
——— sinh(2z
lim log(cosh(2x)) 1Hospital lim cosh((2:r3)) _2 ‘m sinh(2z) cosh(3z)
+50 log(cosh(3z))  a50 sinh(3z) ,5mh(3z) ~ 3250 sinh(3z)  cosh(2a)
—— N —
—0 COSh(3x) —1
—_———
#0 fiir 2#0
—0
——
B g smh(23}) Hospital 2 lim 2cosh(2z) 4
B 3 250 sinh(3z) ~ 3a2-03cosh(3z) 9
——— ———
—0 #0
Aufgabe 4:
(a) (i) Es gilt:
2 log(t 2 1 art. Tn -7 21 -1
/ OgQ()dt - /log(t)- o g e [log(t)- } —/ T
1 t 1 S~ t t t=1 1 t t
=u(t) =v/(t)

t t=1

(ii) Es gilt:

log(2) +/2 Lo los@) [—1]” _ 1—log(2)

t2 t2 3:67t2 _te_t2 1
/te sin (e* ) dt = /ﬂsin(s)ds =—= /sin(s)ds
ds=—2te—t*dt 2te™ 2

1 1
= 5 cos(s) = 5 cos (e_t2>

Die obere Integrationsgrenze war ein Druckfehler! Wegen 2 < 7, ist 0 < % < 1 und

deshalb log (%) < 0. Folglich ist

()=

log(i)’ 10g<2)EC

Formales Einsetzen der Integrationsgrenzen in die Stammfunktion (bzw. das Auffassen

des Integrals als ein komplexes Wegintegral) liefert:

log(2) o 2 2 og(2) cos
/0 " te sm(e )dtz%[cos(e )}Olg = — 2(1>

(iii) Es gilt:

3 3 ot 1 =3
/ e sin(t)dt = e sin(t) dt Part. Tt [e% sin(t)]
0 0 2 t=0
vt =)

= ——= e .cos(t)dt

:ul(t) :’U(t)
™ 1 _x 1 [z
Part. Int. % -1 [th COS(t)}t g -5 /02 et sin(t)dt
e 1 1 /Q 2t
— — 4= e sin(t)dt
2 4 46 0



Auflssen dieser Gleichung nach [ €% sin(¢)dt liefert (,Phonix aus der Asche®):

4 (e™ 1 1+ 2e™
/ e sin(t)dt = — (e + > _ it
0 5\ 2

4 )
Fiir alle t € [0, 00) gilt:

INIE]

Ferner ist:

/ e tdt = lim e”'dt = lim —[e7"],Z = lim 1 — e t=1<o0

0 b—oo Jg b—o0 - b—o0

Nach dem Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale, ist das uneigentliche In-
t

tegral [;° Tz dt konvergent.

Fiir alle ¢ € [1,00) gilt 1+ 3sin?*(¢) > I und folglich:

1
2
1+ 2sin®™M(t) 1
t 2t
Ferner ist:

< 1 , b1 1. — 1
/1 gt = Jim [ opdt =35 lim flog(®)];=y = 5 lim log(b) = o0

Nach dem Minoratenkriterium fiir uneigentliche Integrale, ist das uneigentliche Inte-
oo 1+% sin2014(¢)

gral [ —2————=dt divergent.
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