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HOHERE MATHEMATIK | FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAG ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AurGaBe 1 (3+4+3=10 PUNKTE)
a) Zeigen Sie, dass fur alle n € N mit n > 3

3 k(k-1)(k-2) = %(n—Z)(n— Dn(n+1)
k=3

gilt.
b) Bestimmen Sie alle x € IR, fiir welche die Reihe
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konvergiert.
c) Sei fur jedes n € N
. Iy ..
a, := sm(n + E) fir alle n € IN.
Zeigen Sie, dass (a,),cn mindestens einen Haufungswert besitzt. Gilt a,, = 0 fiir ein n € IN?
Hinweis: Es gilt sin(x) = 0 genau dann, wenn x = k7t fur ein k € Z gilt.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion.
Induktionsanfang: Fur n = 3 gilt

3
1
Zk(k—l)(k—2):3-2-1 =6=7-1-2:3-4
k=3
Induktionsschluss: Sei die Behauptung fir ein n € N mit n > 3 wahr (Induktionsvorausset-
zung). Dann gilt

n+1

Zk(k— 1)(k-2) = Zk(k— 1)(k=2)+(n+1)n(n-1)
k=3 k=3

) i(n—2)(n—1)n(n+1)+(n+1)n(n—1)
= i(n—l)n(n+1)[(n—2)+4] = i(n—l)n(n+1)(n+2)



b) Sei x € R zunichst beliebig und definiere a,, := (1 — %)”2(1 + %)”2. Dann gilt

n n
limsup v/|a,| = limsup(l—zi) (1+f) = e 2e* =e2.
n

n—o0 n—oo n

LSTE

Dabei fallen die Betragsstriche nach dem ersten Gleichheitszeichen weg, da fir n > |x| die
Terme innerhalb der Klammern positiv werden und endlich viele Terme zur Bestimmung des
Limes (Superior) keine Rolle spielen. Nach dem WurzeLkriTerium konvergiert dann ) )~ ; a,,
absolut, wenn e2 < 1, und divergiert Y °, a,, wenn e? > 1. Das ist genau dann der Fall, wenn
x <0 (fur die Konvergenz) bzw. x > 0 (fur die Divergenz) gilt. Bei x = 0 ist offensichtlich

[ 0 712 0 nZ (o)
1-—) (1+=) =Y 1
2 (1-3) (5) =L
n=1 n=1

divergent. Damit konvergiert ) 7> ;(1 — %)”2(1 + %)”2 genau dann, wenn x € (—co,0).

c) Esist

|an| =

1
sin(n+—)‘ <1
n

fur alle n € IN. Das heifSt insbesondere, dass (a,,),en beschrankt ist. Daraus folgt mit dem Sarz
vON BorLzaNO-WEIERSTRASS, dass (4,),cN (min.) einen Haufungswert besitzt.
Zum zweiten Teil: Angenommen, es galte a,, = 0 fiir ein n € N, d.h.,

. 1
sm(n + —) =0
n
fur ein n € IN. Nach dem Hinweis (siehe auch Aurcase 43b)) gibe es dann ein k € Z mit

n+ 1 = km.
n
Die linke Seite dieser Gleichung ware strikt positiv, weswegen k € IN gelten miisste. Insbeson-
dere galte dann
n’+1
nk
Dies ware ein Widerspruch dazu, dass die linke Seite der Gleichung eine rationale und die
rechte Seite eine irrationale Zahl ware.

AUFGABE 2 (3+2+5=10 PUNKTE)
Sei f : R — R gegeben durch

x
f(x) := m' falls x = 0,
%’ falls x = 0.

a) Zeigen Sie, dass x — x + %sin(x) nur in 0 eine Nullstelle hat.
b) Zeigen Sie, dass f stetig ist. Dabei diirfen Sie a), jedoch nicht c¢) verwenden.

c) Zeigen Sie, dass f auf R differenzierbar ist und berechnen Sie f”.



LOSUNGSVORSCHLAG
a) Definiere g(x):=x+ %sin(x) fur alle x € R. Dann ist g(0) = 0 und

1

1
g'(x) = 1+Ecos(x)>1——= >0

1
2 2
fir alle x € R. Da g als streng wachsende Funktion insbesondere injektiv ist, hat g keine

weiteren Nullstellen.

b) Nach a) ist f auBerhalb von 0 als Komposition stetiger Funktionen stetig. AuSerdem gilt

1. .
X+ 5 sin(x
2—():1_{_15111()()_)1_}_1:%,
X 2 x 2 2
wenn x — 0, wobei wir den Grenzwert lim,_, SiI;(x) =1 verwendet haben. Damit gilt

be 2

lim f(x) = lm —— = -,

x—)Of( ) x—0 x + %Sil‘l(x) 3

wodurch wir einsehen, dass f auch in 0 stetig ist.

c) Nach a) ist f aulerhalb von 0 als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar.
Dort gilt
1 1 .
X+ 5sin(x) —x(1 + 5 cos(x -
Fla) = 22 ( )1 ‘( 208(x)) _ sm(x)1 chos(x) Vxa
(x + 5 sin(x))? 2(x + 5 sin(x))?

Auflerdem erhalten wir fur x # 0

oo (=" 2n+1
f(x)-f(0)  3x-2x-sin(x) X X =2 nto 2nr” "
x-0 3(x+ 3sin(x))x  x+ 5sin(x) 3x?
B 1o ()™ 5
=3 G
n=1
=:h(x)

Als Potenzreihe mit Konvergenzradius oo (!) ist h in 0 stetig mit #(0) = 0. Da auch f in 0 stetig
ist, ist f auch in 0 differenzierbar und es gilt (mithilfe der Grenzwertsatze fiir Funktionen)

AurGABE 3 ((2+3)+(2+3)=10 PunkTE)
a) Furjedes n € N seien f, : R — R definiert durch

1
fulx) = x+; VxeR

und g, := f,2.

(i) Zeigen Sie, dass (f,),en auf R gleichmaflig konvergiert und bestimmen Sie die
Grenzfunktion.

(ii) Zeigen Sie, dass (£,,),en auf IR zwar punktweise, aber nicht gleichméfig konvergiert.



b) Seig:R — R, x > e /2

cos(2x) gegeben.
(i) Bestimmen Sie die ersten zwei Ableitungen von g.

(ii) Bestimmen Sie das Taylorpolynom Tj(g,0) ersten Grades von g um 0. Zeigen Sie,

dass fur alle x > 0
23 ,

ITi(8,0)(x) —gx)] < —=x

gilt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Offensichtlich konvergiert (f,),en punktweise gegen f, wobei f(x):= x, x € R, die Iden-
titatsabbildung auf IR sei. AuSerdem gilt fir alle x € R

) - f(x)] = %eo, wenn 11 — oo.

Damit konvergiert |f,,(x)— f (x)| unabhdngig von x gegen 0. Insbesondere konvergiert dann
(f)nen auf R gleichmafBig gegen f.
(ii) Es giltfurn€ Nund x € R
oo 2x 1
n(x) = x Tt
Definiere ¢ : R — R, x — x2. Dann konvergiert (g,),en auf R offensichtlich punktweise
gegen g. Wahlt man nun x,, := n fir alle n € IN, so erhalten wir

2n 1 1
|g”(xn)_g(xn)| = 7'1'? = 2+; A 0,

wenn 1 — oo. Das heifit, dass (g,,),en auf R nicht gleichmaflig gegen g konvergiert.

b) (i) Durch leichtes Nachrechnen ergibt sich
1
¢g'(x) = —Ee_x/z(cos(2x)+4sin(2x)),

1
¢’ (x) = Ze"‘/z(—15cos(2x)+SSin(Zx)).

(ii) Das Taylorpolynom ersten Grades von g um 0 ist gegeben durch

L (k) ,
Tig 00 = ) St = o+ S =123
k=0 ' ’

fur alle x € R. Nach dem Sarz von Tayror gilt fur x > 0

g//(é) )

ITi(g,0)(x)—g(x)| = o

fur eine Zwischenstelle & € (0,x). Aulerdem gilt

23
< =

lg”(&)l = le_é/z(—15cos(2§)+83in(25)) 1

4




unabhingig von &. Damit gilt fur alle x > 0

ITi(8,0)(x) —g(x)| < —x".

AUFGABE 4 (4+2+4=10 PUNKTE)

a) Untersuchen Sie das folgende uneigentliche Riemannintegral auf Konvergenz:

Joo e */x dx.
0
Hinweis: Zeigen Sie, dass fur alle x > 0
e Vx < o2
gilt.
b) Fur alle s, t € R sei

A =

“n O =

2
t.
1
Bestimmen Sie s und t so, dass Kern(A) = {0} gilt. Bestimmen Sie in diesem Falle eine Basis
von Kern(A).

c) Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems:

v'(x) = 2xp(x)®>+2x  p(0) = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Zunichst zeigen wir den Hinweis. Dazu formen wir die zu zeigende Ungleichung gemaf3
\/zefx < efx/Z AN \/z < eX/2 o x < e*

fur alle x > 0 um. Letzte Ungleichung ist erfullt, wie man z.B. durch die Potenzreihenentwick-
lung der Exponentialfunktion einsieht. Zunéchst einmal gilt

S b
J e ™2 dx = lim e ™2 dx = lim 2(1—e_b/2): 2.
0 b— Jo b—o0

Nach dem Hinweis gilt

[Vxe™| = Vxe™ < e

tur alle x > 0. Dann konvergiert nach dem MAJORANTENKRITERIUM FUR INTEGRALE auch
JOOO e *4/x dx (absolut).

b) Wir bestimmen zunichst die Zeilenstufenform von A.

1 2 (~s) 1 2
0 t ] —10 t .
s 1 + 0 1-2s



Damit hat A genau dann einen nicht-trivialen Kern, wenn t =0 und s = % In diesem Fall ist
-2
1

Zundichst formen wir die Differentialgleichung dquivalent um:

eine Basis des Kerns.

y'(x) = 2xy(x)2+2x: 2x(y(x)2+ 1) & 2 = 2x

Mithilfe von Trennung der Variablen erhalten wir dann

fy ds _ fx2t dt
y(x0) s?+1 Xo

mit xy := 0 und y(x() = 0 nach Voraussetzung. Ausrechnen der Integrale liefert

arctan(y) = x2.

Da der Wertebereich von arctan (-7, 7) ist, ist diese Gleichung fiir alle x € R definiert, fiir
welche x? € (-%, %) gilt. Daher ist die Gleichung maximal fir x € I := (—\/?, \/g) erfillbar.
Wir merken an, dass der Anfangswert 0 in I liegt. Die maximale Losung des gegebenen
Anfangsproblems lautet dann

®:] - R, x — tan(x?).



